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光束分离器算符的分解特性与纠缠功能∗
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光束分离器是量子光学中的基本线性器件之一, 它在量子纠缠态的制备与测量上起着重要作用. 基于光
束分离器 (BS)对算符的矩阵变换关系, 本文导出了BS算符在若干表象中的自然表示. 利用这个自然表示 (而
非SU(2)李代数关系)及有序算符内的积分技术, 可直接导出BS算符的正规乘积、紧指数表示及多种分解形
式. 此外, 可直接导出一种纠缠态表象及其Schmidt分解. 这对于讨论连续变量量子隐形传输是十分方便的.
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1 引 言

在量子力学、量子光学理论中, 量子力学表象
起着重要的作用 [1]. 正如狄拉克所说 [2]: 在量子力
学中, 当我们需要解决一个特定的问题时, 使用一
个合适的表象往往可以起到事半功倍的效果. 例
如, 两粒子的质心坐标Q1+Q2和相对动量P1−P2

是可对易算符, 其共同本征态就是一类纠缠态表
象 |η⟩[3]. 该表象已在量子隐形传输 [4]、量子密集编

码 [5]、经典光学与量子光学的对应研究中起着重要

的作用 [6]. 近年来, 越来越多的研究者致力于寻找
纠缠态表象的更多新的潜在的应用 [7−10].

目前, 对于理论和实验物理学家而言, 如何构
建一个完备的、有用的量子力学纠缠表象仍然是

一个充满挑战的课题. 光束分离器 (beamsplitter,
BS)作为一类线性器件, 被认为是产生纠缠态的最
简单的工具, 它在理解一些量子力学和量子光学的
基本问题中也起着关键作用. 众所周知, 当单模压
缩真空态入射到光束分离器上, 会产生双模纠缠
态 [11]. 将两个单模压缩真空态入射到光束分离

器上获得的双模纠缠态作为纠缠通道, 实验上可
实现任意相干态的连续变量量子隐形传输 [12]. 另
一方面, 从表象的观点, Einstein-Podolsky-Rosen
(EPR)纠缠态表象以及参数化的纠缠态表象已
被构造, 并利用表象方法实现了量子态的隐形传
输 [3,4], 导出了若干算符恒等式 [13]; 利用非对称的
光束分离器和参量下转换过程, 提出了连续变量
的三模纠缠态表象 [14]. 此外, 将一系列光束分
离 器 算 符Bn−1,n(π/4)Bn−2,n−1(cos−1 1/

√
3) · · ·

B1,2 (cos−1 1/
√
n)作用于动量态、坐标态或真空

态上, 我们可以获得多模EPR纠缠态和多模相干
纠缠态 [15]. 利用有序算符内的积分技术, 这些量子
态被证明是完备的量子力学表象.

在以往的量子态或表象的制备过程中, 经常使
用光束分离器算符的变换关系 (本文中 (8)式). 但
此表达式在获取量子力学表象、纠缠态 (特别是多
模纠缠态表象)的Schmidt分解等方面仍旧不够直
接有效. 借鉴压缩算符在坐标表象的自然表示的思
想 [16], 本文从表象的观点导出BS算符在若干表象
中的自然表示. 基于此, 我们无须利用SU(2)李代
数关系, 可直接导出BS算符的正规乘积、紧指数表
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示及多种分解形式. 同时, 可直接导出若干纠缠态
表象及其Schmidt分解. 这对于讨论连续变量量子
隐形传输是十分方便的.

本文结构安排如下: 第二部分简要回顾量子力
学中的两个基本表象及其具体表示; 第三部分, 利
用BS对算符的矩阵变换关系, 导出BS算符在算符
Q和P表象中的自然表示; 第四部分考察BS算符
的表象表示的若干应用, 如直接推导BS算符的正
规乘积、多种分解形式, 推导纠缠态表象的Schmidt
分解等; 最后为总结部分.

2 量子力学Q, P表象

算符Q, P代表单模光场的两个正交分量, 它
与量子光场的电场分量密切相关, 不是通常的坐标
和动量. 有时为了方便, 文中将Q, P称为坐标、动
量算符. 为了获得光束分离器算符在表象中的表
示, 我们简要回顾一下坐标与动量本征态的明显形
式. 对于量子光学系统, 可引入光子的产生算符a+

和湮灭算符a来描述系统, 有a|0⟩ = 0. 注意到湮灭
算符与正交算符Q,P, [Q,P ] = i的变换关系 (为方
便取~ = 1)

a =
1√
2
(Q+ iP ),

a+ =
1√
2
(Q− iP ), [a, a+] = 1. (1)

为了获得算符Q, P的本征态, 我们利用有序算符
内的积分技术 [16], 构建积分等式

1 =:
1√
π

∫ ∞

−∞
dq exp{−(q −Q)2} : . (2)

注意到, 这里符号 : :表示正规乘积, 在正规乘积内,
算符是可对易的, 即 : a+a : = : aa+ :. 利用 (1)式可
将 (2)式改写为

1 = :
1√
π

∫ ∞

−∞
dq exp{−(q −Q)2} :

=
1√
π
:

∫ ∞

−∞
dq exp

{
− q2 +

√
2qa+

+
√
2qa− a+2

2
− a2

2
− a+a

}
:

=
1√
π
:

∫ ∞

−∞
dq exp

{
− q2

2
+
√
2qa+

− a+2

2

}
: e−a+a :

× exp
{
− q2

2
+
√
2qa− a2

2

}

=

∫ ∞

−∞
dq|q⟩⟨q|, (3)

其中, 我们利用到了真空投影算符的正规乘积表示
|0⟩⟨0| =: exp{−a+a} :. 由 (3)式可得

|q⟩ = π−1/4 exp
{
− 1

2
q2 +

√
2qa+

− a+2

2

}
|0⟩. (4)

可以证明, 态矢量 |q⟩就是算符Q的本征态, 即注
意到

a|q⟩ = π−1/4a exp
{
− 1

2
q2

+
√
2qa+ − a+2

2

}
|0⟩

= π−1/4[a, exp
{
− 1

2
q2

+
√
2qa+ − a+2

2

}]
|0⟩

= (
√
2q − a+)|q⟩, (5)

则有Q|q⟩ = q|q⟩.
同理, 利用有序算符内的积分技术, 可以引入

积分关系

1 = :
1√
π

∫ ∞

−∞
dp exp{−(p− P )2} :

=

∫ ∞

−∞
dp|p⟩⟨p|, (6)

由此可得算符P的本征态为 [16]

|p⟩ = π−1/4 exp
{
− 1

2
p2 + i

√
2pa+

+
a+2

2

}
|0⟩, P |p⟩ = p|p⟩. (7)

应该指出的是, 通过正规乘积内的积分技术, 我们
构建的积分关系式 (2)(或 (6))实际上对应于坐标
(动量)态的完备性, 这是作为量子力学表象所必须
具备的性质. 因此, 有序算符内积分技术也可为寻
找完备的量子力学表象提供一种新的途径.

3 光束分离器算符的Q, P表象表示

无损失光束分离器是一个线性的四端口器件,
如图 1所示. a, b表示输入模, c, d表示输出模. 光
束分离器的输入输出关系为c

d

 =M

a
b

 ,
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M =

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ

 , (8)

其中, M是一个幺正变换矩阵. 为了方便, 这里
忽略了位相因子项, 因为位相项可以通过对输入
输出模位相的重新定义来消去 [17]. r = sin2 θ,
t = cos2 θ, 分别为光束分离器的反射和投射率,
r + t = 1 保证了能量守恒.

b

d

c

a

图 1 光束分离器的示意结构

注意到变换关系 (8)式, 我们可引入幺正算符
B使得存在如下变换c

d

 = B

a
b

B+ =M

a
b

 , (9)

则在Schodinger绘景中态矢量 |ψ⟩的变换则为

|ψ⟩out = B+|ψ⟩in, (10)

相应的模算符保持不变. 这可以用图 2形象地描述.

b b↼d↽

a↼c↽
a

Ψ>in ψ>outB⇁

图 2 Schodinger绘景下光束分离器对态矢量的演化

利用 (19)式可得

B(θ)

Q1

Q2

B+(θ) =M

Q1

Q2

 , (11)

其中Q1, Q2分别定义为a, b模的坐标算符Q1 =

(a+ a+)/
√
2, Q2 = (b+ b+)/

√
2. 将 (11)式从左作

用于态矢量B|q1⟩|q2⟩上, |q1⟩, |q2⟩为a, b模的坐标
算符本征态, 则有q1

q2

B|q1⟩|q2⟩ =M

Q1

Q2

B|q1⟩|q2⟩, (12)

即 Q1

Q2

 {B|q1⟩|q2⟩}

= M−1

q1
q2

 {B|q1⟩|q2⟩}. (13)

可见, B|q1⟩|q2⟩是算符Q1, Q2的共同本征态, 本征
值分别为 q′1, q′2, 即q′1

q′2

 =M−1

q1
q2

 ≡ N

q1
q2

 ,

N =M−1 =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 . (14)

故而B|q1⟩|q2⟩可表示成

B|q1⟩|q2⟩ =

∣∣∣∣∣∣N
q1
q2

⟩
. (15)

这里

∣∣∣∣∣∣
q1
q2

⟩
≡ |q1⟩|q2⟩定义为双模坐标态.

利用坐标态的完备性关系 (3)立即可得

B(θ) =

∫ ∞

−∞
dq1dq2

∣∣∣∣∣∣
cos θ − sin θ

sin θ cos θ


×

q1
q2

⟩⟨q1
q2

∣∣∣∣∣∣ , (16)

此即光束分离器算符在坐标Q表象中的表示.
类似地, B(θ)在动量P表象中的表示为

B(θ) =

∫ ∞

−∞
dp1dp2

∣∣∣∣∣∣
cos θ − sin θ

sin θ cos θ


×

p1
p2

⟩⟨p1
p2

∣∣∣∣∣∣ , (17)

其中,

∣∣∣∣∣∣
p1
p2

⟩
≡ |p1⟩|p2⟩为双模动量算符本征态,

Pi|pi⟩ = pi|pi⟩, i = 1, 2.

4 光束分离器算符的Q, P表象表示

的应用

下面, 我们将考察光束分离器算符的Q(P )表

象表示的若干应用, 如直接推导BS算符的正规乘
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积、多种分解形式, 推导纠缠态表象的Schmidt分
解等.

4.1 BS算符的正规乘积与紧指数表示

有了光束分离器算符的表象表示, 结合有序算
符内的积分 (IWOP)技术, 可方便有效地获得算符
的正规乘积形式, 而不是利用SU(2)李代数方法.

注意坐标态的表达式 (4), 以及真空投影算
符的正规乘积表示 |00⟩⟨00| =: e−a+a−b+b :, 利用
IWOP技术积分 (16)式可得

B(θ) =
1

π
:

∫ ∞

−∞
dq1dq2 exp

{
− q21

+
√
2q1(a

+ cos θ + b+ sin θ + a)

− 1

2
(a+ a+)2

}
× exp

{
− q22 +

√
2q2(b

+ cos θ

− a+ sin θ + b)− 1

2
(b+ b+)2

}
:

= : exp
{
(cos θ − 1)(a+a+ b+b)

+ (ab+ − a+b) sin θ
}
:, (18)

此即BS算符的正规乘积形式. 显然,

B+(θ)|00⟩ = |00⟩. (19)

利用 (18)式对参数 θ求导可得

∂

∂θ
B(θ)

= : −a+aNB sin θ : − : b+bNB sin θ :

+ : ab+NB cos θ : − : a+bNB cos θ :

=− a+ sin θ : NB : a− b+ sin θ : NB : b

+ b+ cos θ : NB : a− a+ cos θ : NB : b

= − a+ sin θBa− b+ sin θBb

+ b+ cos θBa− a+ cos θBb

= [(−a+ sin θ + b+ cos θ){BaB+}

− (b+ sin θ + a+ cos θ){BbB+}]B, (20)

其中, NB为B(θ)的正规乘积表示. 进一步利用 (9)
式可得

∂

∂θ
B(θ) = (ab+ − a+b)B(θ). (21)

由此可得BS算符的紧致表示形式为

B(θ) = exp[θ(ab+ − a+b)]. (22)

4.2 BS算符的若干分解

下面, 我们进一步考察BS算符的若干分解, 以
便深入理解BS算符. 注意到, 当 θ ̸= π/2, 即非完
全透射情况, 矩阵N可分解成 [18]

N =

 1 0

tan θ 1

cos θ 0

0 secθ


×

1 − tan θ

0 1

 ≡ N1N2N3. (23)

因此, 利用坐标态的正交关系, 有∫ ∞

−∞
dq1dq2

∣∣∣∣∣∣JJ ′

q1
q2

⟩⟨q1
q2

∣∣∣∣∣∣
=

∫ ∞

−∞
dq1dq2

∣∣∣∣∣∣J
q1
q2

⟩⟨q1
q2

∣∣∣∣∣∣
×
∫ ∞

−∞
dq′1dq′2

∣∣∣∣∣∣J ′

q′1
q′2

⟩⟨q′1
q′2

∣∣∣∣∣∣ , (24)

则可将BS算符分解成如下形式

B(θ) = BN1BN2BN3 , (25)

其中

BNj =

∫ ∞

−∞
dq1dq2

∣∣∣∣∣∣Nj

q1
q2

⟩⟨q1
q2

∣∣∣∣∣∣
(j = 1, 2, 3). (26)

利用坐标表象的完备性及坐标态平移算符 [19]

exp{iyP}|q⟩ = |q − y⟩,

exp{−iyQ}|p⟩ = |p− y⟩, (27)

可将BN1 , BN3表示为

BN1
=

∫ ∞

−∞
dq1dq2 exp{−iq1 tan θP2}∣∣∣∣∣∣

q1
q2

⟩⟨q1
q2

∣∣∣∣∣∣
=

∫ ∞

−∞
dq1dq2 exp{−iQ1P2 tan θ}∣∣∣∣∣∣

q1
q2

⟩⟨q1
q2

∣∣∣∣∣∣
= exp{−iQ1P2 tan θ}, (28)

BN3 = exp{iQ2P1 tan θ}. (29)

不难看出, BN1
和BN3

是双模压缩算符.
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注意到单模压缩算符在坐标表象中的自然表

示 [16],

S(λ) =

∫ ∞

−∞

dq
√
µ

∣∣∣∣ qµ
⟩
⟨q|

= exp
{
λ

2
(a2 − a+2)

}
µ = eλ, (30)

可知BN2
恰好就是两个单模压缩算符的直积 (压缩

参数位相差π), 即

BN2
= Sa(λ1)Sb(−λ1) λ1 = ln secθ. (31)

可见, 利用光束分离器算符的表象表示, 我们可以
方便地将其分解成两个单模压缩算符和两个双模

压缩算符的形式:

B(θ) = exp{−iQ1P2 tan θ}Sa(λ1)Sb(−λ1)

× exp{iQ2P1 tan θ}

(λ1 = ln secθ). (32)

另一方面, 当 θ ̸= 0, 即非完全反射情况, 矩阵
N可分解成 [18]

N =

 1 0

tan(θ/2) 1

1 − sin θ

0 1


×

 1 0

tan(θ/2) 1

 . (33)

类似可得光束分离器算符的另一等价的分解形式:

B(θ) = exp{−iQ1P2 tan(θ/2)}

× exp{−iQ2P1 sin θ}

× exp{−iQ1P2 tan(θ/2)}, (34)

即三个双模压缩算符乘积. 此外, 我们还可将矩阵
N分解成其他形式, 获得BS算符的其他分解形式.

4.3 纠缠态表象及其Schmidt分解

光束分离器常常用于量子测量、量子干涉以及

模拟量子耗散、产生纠缠态等. 最近, 高透射、低反
射的光束分离器被用于改善纠缠态的纠缠度. 理论
上, BS也成为了获得双模、多模纠缠态的主要器件.
近年来, 不少作者利用BS来产生有用的纠缠态表
象, 有了各种不同的表象, 我们不但可以利用它推
导出若干算符恒等式, 丰富算符的数理基础, 而且
可使得思维方式可以多样化. 这里, 我们考虑BS
算符的表象表示在获得纠缠态表象中的应用.

当a, b输入端输入的量子态分别坐标态和动量

态, 即 |ψin⟩ = |q⟩a|p⟩b. 利用变换关系式 (9), 坐标、

动量态的表达式 (3)和 (7), 可知经过BS作用后输
出态为

|ψout⟩ = B+|q⟩a|p⟩b

= π−1/2B+ exp
{
− 1

2
|η|2 +

√
2(qa+

+ ipb+)− a+2 − b+2

2

}
B|00⟩

= π−1/2 exp
{
− 1

2
|η|2 + 1√

2
(cos θ

+ sin θ)(ηa+ − η∗b+)

+
1√
2
(cos θ − sin θ)(η∗a+ + ηb+)

+ a+b+ sin 2θ

− 1

2
(a+2 − b+2) cos 2θ

}
|00⟩, (35)

其中 η = q + ip. 当 θ = π/4时, 即50 : 50 BS情况,
上式即EPR纠缠态 [3]. 由 (35)式中第三式以及有
序算符内的积分技术容易证明, |ψout⟩是正交完备
的, 即 ∫

d2η|ψout⟩⟨ψout|

= :

∫ d2η

π
exp

{
− |η|2 + cos θ + sin θ√

2

× [η(a+ − b) + η∗(a− b+)]

+
cos θ − sin θ√

2
[η(a+ b+)

+ η∗(a+ + b)]− a+a− b+b

+ (a+b+ + ab) sin 2θ

− 1

2
(a+2 − b+2 + a2 − b2) cos 2θ

}
:

= : e0 := 1, (36)

这里利用了积分公式∫ d2z

π
e−α|z|2+bz+cz∗

=
1

α
exp

(
bc

α

)
. (37)

另一方面, 利用相干态的完备性关系, (35)式中第
三式和积分公式∫ d2z

π2
ezα

∗−z∗α = δ(α)δ(α∗), (38)

以及∫ d2α

π
exp(−a|b|2 + bα

+ b∗α∗ + cα2 + c∗α∗2)

=
1√

a2 − 4|c|2
exp

{
a|b|2 + cb∗2 + c∗b2

a2 − 4|c|2

}
, (39)
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经过较长但直接的过程我们证明了正交关系

⟨ψout|ψ′
out⟩

=
e− 1

2 |η
′|2− 1

2 |η|
2

π

∫ d2z1
π

× exp
{
− |z1|2 + z1(D + z2 sin 2θ)

+ z∗1(D
′ + z∗2 sin 2θ)

− 1

2
(z21 + z∗21 ) cos 2θ

}
×
∫ d2z2

π
exp

{
− |z2|2 +Az2 + z∗2A

′

+
1

2
(z22 + z∗22 ) cos 2θ

}
= δ(η − η′)δ(η∗ − η′∗), (40)

其中

A =
1√
2
(cos θ − sin θ)η∗

− 1√
2
(cos θ + sin θ)η,

A′ =
1√
2
(cos θ − sin θ)η′

− 1√
2
(cos θ + sin θ)η′∗,

D =
1√
2
(cos θ + sin θ)η∗

+
1√
2
(cos θ − sin θ)η,

D′ =
1√
2
(cos θ + sin θ)η′

+
1√
2
(cos θ − sin θ)η′∗. (41)

且 |ψout⟩为 可 对 易 算 符Q1 cos θ − Q2 sin θ,
P1 sin θ + P2 cos θ的共同本征态:

(Q1 cos θ −Q2 sin θ)|ψout⟩

=−
√
2q sin θ|ψout⟩,

(P1 sin θ + P2 cos θ)|ψout⟩

=
√
2p cos θ|ψout⟩. (42)

利用BS算符的表象表示, 可得 |ψout⟩在坐标、
动量空间中的Schmidt分解分别为

|ψout⟩ =
1√
2π

∫
dq2 e ipq2 |q cos θ

+ q2 sin θ⟩a|q2 cos θ − q sin θ⟩b,

|ψout⟩ =
1√
2π

∫
dp1 e−ip1q|p1 cos θ

+ p sin θ⟩a|p cos θ − p1 sin θ⟩b. (43)

当 θ ∈ (0, π/2), 态矢量总是不可分成两个独立纯
态的直积. 这表明, |ψout⟩是一类纠缠态, 即当坐标
态和动量态作为BS的输入时, 输出态总是纠缠的.
当坐标态作为两端输入态时, 由 (16)式可知输出态
仍然是坐标态的直积态. 可见, 当两个输入态均为
任意量子态, 输出态不一定总是纠缠的.

5 结 论

本文基于光束分离器通常的输入与输出的模

间变换关系, 在坐标表象和动量表象中, 我们导出
了光束分离器算符的自然表示. 利用该算符的自然
表示以及有序算符内的积分技术, 而非SU(2)李代
数关系, 简洁地推导出了该光束分离器算符的正规
乘积形式、紧指数表示. 特别地, 利用BS算符的自
然表示以及坐标或动量本征态的正交关系, 我们可
以直接将BS算符进行多种形式的分解, 如BS算符
可分解成三个双模压缩算符的乘积等. 这有助于输
入理解BS算符的纠缠特点. 此外, BS算符的自然
表示也被直接应用于推导有用的纠缠态表象及其

Schmidt分解. 这对于讨论连续变量量子隐形传输
是十分方便的.
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Abstract
Beam splitter (BS) is a basic linear element in quantum optics, which plays an important role in preparation of

entangled states and quantum measurement. On the basis of the transformation relation between operators at input
ports and output ports, we derive the natural representations in different representations. Using the natural expression
rather than SU(2) Lie algebra relation, as well as the technique of integration within ordered product (IWOP) of operator,
we can conveniently and concisely derive the normally ordering form and exponential expression of BS operator. Many
forms of decompositions for BS operator can also be directly obtained by its natural representation and the orthogonality
of coordinate states. Furthermore, the entangled state representation and corresponding Schmidt decomposition can be
conveniently obtained.

Keywords: beam splitter operator, entangled state representation, IWOP technique, Schmidt decompo-
sition
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