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Frenkel-Kontorova模型中基底势振动的影响∗
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( 2014年 5月 20日收到; 2014年 6月 26日收到修改稿 )

基于一维Frenkel-Kontorova模型, 研究了振动的基底势对系统纳米摩擦现象的影响. 分别在相邻原子间
的距离与周期势场的周期比为不公度 (incommensurate)、可公度 (commensurate)两种情形下, 探讨了基底势
振动的振幅和频率对滞回现象 (hysteresis)、最大静摩擦力以及超滑现象的作用机理. 两种情形下, 固定频率,
随着振幅的增大, 滞回区域的面积以及最大静摩擦力都将减小, 对于不同的频率, 减小的趋势不同. 系统甚至
产生了超滑现象. 但当频率过大时, 振幅的改变不会影响滞回区域的面积以及最大静摩擦力的大小, 此时与
基底不加振动时的情形一致; 当振幅固定, 随着频率的增大, 滞回区域的面积将增大, 对于不同振幅, 增大的
趋势不同. 特别地, 对于某些固定的振幅, 最大静摩擦力随着振动频率的增大先逐步减小直至出现超滑现象,
再进一步增大频率, 最大静摩擦力又转而逐步增大. 这一现象类似于共振, 表明存在最佳的振动频率促进系
统内所有原子的共同运动, 使得整个系统的最大静摩擦力几乎消失. 另外, 两种情形的区别是, 对于某些固定
的频率 (如ω = 0.5)和不同的小振幅, 不可公度情形往往具有相同的平均终止速度, 而可公度情形则不同, 表
明相同前提下后者具有更复杂的动力学行为.
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1 引 言

近 20年, 随着纳米技术的快速发展, 人们对
它的研究越来越广泛, 尤其是关于纳米级别的摩
擦问题 [1]. 通过对一些低维的简单的摩擦模型 [2]

的研究, 使得人们对一些复杂的纳米摩擦学现象
有了较为清楚的了解和认识. 为了更深入地了解
纳米摩擦学的一些现象, 许多学者借助于经典的
Frenkel-Kontorova (FK)[3,4]模型进行研究. FK模
型描述的是受外力驱动的相互作用的原子链受到

周期性基底势力的作用. 如今FK 模型已经成为研
究纳米摩擦学领域一些复杂问题的一种理论工具.

目前为止, 关于FK模型的研究已经有很
多 [5−19]. 由于受到外部激励的影响, 或者系统
内部发生变化, 系统产生了许多有趣的现象. 例如,
滞回、超滑、黏滑等现象 [20−24]. 这些现象为我们更

好地了解纳米摩擦学机理提供了依据. 目前对于
FK模型的研究, 无论是一维的, 还是多维的情形,
都只是针对有固定基底的情形 [25−29]. Vanossi及
其合作者对FK模型的研究 [28]表明, 存在基底振
动这一可能性. 在真实的物理系统中, 系统往往受
到很多外部因素和内部因素的影响 [30−34], 可能造
成基底产生振动. 本文主要通过研究基底在振动的
情形下, 振动的频率以及振幅的变化对滞回、最大
静摩擦力以及超滑等纳米摩擦现象的影响, 在研究
过程中也发现了类似于共振的现象. 在数值模拟过
程中, 不考虑噪声对系统的影响. 对于不可公度情
形, 因为相邻原子间的距离与周期势场的周期比之
间不可通约, 系统内的所有原子容易脱离基底的束
缚做同步运动; 而可公度情形, 原子要被束缚在基
底势的势阱中, 所以系统本身在不公度 [10]和可公

度情形下有区别, 因此本文将分别针对不公度 (以
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黄金分割为例)以及可公度两种情形研究系统受基
底振动的影响.

2 理论模型

本文研究的系统由N个相同原子构成的一维

原子链组成, 模型中, 对于第 i (1 6 i 6 n)个原子

满足如下无量纲运动方程:

ẍi + γẋi +
1

2

[
sin 2π

a
xi + sin 2πβ

a
xi

]
× [1 +A cosωt] + d

dxi

[∑
i ̸=j

V (|xi − xj |)
]

= F, (1)

其中xi表示第 i个原子的位置; γ为原子链的黏性
阻尼系数; γẋi为阻尼项, 常用它来表示原子链由于
受激发声子、光子、化学反应等产生的原子能量损

耗; 通常是由A和ω分别表示基底振动的振幅以及

频率; F表示维持原子链运动的无量纲的外力. 在
数值模拟过程中, 原子间的作用力采用Morse势:

Vint(r) =
K

2
[1− e(b−r)]2, (2)

其中K表示弹性系数, 链长为L, 晶格常数 (原子链
处于平衡状态时相邻原子间的距离)为 b = L/N , a
和 c = a/β决定了基底势. 在数值模拟过程中, 采
用周期性边界条件: xi+N = xi +Nb.

当 b/a = 1, 称为可公度. 当 b/a = 144/233, 称
为黄金分割 (golden mean). 当 b/a = 351/265, 称
为螺旋分割 (spiral mean). 黄金分割和螺旋分割属
于不公度情形 [23].

本文采用四阶龙格 -库塔法来对方程 (1)进行
数学模拟. 系统在初始状态下, 粒子均匀分布, 处
于静止状态, 各粒子间距为 b. 在绝热条件下, 外
力F以步长∆F = 0.01从 0增加到 1, 对于每个F ,
为避免瞬态的影响, 系统 (1)要演化足够长的时间
才能到达稳定状态. 单原子分子链在外力F的作

用下达到稳态时的位移和速度将作为下一个时刻

的初始条件. 同样地, 在绝热条件下, 外力F以步

长∆F = 0.01从 1减小到 0, 其他条件与外力F绝

热增加过程相同. 为描述方便, 本文中称F = 0时

系统的平均速度为起始速度; F = 1时系统的平均

速度为终止速度, 起始速度和终止速度统称起止
速度.

3 数值模拟结果与分析

下面分别从不公度 (以黄金分割为例)和可公
度两种情形, 研究振动基底的频率ω以及振幅A对

系统滞回以及最大静摩擦力的影响.

3.1 黄金分割(b/a = 144/233)情形

图 1描述了在系统欠阻尼 (γ = 0.7)状态下, 固
定频率ω, 针对不同振幅A, 研究系统的平均速度
⟨v⟩随外驱动力F绝热增大和减小而变化的变化

规律. 这里我们考虑的是黄金分割情形, a = 1,
b = 144/233, c = a/β = 144/89, 与此同时链的长
度L = 144, 原子的个数为N = 233.
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图 1 (网刊彩色)平均速度随外力的变化规律 (a)
ω = 0.5; (b) ω = 1.0; (c) ω = 10.0; (d) ω = 100.0; 图
中三角形和圆点分别表示外力F 绝热增加和减小的过程

如图 1 (a)—(c)所示, 固定频率ω, 随着振幅A

的增大滞回区域的面积随之减小, 最大静摩擦力
也有减小的趋势. 但由于频率的不同, 减小的趋
势不同. 从图 1 (a)—(c)随着频率ω的增大, 减小
的趋势放缓. 由图 1 (a)可见, 固定频率ω = 0.5,
改变振幅过程中, 当振幅较小 (A = 0.1, A = 0.5,
A = 1.0)时, 系统的起始速度都为 0, 终止速度也
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都相同; 但当振幅A = 10.0时, 系统的终止速度发
生改变, 不再与其他振幅条件下的终止速度相同.
这种现象可从图 1 (b), (c)中得到验证. 表明固定
频率, 改变振幅过程中, 当振幅较小时, 基底的振
动不改变系统的起止速度; 当振幅相对较大时, 基
底的振动容易使系统的终止速度发生变化. 值得
关注的是, 当频率分别取为ω = 0.5和ω = 1.0时,
大振幅 (A = 10.0)时随着外力F从绝热增加的过

程中系统的平均速度一直低于其他小振幅条件下

(A = 0.1, A = 0.5, A = 1.0)的平均速度; 而频率
ω = 10.0时, 大振幅对应系统的平均速度则始终高
于小振幅条件下的平均速度. 另外, 图 1 (c)显示系
统产生了超滑现象. 超滑现象的出现表明基底的振
动减小了基底势对原子的束缚, 使原子变得更易移
动. 而图 1 (d)表明, 频率很大时 (如ω = 100.0), 振
幅的改变则对滞回以及最大静摩擦力等现象几乎

没有影响.
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图 2 (网刊彩色)最大静摩擦力Fs随基底势的振幅A的

变化规律

进一步, 选取固定的频率, 从总体上考察最大
静摩擦力Fs随基底势振幅A变化而变化的规律,
结果如图 2所示. 当基底势的频率ω在一定范围内,
随着振幅的增大, 最大静摩擦力有减小的趋势. 甚
至在一定条件下 (如ω = 10.0, A = 9.5)产生超滑
现象. 当频率ω过大时, 振幅的改变对最大静摩擦
力不再产生影响.

另一方面, 固定振幅A, 针对不同的频率ω, 研
究系统的平均速度 ⟨v⟩随外驱动力F绝热增大和减

小而变化的变化规律. 如图 3 (a)—(d)所示, 随着
频率ω的增大, 滞回区域的面积有增大的趋势, 但
当ω增大到一定程度时 (如ω = 100.0), 滞回区域
的面积几乎不再改变, 且与基底不加振动 [23]的情

形基本一致. 对于不同的振幅, 增大的趋势不同,
由图 3 (a)—(d)随着振幅A的增大, 滞回区域面积
增大的趋势放缓. 如图 3 (a), (b)所示, 当振幅A固

定, 频率的改变只影响滞回区域的面积和最大静摩
擦力的大小, 不影响系统的起止速度. 而由图 3 (c),
(d)可见, 系统在不同频率下的终止速度则不再相

同. 图 3表明, 当振幅较小时 (A = 0.1和A = 0.5),
频率的改变不影响系统的起止速度; 但当振幅较
大时 (A = 5.0和A = 10.0), 频率的改变则影响了
系统的终止速度. 另外, 由图 3 (c), (d)可见, 随着
外力F 的绝热增加, 频率ω = 10.0时对应系统的

平均速度始终大于其他频率 (ω = 0.1, ω = 1.0,
ω = 100.0). 说明当振幅较大、频率取适当值时, 系
统在达到平稳状态后反而能有较大的平均速度. 观
察图 3 (d), 随着频率ω的增大, 系统的最大静摩擦
力逐步减小, 直至系统产生超滑现象, 再进一步增
大频率ω, 最大静摩擦力又转而逐步增大, 这一现
象也类似于共振现象.
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图 3 (网刊彩色)(a) A = 0.1; (b) A = 0.5; (c) A = 5.0;
(d) A = 10.0; 图中三角形和圆点, 分别表示外力F 绝热

增加和减小的过程

进一步, 图 4从总体上描述了最大静摩擦力Fs

随基底势的频率ω改变的变化过程. 当基底振动的
振幅A较小 (A = 0.5), 随着基底势的振动频率ω

的增大, 最大静摩擦力Fs有增大的趋势; 当基底振
幅A较大 (A = 5.0), 随着频率ω的增大, 最大静摩
擦力Fs先逐步减小, 直到出现超滑现象, 进一步增
大频率ω, 最大静摩擦力转而逐步增大, 这一现象
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类似于共振. 图 3和图 4中类似共振的现象表明存

在最佳的振动频率促进系统内所有原子的共同运

动, 使得整个系统的最大静摩擦力几乎消失.
综上, 由图 1—图 4可得, 不可公度情形下, 当

振动的振幅较小时, 频率在一定范围内变化, 基底
的振动只影响了系统的滞回面积和最大静摩擦力

的大小, 不影响系统的起止速度. 然而当振幅较大,
随着频率的变化, 基底的振动则会影响系统的终止
速度, 特别地, 此时存在适当的频率促进系统的所
有原子脱离基底的束缚做同步运动, 从而出现超
滑, 使得其最大静摩擦力几乎消失.
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图 4 (网刊彩色)最大静摩擦力Fs随基底势的频率ω 的

变化过程

3.2 可公度(b/a = 1)情形

在这一部分将关注在可公度情形下, 滞回
以及最大静摩擦力随着基底振动的变化而变化

的规律. 在数值模拟过程中, 我们采用 a = 1,
c = a/β = 30/24. 链的长度L = 140, 此时原子的
个数N = 140. 图 5描述了在系统欠阻尼 (γ = 0.7)
状态下, 固定频率ω, 针对不同振幅A, 研究系统的
平均速度 ⟨v⟩随外驱动力F绝热增大和减小而变化

的变化规律.
如图 5 (a)—(c)所示, 固定频率ω, 随着振幅A

的增大滞回区域的面积随之减小, 最大静摩擦力也
有减小的趋势. 但由于频率的不同, 减小的趋势不
同. 从图 5 (a)—(c)随着频率ω的增大, 减小的趋势
放缓. 由图 5 (a)可见, 固定频率ω = 0.5, 改变振幅
过程中, 当振幅较小 (A = 0.1, A = 0.5, A = 1.0)
时, 系统的起始速度都为 0, 终止速度也相同, 当
振幅A = 10.0时, 系统的终止速度发生改变, 不再
与其他振幅条件下的终止速度相同. 从图 5 (b)可
知, 当频率固定, 对于不同的振幅, 系统的终止速度
不再相同, 图 5 (c), (d) 也有类似现象. 然而, 对比
相同条件下的不可公度情形下 (如图 1 (a)—(d))可
得, 对于某些频率 (如ω = 0.5)和不同的小振幅 (如
A = 0.1, A = 0.5, A = 1.0), 不可公度情形往往具
有相同的平均终止速度, 可公度情形则不同, 表明

相同前提下后者具有更复杂的动力学行为. 值得关
注的是, 当频率分别取为ω = 0.5和ω = 1.0时, 大
振幅 (A = 10.0)时随着外力F从绝热增加的过程

中系统虽然有相对较小的平均速度, 却并非一直低
于其他小振幅条件下 (A = 0.1, A = 0.5, A = 1.0)
的平均速度. 然而在相同条件下, 不可共度情形则
不然 (如图 1 (a), (b)所示); 而频率ω = 10.0时, 大
振幅对应系统的平均速度则始终高于小振幅条件

下的平均速度. 另外, 图 5 (c)显示系统产生了超滑
现象. 超滑现象的出现表明基底的振动减小了基底
势对原子的束缚, 原子变得更易移动. 而图 5 (d)表
明, 频率很大时 (如ω = 100.0), 振幅的改变则对滞
回以及最大静摩擦力等现象几乎没有影响.
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图 5 (网刊彩色) (a) ω = 0.5; (b) ω = 1.0; (c) ω = 10.0;
(d) ω = 100.0; 图中三角形和圆点分别表示外力F 绝热

增加和减小的过程

进一步, 从总体上考察最大静摩擦力Fs随基

底势振幅A变化而变化的规律, 结果如图 6所示.
当基底势振动的频率在一定的范围内, 随着振幅A

的增大, 最大静摩擦力有减小的趋势. 甚至在一定
条件下 (如ω = 10.0, A = 8.5), 系统产生了超滑现
象. 然而, 当频率过大时, 振幅的改变则对最大静
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摩擦力不再产生影响.
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图 6 (网刊彩色)最大静摩擦力Fs随基底势的振幅A的

变化情况
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图 7 (网刊彩色)(a) A = 0.1; (b) A = 0.5; (c) A = 5.0;
(d) A = 10.0; 图中三角形和圆点分别表示外力F 绝热增

加和减小的过程

另一方面, 固定振幅A, 针对不同的频率ω, 研
究系统的平均速度 ⟨v⟩随外驱动力F绝热增大和

减小而变化的变化规律. 如图 7 (a)—(d)所示, 随
着频率ω的增大, 滞回区域的面积有增大的趋势,
但当ω增大到一定程度时 (如ω = 100.0), 滞回区
域的面积几乎不再改变, 且与基底不加振动的情
形基本一致. 对于不同的振幅, 增大的趋势不同,
从图 7 (a)—(d)随着振幅A的增大, 滞回区域面积
增大的趋势放缓. 由图 7可知, 当振幅A固定, 系
统在不同频率下的终止速度不再完全相同. 然而,
对于小振幅 (A = 0.1和A = 0.5)、不可公度情形
(如图 3 (a), (b))系统却有着相同的终止速度. 另

外, 值得注意的是, 由图 7 (c), 当外力绝热增加的
F = 0.35之前, 频率ω = 10.0对应系统的平均速度

小于其他频率 (ω = 0.1, ω = 1.0, ω = 100.0)的平
均速度; F = 0.35之后, 频率ω = 10.0所对应的系

统的平均速度大于其他频率下的平均速度. 说明
当振幅较大, 频率取适当值时, 系统在达到平稳状
态后反而能有较大的平均速度. 观察图 7 (d), 随着
频率ω的增大, 系统的最大静摩擦力逐步减小, 直
至系统产生超滑现象, 再进一步增大频率ω, 最大
静摩擦力又转而逐步增大, 这一现象也类似于共振
现象.
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图 8 (网刊彩色)最大静摩擦力Fs随基底势的频率ω的

变化情况

进一步, 图 8从总体上描述了最大静摩擦力Fs

随基底势的频率ω改变的变化过程. 当基底振动
的振幅A较小 (A = 0.5), 随着基底势的振动频率ω

的增大, 最大静摩擦力Fs 有增大的趋势; 当基底振
幅A较大 (A = 5.0), 随着频率ω的增大, 最大静摩
擦力Fs先逐步减小, 直到出现超滑现象; 进一步增
大频率ω, 最大静摩擦力转而逐步增大, 这一现象
类似于共振. 图 7和图 8 中类似共振的现象表明存

在最佳的振动频率促进系统内所有原子的共同运

动, 使得整个系统的最大静摩擦力几乎消失.

4 结 论

借助一维FK模型, 研究外力驱动下基底的振
动对滞回、最大静摩擦力以及超滑等纳米摩擦现象

的影响. 结果表明: 无论在不公度或是可公度情形,
固定频率, 随着振幅的增加, 滞回区域的面积和最
大静摩擦力均将逐渐减小. 然而, 一旦频率选取过
大, 滞回区域的面积以及最大静摩擦力将不随振幅
的变化而改变. 另外, 固定振幅, 滞回区域的面积
将随振动频率的增大而增大. 不过, 当频率增大到
一定程度时, 滞回区域将不再变化, 与基底不加振
动的情形一致. 特别地, 对于某些固定的振幅, 最
大静摩擦力随着频率的增大先逐渐减小直至出现
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超滑现象, 进一步增大频率, 最大静摩擦力又转而
增大. 此种现象类似于共振, 表明存在最佳的振动
频率促进系统内所有原子的同步运动, 使得整个系
统的最大静摩擦力几乎消失. 对于不可公度情形,
因为相邻原子间的距离与周期势场的周期比之间

不可通约, 系统内的所有原子容易脱离基底的束缚
做同步运动; 对于可公度情形, 虽然原子要被束缚
在基底势的势阱中, 但由于基底势受到振动的影
响, 特别是一旦振动的频率选择得恰当, 这种束缚
将变得极不稳定, 此时原子也会逃离势阱做同步
运动.

不可公度和可公度的区别在于: 对于某些固
定的频率和不同的小振幅, 不可公度情形往往具有
相同的平均终止速度, 而且随着外力的增加系统的
平均速度呈现一定的规律, 而可公度情形则有所区
别, 相同前提下后者往往具有不同的终止速度, 而
且其平均速度的规律也不明显. 表明相同前提下,
后者由于受到基底势更强烈的耦合作用从而具有

更复杂的动力学行为. 通过对基底振动的研究, 对
人们设计超润滑材料, 以及制造出具有工程应用价
值的新材料有一定的借鉴作用.
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Abstract
In this paper, the effect of the oscillation of the substrate potential in a one-dimensional Frenkel-Kontorova model

is considered. The relationship between the oscillating amplitude, frequency of the substrate and the nanofriction
phenomena such as hysteresis, maximum static friction force, super-lubricity are investigated. Similar results are obtained
for the two cases in which the ratios of the atomic distance to the period of potential field of the substrate potential field
are incommensurate and commensurate respectively. The results show that on one hand, with the appropriate frequency,
the area of the hysteresis will decrease while the amplitude increases, and the tendency of the decrease depends on the
frequency. In particular, suitable frequency and amplitude give rise to super-lubricity. However, when the frequency is
too high, the result is the same as those in the case without oscillation. On the other hand, fixing the amplitude, the
area of the hysteresis will increase with the increase of frequency in spite of tendencies being different. At the same
time, on a whole, the maximum static friction force has an increasing tendency. Interestingly and importantly, for a
certain amplitude, as the frequency increases, the maximum static friction force first decreases to zero (corresponding
to super-lubricity), and then increases. That is, there is an optimum oscillating frequency which makes the system have
the minimum static friction force. Furthermore, the difference between the above two circumstances lies in that for
commensurate interfaces, there are the same start-up velocities for a certain frequency and various small amplitudes,
which is different from the incommensurate mating contacts. Hence, it shows that the latter has a more complex dynamic
behavior under the same hypothesis.
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