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炸药爆轰的连续介质本构模型和数值计算方法∗

周洪强† 于明 孙海权 董贺飞 张凤国
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( 2014年 2月 28日收到; 2014年 6月 18日收到修改稿 )

假定炸药和爆轰产物处于局部热力学平衡状态, 即它们的压力和温度相同, 利用热力学基本关系建立炸
药爆轰过程的连续介质本构模型的一般理论框架. 在此框架下, 炸药爆轰本构模型由一组常微分方程构成,
包括炸药和爆轰产物的状态方程、简单混合法则、化学反应速率方程和能量守恒方程, 易于由成熟的计算方法
如梯形法等进行求解. 一组广义Maxwell型非线性固体本构形式的微分方程描述了压力和温度随时间的演化
速率与应变率和化学反应速率的关系, 借助简单混合物理论, 其中的系数由炸药和爆轰产物的材料参数确定.
未反应的炸药和爆轰产物采用 JWL状态方程, 化学反应率方程采用Lee-Tarver点火 -燃烧二项式模型, 模拟
PBX-9404炸药的一维冲击波起爆过程和爆轰波传播过程. 计算结果表明了本文给出的本构模型和相应计算
方法的有效性.
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1 引 言

爆轰反应流动是一个伴有大量能量释放的、集

高温高压和高速为一体的复杂过程, 是一类跨声
速、高度非线性、时空尺度包含几个量级差异的流

体动力学问题, 数学上极其困难. 利用数学解析方
法只能求解其中的一些简单问题, 近代爆轰的理论
研究主要依靠数值模拟 [1−3]. 爆轰过程的本构关系
联立守恒方程构成了爆轰数值模拟的理论框架, 本
构关系包括炸药和爆轰产物组成的混合物的状态

方程和反应速率方程. 典型的显式爆轰模拟程序的
一个时间步的计算步骤包括: 首先由质量和动量方
程得到材料密度, 接着显式求解能量方程得到材料
内能, 最后求解本构关系得到其他宏观物理量. 一
个常用的本构关系计算方法是将反应速率方程和

材料状态方程解耦: 显式或隐式计算反应速率方程
得到反应进度, 利用牛顿法迭代计算混合状态方程
得到炸药和爆轰产物的压力和温度等 [4−6]. 因此,

寻求高效的本构关系计算方法是提高爆轰数值模

拟能力的重要方面.
本文将爆轰过程的本构关系和能量方程联立

耦合求解: 假定炸药和爆轰产物处于局部热力学平
衡状态, 利用热力学基本关系, 得到描述炸药爆轰
过程的连续介质本构模型的一般理论框架. 在此框
架下, 炸药爆轰本构模型由压力、温度和反应度等
为因变量的常微分方程组构成, 易于由一些常微分
方程初值问题的成熟计算方法如隐式的梯形法等

进行求解. 作为算例, 采用一维有限差分弹塑性流
体动力学程序, 对PBX-9404炸药的冲击波起爆过
程和爆轰波传播过程进行数值模拟, 验证此爆轰本
构模型及计算方法.

2 连续介质本构模型

爆轰数值模拟常使用的基本方程是不定常可

压缩理想流体力学方程和相应化学反应方程相联
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立而耦合的方程组:

ρ̇+ ρ∇ · u = 0, (1)

ρu̇+∇p = 0, (2)

Ė + pV̇ = 0, (3)

λ̇ = R(p, T, λ), (4)

V = V (p, T, λ), (5)

E = E(p, T, λ), (6)

其中u为混合物的质点速度; ρ, V = 1/ρ, E, p和T

分别为混合物的密度、比容、比内能、压力和温度; λ
为化学反应进度, 取为爆轰产物的质量份额, 满足
0 6 λ 6 1; R为反应率函数. 方程 (1)和 (2)分别为
质量和动量守恒方程, (3) 式为能量守恒方程, (4)
式为化学反应率方程, (5)和 (6)式是炸药和爆轰产
物所组成的混合物的状态方程, 其中已经假定了炸
药和爆轰产物处于局部热力学平衡状态, 即它们的
压力和温度相同. 显式拉氏程序模拟爆轰过程, 混
合物的密度 ρ和比容V 由质量和动量守恒方程得

到, 在能量守恒方程和本构关系计算开始时是已知
量, 因此上述 (3)—(6)式四个方程仅包含四个未知
量 p, T , E和λ, 它们组成了代数 -微分方程形式的
炸药爆轰连续介质本构模型. 这是一种带约束条件
的常微分方程组的初值问题, 约束条件为状态方程
(5)和 (6).

求解代数 -微分方程的一种有效算法是将约束
条件求微分, 把带约束条件的常微分方程组的初值
问题转化为纯粹的常微分方程组的初值问题, 从而
可以利用成熟的常微分方程初值问题的数值方法

进行求解 [7,8], 如隐式的Euler法或梯形法等可以
比较容易地对这组方程进行求解. 利用这种方式,
不仅可以得到有效计算爆轰过程的数值方法, 还可
以将炸药爆轰过程描述为具有更明确物理的广义

Maxwell方程形式的连续介质本构模型.
具体推导过程如下. 对混合物状态方程 (5)和

(6)式时间微分:

V̇ =

(
∂V

∂λ

)
p,T

λ̇+

(
∂V

∂p

)
T,λ

ṗ

+

(
∂V

∂T

)
p,λ

Ṫ , (7)

Ė =

(
∂E

∂λ

)
p,T

λ̇+

(
∂E

∂p

)
T,λ

ṗ

+

(
∂E

∂T

)
p,λ

Ṫ . (8)

将能量守恒方程 (3)代入以上两式, 利用热力学基
本关系可以得到压力和温度的时间演化表达式 [9]:

ṗ = a2S,λρ̇+
KS,λ

V Cp,λ

[(
∂E

∂T

)
p,λ

(
∂V

∂λ

)
p,T

−
(
∂V

∂T

)
p,λ

(
∂E

∂λ

)
p,T

]
λ̇, (9)

Ṫ =
ΓλT

ρ
ρ̇− KS,λ

V Cp,λ

[(
∂E

∂p

)
T,λ

(
∂V

∂λ

)
p,T

−
(
∂V

∂p

)
T,λ

(
∂E

∂λ

)
p,T

]
λ̇, (10)

其中aS,λ, Cp,λ, Γλ和KS,λ分别为材料混合物 “冻
结” (即炸药和爆轰产物的含量暂时固定)状态下混
合物的等熵体积声速、定压比热、Gruneisen系数和
等熵体积模量. 此时, 方程 (3), (4), (9) 和 (10)组成
了常微分方程形式的炸药爆轰连续介质本构模型

的一般理论框架.
炸药爆轰是一种特殊形式的材料相变过程,

(9)和 (10)式是描述材料相变过程的普适方程,
Hayes[9]首先将其用于描述金属铋的固 -固多形性
相变和固体的熔化过程. 显然, 当不存在爆轰化学
反应时, 即 λ̇ = 0, 压力和温度随密度的变化过程是
等熵的. 压力的表达式展开为

ṗ− a2S,λρ̇+ F = 0, (11)

与广义Maxwell型非线性固体本构方程的形式相
同, 其中F为松弛函数:

F =− KS,λ

V Cp,λ

[(
∂E

∂T

)
p,λ

(
∂V

∂λ

)
p,T

−
(
∂V

∂T

)
p,λ

(
∂E

∂λ

)
p,T

]
λ̇, (12)

上式表明松弛过程与化学反应率的大小相关.
对于温度可以进行相同的解释, 另外, 利用热
力学基本关系可得松弛函数的等价表达式F =

−(∂p/∂λ)E,V λ̇
[1,2].

混合物的状态方程由炸药和爆轰产物的单相

状态方程利用简单混合法则得到. 设炸药和爆轰产
物的状态方程为

Vi = Vi(p, T ) i = 1, 2, (13)

Ei = Ei(p, T ) i = 1, 2, (14)

其中下标 1和 2分别表示未反应的炸药和爆轰产物
的物理量, 则混合物的状态方程为

V = (1− λ)V1(p, T ) + λV2(p, T ), (15)

E = (1− λ)E1(p, T ) + λE2(p, T )− λQ, (16)
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其中Q为单位质量炸药化学反应释放能. 此时方程
(9)和 (10)式化为

ṗ = a2S,λρ̇+
KS,λ

V Cp,λ

[(
∂E

∂T

)
p,λ

(V2 − V1)

−
(
∂V

∂T

)
p,λ

(E2 − E1 −Q)

]
λ̇, (17)

Ṫ =
ΓλT

ρ
ρ̇− KS,λ

V Cp,λ

[(
∂E

∂p

)
T,λ

(V2 − V1)

−
(
∂V

∂p

)
T,λ

(E2 − E1 −Q)

]
λ̇. (18)

联系 ṗ, Ṫ和 ρ̇, λ̇的系数只与 “冻结”状态下的混合
物的热力学性质有关, 尽管整个爆轰混合物不一定
处于热力学平衡状态, 但是借助简单混合物理论可
以由炸药和爆轰产物的材料参数求出这些系数.

3 计算方法

炸药的爆轰是一个带化学反应的激波传播过

程, 为了模拟激波需要引入人工黏性. PIC形式和
Landshoff形式的人工黏性仅与当前的材料密度和
质点速度相关 [3], 在能量守恒方程和本构关系计算
开始时是已知量, 因而人工黏性表示为它们的和的
形式时并不额外引入未知量, 此时能量方程修正为

Ė + (p+ q)V̇ = 0, (19)

其中 q为表示成PIC形式和Landshoff形式之和的
人工黏性.

化学反应率方程 (4)、炸药和爆轰产物的单相
状态方程 (13)和 (14)、压力和温度的时间演化方程
(17)和 (18)、能量守恒方程 (19)组成封闭代数 -微
分方程, 将其转化为常微分方程并整理得

λ̇ = R(p, T, λ),

Ė =− (p+ q)V̇ ,

ṗ = a2S,λρ̇+
KS,λ

V Cp,λ

[(
∂E

∂T

)
p,λ

(V2 − V1)

−
(
∂V

∂T

)
p,λ

(E2 − E1 −Q)

]
λ̇,

Ṫ =
ΓλT

ρ
ρ̇− KS,λ

V Cp,λ

[(
∂E

∂p

)
T,λ

(V2 − V1)

−
(
∂V

∂p

)
T,λ

(E2 − E1 −Q)

]
λ̇, (20)

V̇i =

(
∂Vi

∂p

)
T

ṗ+

(
∂Vi

∂T

)
p

Ṫ i = 1, 2,

Ėi =

(
∂Ei

∂p

)
T

ṗ+

(
∂Ei

∂T

)
p

Ṫ i = 1, 2.

在有限元或有限差分程序的一个典型时间计算步

[tn, tn+1]中, 动量和质量守恒方程的计算可以得到
混合物的密度ρ和比容V、时间导数 ρ̇和 V̇ 以及上

述人工黏性. 因此, 方程组 (20)中的 8个方程仅含
有 8个未知量y = (λ,E, p, T, V1, V2, E1, E2)

T. 将
(20)式记作

dy
dt = f(y), (21)

已知 tn时刻的yn, 可以采用求解常微分方程组的
梯形法则迭代求解 tn+1时刻的yn+1. 实际计算时,
初始近似yn+1(0)可以由显式Euler法求出, 从而得
到预测校正格式的完整梯形法计算公式 [8]:

yn+1(0) = yn + (tn+1 − tn)f(yn),

yn+1(m+1) = yn +
1

2
(tn+1 − tn)

× [f(yn) + f(yn+1(m))]

m = 0, 1, 2, · · · . (22)

4 算 例

采用上述数值计算方法将爆轰本构模型加入

一维有限差分弹塑性流体动力学程序中, 对PBX-
9404炸药进行一维冲击起爆数值计算, 模拟厚度为
10 mm的无氧化紫铜飞片以 600 m·s−1 的速度撞

击长度为 20 mm 的PBX-9404炸药. 计算中铜飞
片采用理想塑性和Gruneisen状态方程, 模型和参
数取自文献 [10]. 炸药和爆轰产物采用 JWL状态
方程 [11]:

p = Ai exp(−R1iV̄ ) +Bi exp(−R2iV̄ )

+
ωi

V̄
CviT i = 1, 2,

Ei =
Ai

R1i
exp(−R1iV̄ ) +

Bi

R2i
exp(−R2iV̄ )

+ CviT i = 1, 2, (23)

其中 V̄ = V /V01, V01为炸药的初始比容; Ai, Bi,
R1i, R2i, ωi 和Cvi为材料常数, 取自文献 [12]. 爆
轰计算采用点火 -燃烧二项式的Lee-Tarver化学反
应率方程 [12]:

λ̇ = I(1− λ)2/9η4 +G(1− λ)2/9λ2/3pz, (24)

其中 η = V01/V1 − 1; G, I和 z为材料常数, 取自文
献 [12]. 本构模型的迭代计算以压力和温度的相对
误差控制收敛速度.
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图 1是距起爆面不同位置的压力剖面, 每条
压力剖面线下的数字表示离起爆面的距离, 单位
为mm. 图 2给出了不同时刻的约化压力 p/pCJ

(pCJ = 37 GPa, 炸药爆轰的CJ 压力) 和炸药质量
份额 1 − λ在空间的分布, 每条曲线右边的数字表
示离起爆面碰撞的时间, 单位为µs. 数值计算结
果成功地展示了PBX-9404炸药爆轰过程的基本特
征. 本文的计算同时表明预测校正格式梯形法的计
算效率比较高: PBX9404炸药本构模型在一个计
算时间步内所需计算迭代次数不超过20步.
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图 1 不同Lagrange质点的压力剖面
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图 2 不同时刻约化压力 p/pCJ 和炸药质量份额 1 − λ

的空间分布

5 结 论

本文建立的描述局部压力和热平衡状态下材

料爆轰过程的连续介质本构模型, 包含一组广义
Maxwell型非线性固体本构形式的常微分方程, 将
压力和温度随时间的变化速率与应变率和化学反

应率相联系, 易于由隐式的Euler法或梯形法等进
行求解. 对PBX-9404炸药一维冲击起爆的数值模
拟结果表明, 本文建立的本构模型和相应的数值计
算方法是有效的.
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Abstract
Some basic thermodynamic relationships are used to develop a theroretical framework for modeling the detonation

in explosives, on the assumption that explosive and detonation product are in a local thermodynamic equilibrium state,
i.e., their pressures and temperatures are identical. Using this framework, a continuum constitutive model for explosive
detonation is composed of a group of ordinary differential equations including the state equations of explosive and its
product, simple mixing law, reaction rate equation and energy conservation equation, which are easily solved by a mature
computational method such as trapezoidal rule. A group of nonlinear constitutive equations in a generalized Maxwellian
form describe the relationship among the time evolution rates of pressure and temperature, the strain rate, and the
chemical reaction rate. Coefficients appearing in the constitutive equations are determined only by parameters of the
explosive and the product through using simple mixing rule. The continuum constitutive model and the corresponding
computational method are verified by simulating the detonation behaviour of PBX9404 impacted by high velocity Cu
flyer, and in the simulation the JWL equation of state for unreacted explosive and detonation product and the two-term
Lee-Tarver reaction rate equation are adopted.
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