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双频驱动下分数阶过阻尼马达在空间对称势中的

定向输运∗

谢天婷1)2) 张路1) 王飞1) 罗懋康1)†

1)(四川大学数学学院, 成都 610064)

2)(中国电子科技集团公司第二十九研究所, 电子信息控制重点实验室, 成都 610036)

( 2014年 5月 3日收到; 2014年 7月 28日收到修改稿 )

从阻尼对历史加速度记忆的角度出发, 对阶数 p ∈(0, 2)的分数阶阻尼物理意义给出了统一的合理解释,
具体分析了不同阶数下的阻尼记忆特性, 在此基础上研究了空间对称势中分数阶单分子马达在无偏置双频简
谐激励下的输运问题, 通过数值方法分析了输运速度与模型各参数的关系以及分数阶阻尼对输运现象的影响
机理. 研究表明, 在不同阶数下历史加速度对当前时刻阻尼力的贡献与距当前时刻的时间长度呈单增或单减
关系; 在适当参数下输运速度随空间势深和外力频率的增大均会出现广义共振现象, 特别地, 在存在输运且阻
尼阶数较大的情况下输运速度随势深增大出现阶梯状变化而与外力频率呈正比例关系; 输运速度及方向对外
力波形十分敏感, 在不同外力下阻尼力的记忆性会分别促进或阻碍粒子跃迁, 甚至引发与整数阶方向相反的
定向流.

关键词: 确定性马达, 对称势, 双频激励, 分数阶
PACS: 05.60.Cd, 45.10.Hj DOI: 10.7498/aps.63.230503

1 引 言

系统的非平衡性和空间反演对称破缺是分子

马达系统能够产生定向输运的基本必要条件. 非
平衡态的要求使得系统必须引入外力扰动, 空间
反演对称破缺可由多种途径实现. 近年来, 无偏置
周期驱动力下空间周期势系统的定向输运行为引

起了学者们的广泛关注, 其研究内容按照空间反演
对称破缺方式的不同可大体分为以下三类 [1]: 由
空间非对称周期势即棘齿势 [2−6]、多单元系统内部

耦合 [7−11]或某些非平衡扰动 [11]导致对称破缺而

引发的定向输运行为. 2002年, Reimann [1]详细讨

论了脉动棘齿系统和倾斜棘齿系统中噪声诱导的

定向输运问题. 同年, Parrondo和de Cisneros [12]

回顾总结了关于热力学棘齿系统与热涨落环境之

间能量流动问题的相关研究. 2009年, Hanggi和

Marchesoni [13]系统介绍了人工布朗马达的研究概

况. 此外, Reguera等 [14,15]利用Fick-Jacobs方程
理论给出了受外力驱动的粒子在封闭变截面通道

中运动的介观动力学描述, 发现了不同于势垒输运
的熵垒输运现象. 更多研究表明 [16−19]输运行为与

通道形状具有密切关系, 势垒与熵垒的适当耦合甚
至能够加强粒子的定向输运行为. Ai和Wu [20]讨

论了粒子尺寸对熵垒输运行为的影响.
由于周期势中的定向输运现象在输运控制、细

小颗粒分离及分子泵等问题中均具有广阔的应用

前景, 而以双频信号作为输入的系统在物理、工程、
医学和生物等领域具有十分普遍的应用, 因此双频
简谐激励下分子马达的定向输运问题引起了学者

们的广泛关注 [11,21−26]. 2000年, Flach等 [21]发现

空间对称势场中受双频简谐信号驱动的布朗马达

会出现定向输运现象, 2004年, Savel’ev等 [23]研究

了利用双频信号对过阻尼布朗马达定向流进行控

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11171238)和电子信息控制重点实验室项目 (批准号: 2013035)资助的课题.
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制的问题, 2010年, Machura等 [25]研究了空间对称

势中受双频信号驱动的惯性马达的输运问题.
理论分析通常假定粒子所受的阻尼力与运动

速度呈正比, 但这只适用于描述介质为纯黏性液体
即服从瑞利比例阻尼的情况. 实际涉及化工、医学、
生物和土木工程等多种领域的介质通常具有黏弹

性, 整数阶方程无法准确描述粒子在这些黏弹性介
质中的力学规律 [27]. 已有学者发现分数阶微分算
子的历史记忆性能够很好地刻画黏弹性介质的阻

尼特性 [27−29], 因而分数阶阻尼已被广泛应用于黏
弹性介质中扩散现象及输运机理的研究中.

然而在目前的研究文献中分数阶阻尼阶数的

讨论范围却并不统一, 分为基于介质阻尼对速度的
幂律记忆而提出的范围p ∈ (0, 1) [30]和基于可用于

描述Stoke’s第二问题的分数阶Torvik-Bagley方程
(p = 1.5)而设定的范围 p ∈ (1, 2) [27,28,31]两大类,
对于第二类范围的研究则主要集中于相关领域的

数学理论分析及数值算法, 还有很多文献直接将阶
数范围取为 (0, 2)对相关分数阶系统进行研究而并
未涉及具体物理意义. 基于此, 本文从阻尼对历史
加速度记忆的角度出发, 合理解释了阶数p ∈ (0, 2)

的物理意义, 并具体分析了阶数对阻尼记忆特性的
影响机理.

近年来关于分数阶马达定向输运的研究正在

兴起. 文献 [32—35]利用Langevin方程及分数阶
Fokker-Planck方程理论研究发现在无外力驱动时
分数阶高斯噪声或Levy噪声均会破坏棘齿系统热
力学平衡状态从而引发定向流, 文献 [36]对其影响
机理进行了具体分析. 2014年起, 空间对称势中的
分数阶马达输运问题开始引发学者们的关注, 文
献 [37]研究了受时间非对称朗之万噪声驱动的分
数阶单分子马达在空间对称势中的输运问题, 文
献 [38]研究了非对称性耦合的分数阶多分子马达
在空间对称势中的输运问题. 本文研究发现, 空间
对称势中的分数阶单分子马达在无偏置双频简谐

激励下同样会出现定向输运流, 并通过数值方法研
究了输运速度与模型各参数 (分数阶阶数、空间势
深、双频激励频率及振幅)的关系, 具体分析了分数
阶阻尼对输运现象的影响. 研究表明: 在适当参数
下输运速度随空间势深和外力频率的增大均会出

现广义共振现象, 特别地, 在存在输运且阻尼阶数
较大的情况下输运速度随势深增大出现阶梯变化

而与外力频率呈正比例关系; 输运速度及方向对外
力波形十分敏感; 分数阶阻尼力记忆性对输运的影
响与外力波形具有密切关系: 粒子发生跃迁时会引

起较大的反向阻尼力抑制该次跃迁, 如果阻尼记忆
较强, 则还会影响粒子跃迁后的行为, 若粒子跃迁
后外力未反向, 阻尼力与外力反向叠加, 阻碍粒子
继续跃迁; 若粒子跃迁后外力反向, 则二力同向叠
加, 促进粒子反向跃迁; 如果阻尼记忆较弱, 历史状
态对当前时刻的影响很小, 粒子运动会紧随外力而
变化, 分数阶阻尼与外力的耦合作用甚至会引发与
整数阶方向相反的定向流.

2 数学模型

2.1 分数阶阻尼

在很多物理和生化环境中, 介质对速度通常具
有幂律记忆性, 距当前时刻越近, 其记忆性越强, 关
于速度的幂律阻尼核函数可表示为 [30]

γv (s) =
1

Γ (1− p )
|t− s|−p

(0 < p < 1). (1)

因此, 粒子受到的具有幂律记忆性的阻尼力为

Fd =
1

Γ (1− p)

∫ t

0

(t− τ)
−p

× ẋ (τ) dτ (0 < p < 1). (2)

而根据Caputo分数阶导数的定义 [39]

C
0 D

p
t x (t) =

1

Γ (n− p)

∫ t

0

(t− τ)
n−1−p

× x(n) (τ) dτ (n− 1 < p < n) , (3)

恰有

Fd =C
0 Dp

t x (t) (0 < p < 1). (4)

由于速度也可看作对历史加速度的等权记忆,
因此 0 < p < 1时的阻尼力亦可看作对历史加速度

的记忆, 故有

Fd =
1

Γ (1− p)

∫ t

0

(t− τ)
−p

ẋ (τ) dτ

=
1

Γ (1− p)

∫ t

0

(t− τ)
−p

(∫ τ

0

ẍ (s)ds
)

dτ

=
1

Γ (2− p)

∫ t

0

ẍ (s) (t− s)
1−pds, (5)

因此, 0 < p < 1时阻尼力关于加速度的阻尼核函

数γa (s)为

γa (s) =
(t− s)

1−p

Γ (2− p)
(0 < p < 1), (6)

其中 t为当前时刻.
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此外, Torvik和Bagley于 1984年在没有引入
经验假设的前提下, 通过理论推导发现分数阶阻
尼阶数 p = 1.5的分数阶微分方程可以用来描述

Stoke’s第二问题, 即无限大平板受平面内方向简谐
力驱动所引起的周围纯黏性液体的稳态振荡运动

问题 [29]. 这充分表明分数阶阶数不仅可用来刻画
黏弹性介质的复杂阻尼特性, 在适当参数下还具有
描述简单阻尼特性介质中特定物理过程的能力. 由
此引发了学者们对于 p ∈ (1, 2)情况的讨论. 根据
(3)式可知, 当 1 < p < 2时, 关于加速度的幂律阻
尼核函数

γa (s) =
1

Γ (2− p)
|t− s|1−p

(1 < p < 2). (7)

综上, 对于p ∈ (0, 2)的分数阶阻尼可统一看作对历

史加速度的记忆, 相应的阻尼核函数为

γa (s) =
1

Γ (2− p)
|t− s|1−p

(0 < p < 2). (8)

当0 < p < 1时, 距离当前时刻 t越近的加速度

对当前时刻阻尼的贡献越小; 当p = 1时, 对历史加
速度为等权记忆; 当 1 < p < 2 时, 距离当前时刻 t

越近的加速度对当前时刻阻尼的贡献越大. 图 1给

出了当前时刻 t = 10 s时阻尼核函数γa(s)随历史

时刻 s的变化.

0 2 4 6 8 10
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

s

g
a

 

 

p=0.6

p=0.8

p=1

p=1.2

图 1 不同阶数下的阻尼核函数 γa(s) (t = 10 s)

2.2 系统方程

双频简谐激励下分数阶过阻尼分子马达在空

间对称势中的输运模型为

dpx

dtp + V0 sinx = E1 cos (ω1t) + E2 cos (ω2t) , (9)

其中, p为分数阶阶数且 0 < p < 2; E1和E2分别

为双频简谐激励的振幅且不同时为零; ω1和ω2 分

别为双频简谐激励的频率; V0为空间势深.

2.3 输运机理分析

双频驱动力使得粒子始终处于非平衡状态, 当
ω2是ω1的有理数倍时, 双频外驱动力是周期函数,
在一个周期内外力的均值为零, 但在ω1 ̸= ω2时

双频叠加使得正负极值不相等, Ŝa对称性发生破

缺 [11,40], 与空间势场力的竞争引发定向输运.
图 2 (a)和 (b)分别为参数取为E1 = 10, E2 =

5, ω1 = 1, ω2 = 2和E1 = 10, E2 = 5, ω1 = 1, ω2 =

2.5时外驱动力E(E = E1 cos(ω1t) + E2 cos(ω2t))

和粒子位移随时间的演化, 分数阶阶数 p = 1, 势
深V0 = 10, 图中黑虚线表示空间势垒位置, 黑实
线表示空间势阱位置. 从图 2可以看到, 在外力达
到最值时粒子在外力的协助下翻越势垒发生跃迁,
外力引发系统 Ŝa对称破缺, 使得粒子左右翻越势
垒的能力不同 (图 2 (a))或翻越次数不同 (图 2 (b)),
进而导致定向输运.

0 5 10 15 20 25
0

50

t

x

0 5 10 15 20 25
-20

0

20

t

E
x

E

0 5 10 15 20 25
-20

0

20

t

0 5 10 15 20 25
-20

0

20

t

(a)

(b)

图 2 不同参数下外驱动力与粒子位移随时间的演化

(a) E1 = 10, E2 = 5, ω1 = 1, ω2 = 2; (b) E1 = 10,
E2 = 5, ω1 = 1, ω2 = 2.5

当ω2是ω1的无理数倍时, 双频简谐驱动力E

不是周期函数, 但由于无理数可用有理数逼近, 因
此在一段时间内, 可用某周期函数作为E的逼近,
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利用有理数情形理论进行分析.

3 数值仿真

本文采用分数阶差分法对方程 (9)进行数值求
解 [41], 计算公式为

x (tj) =hp
[
− V0 sinx(tj−1) + E1 cos(ω1ti)

+ E2 cos(ω2ti)
]
−

j−1∑
i=1

(−1)
i

×

p

i

x(tj−i), (10)

其中, h为采样步长, tj−1 = (j − 1)h, j =

1, 2, · · · , n, p

i

 =
Γ (p+ 1)

Γ (p− i+ 1)
.

并选用分子马达的平均速度来描述定向输运现象:

v̄ = lim
t→∞

x (t)− x (t0)

t− t0
, (11)

其中, t和 t0分别表示仿真开始和结束时刻. 由于
实际仿真时长T有限, 当T取得足够大使得分子马

达已经达到稳定的输运状态时, (11)式可用有限的
T来近似, 即

v̄ ≈ x (T )− x (t0)

T − t0
. (12)

由于仿真过程会分析不同的简谐激励频率对

输运速度的影响, 若仿真时长T取为固定, 则当粒
子所受的简谐激励力频率发生变化时, 粒子在仿真
时间内所受简谐激励力的周期数不一致, 这会导致
某些参数下粒子在仿真结束时尚未达到稳定的输

运状态. 为避免该问题, 我们将仿真时长T取为简

谐激励力周期的函数, 不妨取为第一个简谐激励力
周期T1的n倍, 来比较 0—nT1时间段内粒子的平

均输运速度, 即

v̄ ≈ x (nT1)− x (t0)

nT1 − t0
. (13)

实际仿真中n取为 30, 方程求解中的采样步长h取

为1/(200ω1).

3.1 定向输运速度与空间势深的关系

我们将双频驱动力选定为E = 10 cos t +
5 cos(2t), 分析输运速度 v̄与势深V0的依赖关系,

仿真结果图 3所示. 从图 3可以看出, 当V0很小或

很大时, 在任何p值下均无输运现象, 输运速度 v̄随

着V0的增大出现了广义共振现象且某些阶数下输

运速度出现阶梯状变化. 这是因为势深很小时, 粒
子在外力驱动下能够无障碍地来回翻越势垒, 粒子
做周期运动, 无定向输运现象; 当势深逐渐增加到
能够阻碍粒子的运动时, 由于外力的 Êsh对称性缺

失, 粒子会产生定向输运, 势深的大小决定了单次
跃迁翻越的势垒数, 由于粒子跃迁时间很短, 跃迁
后停留在势阱中, 故粒子的位移总是空间势周期的
整数倍, 导致输运速度呈阶梯状变化, 而对于阻尼
记忆较强的情况, 粒子在外力作用下并非每次都能
成功跃迁, 降低了输运速度, 阶梯状变化消失; 当
势深过大时, 粒子被束缚在势阱附近而无法翻越势
垒, 粒子将在稳定点附近做周期运动, 也无定向输
运. 而对于固定的势深V0, 输运速度随阶数 p的增

加而增大.
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图 3 不同 p值下 v̄与 V0的关系

3.2 定向输运速度与外驱动力频率的关系

保持外驱动力在周期内的波形不变来分析外

驱动力的频率对输运速度的影响. 因此, 我们令
E = 10 cos (ω0t) + 5 cos (2ω0t), 此时外驱动力的频
率为ω0,在不同的ω0 下比较粒子输运速度,仿真结
果如图 4所示, 仿真中势深V0 = 10. 从图 4可以看

到, 当ω0很大时输运现象消失. 这是由于若ω0比

较小,外力振荡导致 Ŝa对称性破缺,引发定向输运.
当ω0增大到一定程度后, 外力振荡频率十分快速,
使得粒子在一个势场周期内经历多个周期的外力,
粒子尚未翻越势垒就已经反向, 定向输运现象消
失. 图 4还表明存在输运现象时, 某些分数阶阶数
下的输运速度与外力频率ω0存在正比例关系. 为
进一步分析, 图 5给出了阶数 p = 1 和 0.8 的情况
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中不同ω0下粒子位移随时间的演化. 由图 5可知:
对于阻尼记忆性不太强的情况 (如 p = 1和1.2), 粒
子在外力达到极值时翻越势垒, 之后便停留在势阱
内等待下一跃迁, 而翻越势垒所用时间远远小于势
阱中的停留时间 (图 5 (a)), 故粒子在势阱停留的时
间与ω0近似呈反比例关系, 平均速度因而线性增
加; 但对于阻尼力记忆性较强的情况 (如 p = 0.8,
0.5),历史加速度的强记忆阻碍了粒子的跃迁,粒子
成功跃迁的次数减少 (图 5 (b)), 平均速度减小, 线
性关系消失 (图 4 ).
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图 4 不同 p值下 v̄与ω0的关系
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图 5 不同ω0下粒子的位移演化 (a) p = 1; (b) p = 0.8

3.3 定向输运速度与外驱动力波形的关系

为分析不同的外驱动力波形对定向输运的影

响, 我们将外力取为E = 10 cos t+ 5 cos (2ω2t), 分
析输运速度与ω2的关系, 如图 6所示.

ω2

v

p=0.5

p=0.8

p=1.0

p=1.2

0 2 4 6 8 10

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

 

 

图 6 (网刊彩色)不同 p值下 v̄与ω2的关系

从图 6可以看出: 当ω2 = 0时, E = 10 cos t +
5, 外力关于时间的均值不等于零, 因此是单方向偏
置力, E1, E2及V0取适当值时粒子会发生定向输

运; 随着ω2的增加, E出现振荡且引发系统 Ŝa对称

性破缺, 导致输运现象. 定向输运速度及方向对外
力波形十分敏感; 当ω2很大时, 外力对粒子的作用
主要体现在低频E1 cos (ω1t)上, 而单频简谐激励
的对称性使得粒子从正负方向翻越势垒的能力相

同, 故此时不存在定向输运现象.

3.4 定向输运速度与分数阶阶数的关系

我们将不同阶数下的粒子位移、速度和分数阶

阻尼力进行对比来分析分数阶阶数对输运现象的

影响, 图 7、图 8和图 9、图 10分别是不同外驱动力
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图 7 (网刊彩色) ω2 = 2时不同阶数下粒子位移随时间的演化
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下的仿真结果, 其中图 7和图 9中的黑实线表示

空间对称势的势阱, 而黑虚线表示空间对称势的
势垒.

图 7给出了ω2 = 2时不同阶数下粒子位移随

时间的演化, 图 8 (a)和 (b)分别给出了阶数 p = 1

和 0.5时在时间段 30—40 s之间粒子位移、阻尼力
和外驱动力变化的对应关系. 当外力达到正极值
时, 粒子在外力作用下翻越势垒发生跃迁. 对于阶
数 p = 0.8, 1和 1.2的情况, 在外力达到下一个正

极值前, 粒子无力反向跃迁而停留在势阱周围, 粒
子的单向跃迁引发了定向输运现象; 对于 p = 0.5

的情况, 粒子出现反向跃迁, 因而降低了整体输运
速度. 这是因为当分数阶阶数较小时, 对历史加
速度的记忆较强, 粒子正向跃迁时受到的介质阻
尼力衰减较慢, 粒子正向跃迁的能力受到抑制 (如
p = 0.8); 当外力达到负极值时, 若阻尼力仍未衰减
至零, 则会与反向的外力叠加, 从而促进了粒子的
反向跃迁 (如p = 0.5).
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图 8 ω2 = 2时粒子位移、阻尼力和外驱动力随时间的演化 (a) p = 1; (b) p = 0.5
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图 9 (网刊彩色) ω2 = 2.5时不同阶数下粒子位移随时

间的演化

图 9给出了ω2 = 2.5时不同阶数下粒子位移

随时间的演化. 由图 9可知: 当 p = 0.5 和 1.2时,

粒子均无定向输运现象; p = 0.8和1时粒子发生输
运. 图 10 (a), (b)和 (c)分别给出了阶数 p = 0.5, 1
和 1.2时在时间段 30—50 s之间粒子位移、阻尼力
和外驱动力的变化. 由于ω2 = 2.5 时对应的外驱

动力在周期内有两处负的最大值点和一个正的最

大值点, 且正负最值的大小差别很小, 粒子在这些
点处均能发生跃迁; 当 p = 0.8和 1时, 粒子在外力
周期内正向跃迁一次而反向跃迁两次, 导致了定向
输运现象 (图 10 (b)). 当阶数很小时, 阻尼力对历
史加速度的记忆很强, 前次跃迁积累下的阻尼力促
进了下一次的反向跃迁 (图 10 (a)); 当阶数很大时,
粒子对加速度的差记忆使得粒子具有很强的灵动

性 (图 10 (c)), 这两种情况下粒子在周期内的正反
跃迁次数相同, 无输运现象.
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综上分析, 输运速度及方向对外力波形十分敏
感, 在某些外力波形下, 阻尼的记忆性甚至可以促
进粒子的反向跃迁, 从而诱发丰富的输运现象.
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图 10 ω2 = 2时粒子位移、阻尼力和外驱动力随时间的

演化 (a) p = 0.5; (b) p = 1; (c) p = 1.2

4 结 论

本文从阻尼对历史加速度记忆的角度出发, 对
阶数 p ∈ (0, 2)的分数阶阻尼物理意义给出了统一

的合理解释, 并对其阻尼特性进行了详细的分析,
建立了双频简谐激励下分数阶过阻尼确定性马达

在空间对称势中的输运模型, 并利用分数阶差分法
求得模型的数值解, 研究了输运速度与模型各参数
的关系, 详细讨论了阶数对定向输运的影响机理.
研究表明: 1)当0 < p < 1时, 距离当前时刻 t越近

的加速度对当前时刻阻尼的贡献越小; 当 p = 1时,
阻尼对速度的记忆为零, 对历史加速度为等权记
忆; 当 1 < p < 2时, 距离当前时刻 t越近的加速度

对当前时刻阻尼的贡献越大. 2) 在适当参数下输
运速度随空间势深和外力频率的增大均会出现广

义共振现象, 特别是, 在存在输运且阻尼阶数较大
的情况下输运速度随势深增大出现量化现象而与

外力频率呈正比例关系. 3)输运速度及方向对外力
波形十分敏感. 4) 分数阶阻尼力记忆性对输运的
影响与外力波形具有密切关系: 粒子发生跃迁时会
引起较大的反向阻尼力抑制该次跃迁, 而具有记忆
性的阻尼力并不会立刻消失, 因此还会影响粒子跃
迁后的行为, 若粒子跃迁后外力反向, 则二力同向
叠加, 促进粒子反向跃迁; 如果阻尼记忆较弱, 历史
状态对当前时刻的影响很小, 粒子运动会紧随外力
而变化. 分数阶阻尼与外力的耦合作用甚至会引发
与整数阶方向相反的定向流.
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Abstract
Physical significance of fractional damping for order 0 < p < 2 is demonstrated from the perspective that it can

be explained as the memory of acceleration. Based on Caputo’s fractional derivatives, the transport phenomenon of
fractional overdamped deterministic motors in spatial symmetric potentials driven by biharmonic forces is investigated
numerically. Relationships between transport velocity and model parameters are analyzed. The effect of fractional order
is discussed in detail. Research shows that the contribution of historical acceleration increases or decreases monotonously
with the historical moment varying with different fractional orders. With certain parameters the transport velocity can
show generalized resonance when the spatial potential depth or the external force frequency varies. Furthermore, for
some large orders, the velocity varies in step with the variation of potential depth and is in a direct proportional to the
frequency if there is transport. Effect of fractional damping is intimately linked with the shape of the force. The memory
of damping force can promote or inhibit the particle transport under different conditions, thus triggering abundant
transport behaviors.
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