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非各态历经噪声的产生及其应用

柳燕 包景东†

(北京师范大学物理系, 北京 100875)

( 2014年 4月 23日收到; 2014年 8月 13日收到修改稿 )

用n阶时间导数噪声作为内部热噪声驱动自由粒子运动时, 若该噪声所对应的非各态历经强度 b ̸= 0, 且
系统初始处于热平衡, 则此时系统的长时稳态速度可以作为非各态历经噪声使用. 非各态历经噪声具有谱密
度在零频处发散的特点, 一维半无界耦合简谐振子链对与之相连的气体分子的作用具有非各态历经噪声的特
点, 是非各态历经噪声的实例. 最后将非各态历经噪声作为外噪声驱动倾斜周期势中的粒子运动, 系统出现
扩散指数α > 2的超弹道扩散现象. 同时发现系统的速度分布将呈现出迁移态和锁定态两种不同状态, 并且
处于迁移态的粒子的速度分布为双峰. 迁移态中双峰的出现是一种比较新奇的现象.

关键词: 非各态历经噪声, n阶时间导数噪声, 谱密度, 超弹道扩散
PACS: 05.40.–a, 05.20.Gg, 05.10.Ln DOI: 10.7498/aps.63.240503

1 引 言

噪声通常由 “强度”、“分布”和 “谱”这三个要
素来描述 [1], 其中噪声的强度和分布一般为噪声的
共性, 噪声的谱则是不同噪声的特性. 将噪声的时
间关联函数进行傅里叶变换, 其实部定义为噪声谱
密度. 研究发现, 噪声谱在零频附近的行为决定了
系统长时间的动力学渐近结果. 如果一个随机变量
能够作为噪声使用, 则它必须是一个弱平稳过程,
即其在两个不同时刻的关联函数仅与两时刻差的

绝对值有关, 具有时间平移不变性.
现阶段, 理论模拟上运用的噪声大部分为各态

历经噪声, 但是近年来人们已经在激光冷却 [2]和闪

烁量子点 [3]等越来越多的实验方面发现了各态历

经被破坏的现象. 而且理论研究发现, 用简谐速度
噪声 (HVN)作为内部热噪声驱动一个广义朗之万
方程, 在自由场中, 系统的方均速度依赖于系统的
初始准备 [4,5], 即系统的速度变量是一个非各态历
经量; 并且当系统初始处于热平衡时, 实验粒子的
速度满足噪声条件, 可以作为噪声使用, 即此时的
长时速度可以作为非各态历经噪声; 若用该非各态

历经速度噪声作为内噪声驱动广义朗之万方程, 实
验粒子在自由场和简谐场中出现局域化 [6,7], 并且
在自由场中其坐标变量是一个非各态历经量 [8]. 这
些理论和实验上的新发现引起了一些研究者对非

各态历经噪声及其使系统产生的新现象的关注.
所谓非各态历经噪声, 是指一种特殊的非平衡

噪声, 它不仅具有噪声的一般性, 即具有时间平移
不变性, 噪声强度一定, 噪声分布是高斯的;并且具
有其特殊性—–长时时间关联函数不衰减为零, 具
有强关联性, 噪声的这种强关联性同时意味着噪声
的非各态历经性.

另一方面, 最近几年, 越来越多的研究者的兴
趣转移到了破缺媒介等能够引起反常扩散的系统,
而固体表面的空间破缺通常可以用倾斜周期势 [9]

来描述, 倾斜周期势场中的热扩散在物理、化学和
生物科学中都有着重要的作用, 如约瑟夫森结、电
泳法粒子分离、细胞内分子运输等.

目前对非各态历经噪声产生方式的系统研究

还比较少, 所以本文将从朗之万方程出发, 重点研
究一种非各态历经噪声的产生方式, 并探究非各态
历经噪声作为外部噪声在倾斜周期势场中产生的
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新现象.

2 非各态历经噪声的产生方式

2.1 理论分析

随着实验手段的进步, 人们对小系统 (尺度小
于 100 nm)的非平衡特性产生了极大的兴趣, 在对
小系统行为进行深入研究时发现, 满足涨落耗散定
理的极端非欧姆摩擦系统—–弹道扩散系统和局域
化系统, 在自由场中各态历经被破坏 [10,11]. 局域化
系统对应的记忆阻尼核函数的谱密度在低频发散,
使得系统有效阻尼为无穷大, 进而导致粒子坐标呈
非各态历经性而速度呈各态历经性;弹道扩散系统
对应的记忆阻尼核函数的谱密度在低频处为零, 使
得有效摩擦为零, 粒子与环境之间的能量交换不完
全, 系统呈弹道扩散, 粒子速度和坐标都具有非各
态历经性.

我们首先从自由场的广义朗之万方程出发,
研究哪种系统产生的非各态历经量能够作为噪声

使用.
质量为m的自由粒子运动满足的广义朗之万

方程为

mẍ(t) +m

∫ t

0

γ(t− t′)ẋ(t′)dt′ = ξ(t), (1)

式中随机力 ξ(t)是内部噪声, γ(t)为与其相应的阻
尼核函数, 二者满足第二涨落耗散定理:

⟨ξ(t1)ξ(t2)⟩ = mkBTγ(|t1 − t2|), (2)

其中kB是Blotzmann常数, T是热浴的绝对温度.
通过拉普拉斯变换方法, 可以分别推出粒子坐

标和速度的时间关联函数:

{⟨x(t1)x(t2)⟩}

= {x2(0)}+H(t1)H(t2)

(
{v2(0)} − kBT

m

)
+

kBT

m
[I(t1) + I(t2)− I(|t1 − t2|)], (3)

{⟨v(t1)v(t2)⟩}

= h(t1)h(t2)({v2(0)} −
kBT

m
)

+
kBT

m
h(|t1 − t2|), (4)

其中, H(t), h(t)表示响应函数, 二者的拉普拉斯变
换形式为

Ĥ(z) =
1

z2 + zγ̂(z)
,

ĥ(z) = zĤ(z) =
z

z2 + zγ̂(z)
, (5)

γ̂(z)为阻尼核函数的拉普拉斯变换形式, 有

H(0) = 0, h(0) = 1. 式中 I(t) =

∫ t

0

H(τ)dτ ,

且 I(0) = 0.
从 (3), (4)两式可以看出, 如果粒子初始速度

处于热平衡, 即 {v(0)} = 0, {v2(0)} = kBT/m, 则
速度关联函数只与时间差 |t1 − t2|有关, 满足噪声
条件. 而自由粒子坐标始终随时间演化, 不可能达
到平衡态. 这说明要寻找非各态历经噪声只能从寻
找非各态历经速度入手, 所以只能从弹道扩散系统
出发, 先寻找噪声谱密度在零频处为零的噪声源,
然后用该噪声源驱动自由粒子运动, 并且令自由粒
子初始速度与热浴处于热平衡, 则此时粒子的稳态
速度可以作为非各态历经噪声使用.

2.2 由n阶时间导数噪声 [12]产生非各态

历经噪声

用HVN作为内部热噪声去驱动自由粒子运动
时, 若系统初始处于热平衡, 则可以得到非各态历
经速度噪声. 我们知道HVN是由一个白噪声驱动
一个二阶线性微分方程得到的, 对应于n阶时间导

数噪声中n = 2, m = 1的情形. 所以我们希望从n

阶时间导数噪声出发, 寻找一种能够驱动自由粒子
产生非各态历经速度噪声的一般方式.

n阶时间导数噪声的驱动方程为

an
dn

dtn y(t) + an−1
dn−1

dtn−1
y(t) + · · ·+ a0y(t)

= ζ(t), (6)

式中 ζ(t)是白噪声, 其噪声强度为D.
如果用方程m(1 6 m 6 n)阶导数 y(m)(t)作

为噪声源, 用γm(t) 作为相应的阻尼核函数, 则

γm(t− s)

=
1

µkBT
⟨y(m)(t)y(m)(s)⟩

=

∫ +∞

−∞
dω αω2m

|χn(ω)|2
exp[iω(t− s)], (7)

其中α = γa
2[13]
m , 且γ是相应于白噪声源的阻尼系

数, α与D之间的关系为D = µkBTα. χn(ω)是ω

的多项式

χn(ω) = an(iω)n + an−1(iω)n−1 + · · ·+ a0, (8)
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其所对应的非各态历经强度 b[12]为

b =
1

1 +
1

π

∫ +∞

0

dω αω2m−2

|χn(ω)|2

. (9)

用 y(m)(t)作为内部热噪声驱动朗之万方程

(1), 当满足非各态历经强度 b ̸= 0 且系统初始处于

热平衡时, 系统的速度变量可以作为非各态历经噪
声使用. 由此看出, 可以从n阶时间导数噪声出发,
寻找出一系列能够驱动自由粒子产生非各态历经

速度噪声的噪声源.
当n = 1, m = 0时, b = 0; 当n = 1, m = 1时,

b =
1

1 + γa1/a0
̸= 0. (10)

可见n = 1, m = 1是 b ̸= 0的相对最简单的情况,
也就是能够驱动自由粒子产生非各态历经速度噪

声的最简单的噪声源. 当取a1 = τc, a0 = 1时, 发
现此时 y(1)(t)是OU噪声的导数噪声, 我们暂且命
名为DOUN, 其驱动方程为

ẏ +
1

τc
y =

1

τc
ζ(t). (11)

3 非各态历经噪声的特点及实例

3.1 非各态历经噪声的特点

由前面分析可知, 若由n阶时间导数噪声驱动

的自由粒子速度能作为非各态历经噪声使用, 则其
对应的非各态历经强度 b ̸= 0, 这使得该速度噪声
的关联函数中存在常数项. 对存在常数项的噪声关
联函数进行傅里叶变换所得的噪声谱密度在零频

处必然发散. 即非各态历经噪声的特点是: 谱密度
在零频处发散. 另一方面, 若用非各态历经噪声作
为内噪声驱动自由粒子运动, 由于非各态历经噪声
所对应的响应函数满足H(∞) = 0, h(∞) = 0, 则
在非各态历经噪声驱动下的自由场系统是局域化

的, 此时粒子速度是各态历经的, 而粒子坐标是非
各态历经的.

下面对DOUN驱动的自由粒子速度噪声 v1(t)

的谱密度进行分析,以验证非各态历经噪声的特点.
DOUN驱动的自由粒子速度噪声 v1(t)的关联

函数为

{⟨v1(t)v1(0)⟩}

=
kBT

m

(
1

1 + γτc
+

γτc
1 + γτc

e−
1+γτc

τc |t|
)
, (12)

对应的谱密度函数

s1(ω) =

∫ +∞

−∞
⟨v1(t)v1(0)⟩ exp(iωt)dt

=
kBT

m

1

1 + γτc
δ(ω) +

kBT

m

× 2γτ2c
(1 + γτc)2 + ω2τ2c

, (13)

由上式可得 lim
ω→0

s1(ω) → ∞.
v1(t)作为噪声的阻尼核函数为

β1(t) = A+ β′
1(t)

=
1

1 + γτc
+

γτc
1 + γτc

e−
1+γτc

τc |t|, (14)

上式中A = 1/(1 + γτc).
噪声的响应函数H(t), h(t)的拉普拉斯变换形

式为

Ĥ(z) =
1

z2 + zβ′
1(z) +A

,

ĥ(z) =
z

z2 + zβ′
1(z) +A

. (15)

根据终值定理, 当 lim
t→∞

f(t)存在时, 有

lim
t→∞

f(t) = lim
z→∞

zf̂(z). (16)

所以响应函数满足

H(0) = 0, H(∞) = 0, h(0) = 1,

h(∞) = 0, I(∞) =

∫ ∞

0

H(t1)dt1 = 1/A.

由此可以求得用非各态历经噪声 v1(t)作为内噪声

驱动自由粒子运动, 在长时极限下, 粒子坐标和速
度二次矩的稳态值为

⟨x2(t)⟩st = {x2
0}+

2kBT

mA
,

⟨v2(t)⟩st =
kBT

m
. (17)

从 (17)式可以看出, 长时间后, 粒子的方均位移不
再随时间变化, 也就是系统局域化, 并且粒子方均
位移的渐进值依赖于系统坐标的初始准备, 说明粒
子位移是非各态历经的. 粒子速度满足能量均分
定理, 且与初始分布无关, 表明粒子速度是各态历
经的.

HVN驱动的自由粒子速度噪声 v2(t)的谱密度

在零频处也发散, 并且分析得到, 在长时极限下,
v2(t)作为内噪声驱动的自由场系统也是局域化的,
系统位移是非各态历经的, 系统速度是各态历经
的.这再次验证了非各态历经噪声的特点.
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3.2 非各态历经噪声的实例

无论是理论上还是实验上, 气体分子与固体
表面的非弹性碰撞问题一直能够引起研究者的兴

趣 [14−17], 研究这一问题使用最广的是Zwanzig模
型 [18], 即将固体表面简化为一维半无界的耦合简
谐振子链.

我们通过对角化技术将与一维半无界简谐振

子链耦合的气体分子感受到的噪声影响做分析.
质量为M的气体分子 (标为 0)与有限数目的简谐
振子链耦合, 振子链一端固定另一端自由, 模型
见图 1 .

ω ω ω

Ν Ν−1 2 1

m M

U↼x↽

V↼x֓x↽

图 1 气体分子与一端固定简谐振子链相互作用的模型示

意图

假设气体分子只与自由端振子 (标为1)直接耦
合, 相互作用取为

V (x0 − x1) =
1

2
mω2(x0 − x1)

2.

若粒子被置于外部束缚场U(x0)中, 则总哈密顿量
写作 [19]:

H =
p20
2M

+ U(x0) +
1

2
mω2(x0 − x1)

2

+

N∑
i=1

[
p2i
2m

+
1

2
mω2(xi − xi+1)

2

]
, (18)

其中x0是气体分子的坐标, pi和xi分别表示第 i个

振子的动量和坐标, 且有xN+1 = 0. 为简单起见,
气体分子和每个振子的质量取M = m = 1.

利用对角化技术对 (18)式进行变换, 然后将得
到的气体分子满足的朗之万方程进行拉普拉斯变

换, 可得到在无外场时气体分子感受到的噪声的谱
密度为

s(ω′) =

∫ +∞

−∞
⟨ξ(t)ξ(0)⟩ exp(iωt)dt

= kBTΩ
2δ(ω′) +

2ω2

N + 1

(
1− ω′2

2ω2

)
, (19)

由 (19)式可得 lim
ω′→0

s(ω′) → ∞, 符合非各态历经噪
声特点.

因此可以断定, 一维半无界耦合简谐振子链对
与之相连的气体分子的作用确实相当于非各态历

经噪声, 是非各态历经噪声的实例.

4 非各态历经噪声在倾斜周期势中的
应用

文献 [20]中提出, 若将处于超欧姆阻尼中的粒
子置于倾斜周期势中的, 系统会出现锁定态和迁移
态两个状态, 并且由于粒子不断地在两种状态中进
行转化, 使得系统能够出现 ⟨∆x2(t)⟩ ∝ tα, α > 2

的超弹道扩散现象. 文献 [21]中指出, 处于倾斜周
期势中的粒子, 若受到Lévy噪声和非线性阻尼影
响时, 也能够出现超弹道扩散现象, 这也是由于速
度双模的存在, 但与前一种研究不同, 此时的速度
双模不再是绝对的锁定态和迁移态, 而是相对锁定
态和迁移态, 相对锁定态使得系统粒子的空间坐标
具有长尾分布, 在这种情况可以用群速和相速的中
心距离随时间增加来解释超弹道扩散现象.

下面我们用非各态历经速度噪声 v1(t)作为外

噪声, 驱动倾斜周期势中的粒子运动, 用二阶龙
格库塔算法进行蒙特卡罗模拟, 观察系统的扩散
现象.

质量为M的粒子在外噪声驱动下满足的一维

朗之万方程为

Mẍ = −ηMẋ− ∂U

∂x
+D′v1(t), (20)

式中 η为一般阻尼系数, D′既是为保证噪声与其他

各量量纲相同而乘的常系数, 也可以用来调节外噪
声强度.

倾斜周期势U(x)取作

U(x) = V0(x)− Fx

= −U0 cos(2πx/L)− Fx, (21)

L为周期势场V0(x)的周期, F为倾斜力. 当倾斜
力F小于临界值Fc = maxx V

′
0(x) = 2πU0/L时,

U(x)存在局域极小值; 如果倾斜力F大于Fc, 则局
域极小消失. 当U0取 1, L取 2π时, 倾斜力F的临

界值为1.
通过引入附加变量, 并无量纲化后, 将 (1),
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(11)和 (20)式化为

v(t) = ẋ(t),

v̇(t) = −η · v(t)− ∂U

∂x
+D′ · v1(t),

v̇1(t) = −v1(t) + P (t) +
√
2Tε(t),

Ṗ (t) = −P (t)

τc
+

v1(t)

τc
− 1

τc

√
2Tε(t),

(22)

式中 ε(t) = (1/
√
2D)ζ(t).

v1(x)和附加变量P在无量纲条件下的初始分

布满足

{v1(0)} = 0, {v21(0)} = T, (23)

{P (0)} = 0, {P 2(0)} = T/τc. (24)

对 (22)式进行蒙特卡罗模拟, 发现将非各态历
经噪声 v1(t)作为外噪声驱动倾斜周期势中的粒子

运动时, 系统也能够出现 ⟨∆x2⟩ ∝ tα, α > 2的超

弹道扩散现象. 图 2为在模拟时间 t = 1000附近

时, 扩散指数α随倾斜力F的变化, 可以看出, 在其
他参量一定时, 扩散指数α随倾斜力 F呈现非单调

变化, 在F = 0.69附近, 扩散指数最大, 为2.8左右.

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

3.0

F

α

图 2 扩散指数 α随倾斜力 F 的变化 参量取作

τc = 1.0, T = 0.01, η = 0.5, N = 100000, 时间步
长 dt = 0.01, 粒子初始全部置于同一势阱中 (如无特
殊说明, 文章该部分的参数取值相同)

需要说明的是, 模拟发现, 扩散指数最大值的
位置和大小是由势场、阻尼和噪声共同作用决定

的, 并不是简单的倍数关系. 例如当其他参量不
变, 系统阻尼取为 η = 0.1时, 扩散指数最大值出现
在F = 0.6附近, 且为 3.0左右; 当系统阻尼依然取
η = 0.5, 仅把U0取为 2.0时, 倾斜力F的临界值变

为 2.0, 此时扩散指数最大值出现在F = 1.7附近,
且为2.5左右.

通过蒙特卡罗模拟对每一个倾斜力F所对应

的系统的坐标和速度分布进行深入分析发现, 当倾
斜力较小 (小于 0.68左右)时, 在模拟时间窗口内,
粒子将全部锁定在初始位置所在的势阱中, 系统局
域化, 此时扩散指数为零.

当倾斜力逐渐增大 (大于 0.68, 小于 0.95左右)
时, 有少量粒子在噪声的影响下越过势垒, 此时
迁移态和锁定态共存, 并且处于锁定态的粒子将
在噪声和倾斜力的影响下逐渐转化为迁移态, 这
种剧烈的转化过程加速了系统的扩散, 从而导致
⟨∆x2⟩ ∝ tα, α > 2的超弹道扩散现象的出现.

当出现超弹道扩散时, 系统相对稳定状态的扩
散指数的大小与系统内粒子从锁定态向迁移态转

化的剧烈程度有关, 而转化的剧烈程度与倾斜力有
关, 倾斜力越大, 粒子在两态之间转化的剧烈程度
越小, 扩散指数越小.

但扩散指数并不是随着倾斜力的增大而无限

制地减小的, 当倾斜力不断接近临界值时 (此处临
界值为Fc = 1.0), 势场的局域极小逐渐消失, 周期
势场逐渐失去作用, 系统内大部分的粒子将进入迁
移态, 粒子相当于在倾斜场中运动, 系统做弹道扩
散, 扩散指数α在2.0左右.

图 3为在倾斜力F分别为 0.7, 0.8, 0.9和 1.0
时, 扩散指数α随模拟时间 t 的变化. 可以看出, 倾
斜力F为0.7左右时, 系统的扩散指数较大, 但由于
处于锁定态的粒子数较多, 迁移态的粒子数较少,
统计出的扩散指数随时间变化的曲线波动较大. 随
着倾斜力的增大, 系统处于迁移态的粒子数逐渐增
多, 系统从锁定态向迁移态转化的剧烈程度逐渐降
低, 扩散指数逐渐减小, 并逐渐接近α = 2.0左右.
同时, 由于迁移态的粒子数较多, 统计出的扩散指
数随时间变化的曲线相对较光滑.

在对粒子的速度分布做进一步的分析时, 我们
发现了一个有趣的现象, 用非各态历经噪声 v1(t)

作为外噪声驱动倾斜周期势中的粒子运动时, 系统
不仅能出现锁定态和迁移态, 而且迁移态的粒子速
度将出现双峰. 图 4给出了当倾斜力F = 0.9时系

统在 t = 1500时的速度分布. 图 5给出了迁移态粒

子位置分布在任意四个时刻的图像 (图中略去了处
于锁定态的位置分布部分), 为显示出处于迁移态
的粒子数随时间增加, 我们用粒子数表示分布.可
以看出, 虽然位置分布最前面的峰值不断减小, 但
由于粒子分布范围逐渐变大, 处于迁移态的粒子数
逐渐增多, 并且坐标分布出现一个长尾, 加速了粒
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子的扩散, 使得系统出现扩散指数大于 2 的超弹道
扩散现象.
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图 3 (网刊彩色)不同倾斜力F 时扩散指数α的值随时

间的变化
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图 4 倾斜力F = 0.9时系统迁移态的速度分布
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图 5 (网刊彩色)迁移态粒子位置分布在任意四个时刻的图像

5 结 论

本文给出了一种由n阶时间导数噪声驱动自

由粒子运动产生非各态历经速度噪声的一般方法,

并分析得出非各态历经噪声具有噪声谱在零频处

发散的特性, 进而根据该特性寻找到非各态历经噪
声的实例—–一维半无界耦合简谐振子链对与之相
连的气体分子的作用相当于非各态历经噪声. 最后
将获得的非各态历经噪声在倾斜周期势中进行了

简单应用, 发现将非各态历经噪声作为外噪声驱动
倾斜周期势中的粒子运动时, 系统不仅存在锁定态
和迁移态, 而且迁移态的速度分布呈现双峰现象.
锁定态的粒子不断向迁移态转化, 处于速度较小的
迁移态的粒子不断向速度较大的迁移态转化, 粒子
的两种剧烈转化过程加速了系统的扩散过程, 使系
统出现强烈的非平衡效应, 即超弹道扩散 (扩散指
数α > 2)现象.
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Generation and application of non-ergodic noise
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Abstract
When using the noise of n-order time derivative as an internal thermal noise to drive a generalized Langevin equation,

if the nonergodicty strength of the noise satisfies b ̸= 0 and the system is in thermal equilibrium, then the stationary
velocity variable of the system can be used as a non-ergodic noise. The spectra of the non-ergodic noise is infinite at zero
frequency. The one-dimensional semi-unbounded coupled harmonic oscillator chains connected with the gas molecules
act as the non-ergodic noise, which is an example of non-ergodic noise. Finally regarding the non-ergodic noise as an
external noise to drive the particles in the titled periodic potential, it is found that there appears superballistic diffusion
with the effective diffusion index exceeding a ballistic value of 2. It is also found that the velocity distribution of the
system displays two motion states, the “locked state” and the “running state”. And in the “running state” there occurs
a bimodal phenomenon, which is a relatively new phenomenon.

Keywords: non-ergodic noise, the noise of n-order time derivative, the spectra of the noise, superballistic
diffusion
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