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双流体等离子体模型的动力学可容变分∗
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动力学可容变分方法是一种广义哈密顿系统中的李扰动变换方法, 能自动保证卡西米尔函数在相应阶数
上的守恒性质. 通过动力学可容方法得到了双流体在欧拉描述中的一组约束变分, 而后利用这组变分对双流
体哈密顿量取极值得到了平衡方程.
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1 引 言

变分方法在流体力学中有着悠久的历史, 尤其
对于其中的约束问题有着重要的应用 [1−6]. 由变
分原理得到的近似动力学方程, 相比于直接对方
程组做近似, 在数值计算中更能保证某些特定运
动常数的守恒性质 [7−11]. 然而欧拉坐标下的哈密
顿流体动力学变分在上世纪 80年代初才开始形成.
Morrison 与Greene首先提出理想磁流体与中性流
体的非正则泊松括号 [12,13]. Marsden与Weinstein
得出了Maxwell-Vlasov系统的非正则哈密顿结
构 [14], Spencer与Kaufman得出了双流体等离子
体模型的泊松括号 [15,16]. 随后非正则哈密顿形
式被应用到其他许多理想 [8]及弱耗散 [17−19]的系

统中.
哈密顿动力学体系不仅提供了一个新的场的

观点去认识以往流体动力学方程组的结果 [20], 而
且是寻找守恒量、渐近近似、平衡与稳定性分析的

重要工具 [7]. 在正则哈密顿系统中可以通过求能量
的局部极大值或极小值来寻找平衡点 [21]. 而对于
非正则哈密顿系统, 也称为广义哈密顿系统 [22,23],
由于其泊松张量的零矢量不再唯一, 哈密顿函数
在平衡点附近可能不是极值. 此时系统存在着能

够与任意函数泊松可交换的卡西米尔 (Casimir)函
数. 由于卡西米尔函数也与哈密顿函数泊松可交
换, 因而它是哈密顿动力学过程中的一种重要的守
恒量, 同时也表达着与坐标标记变换有关的群对称
性 [7,24−26].

在对非正则哈密顿系统做平衡与稳定性分析

时, 最常使用的是能量 -卡西米尔方法 [7]. 相比于
一般的能量原理, 它不仅考虑了宏观流动带来的影
响, 而且可以用来判定非线性阶段的稳定性. 能量
-卡西米尔方法的基本思想最初来源于Arnold关于
Lie-Poisson系统框架下的稳定性判定 [27]. 它将系
统的能量函数再加上尽量多的卡西米尔不变量作

为变分的对象. 这种方法在流体和等离子体中可以
找到许多应用的例子 [28,29]. Hameiri用这种变分方
法分析了Hall MHD 中具有宏观流动的等离子体
平衡 [30]. 最近Andreussi等将其应用于柱坐标系统
中的平衡问题 [31].

能量 -卡西米尔方法的一个问题是必须找到足
够多的卡西米尔不变量, 而且它们在有些情况下可
能是无法显式表达的 [7,22]. 另一种更为便捷的约
束变分的方法则不再利用拉格朗日乘子, 而是赋
予各扰动量特定的形式, 使之自然满足守恒量的
不变性. Arnold最早在三维不可压缩流体中提出
一种对速度的变分形式, 使之能保持任意开尔文
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环内的涡量守恒, 其意义相当于在无限维相空间
内使系统约束于某一组等涡场所组成的面内 [21,32].
Morrison 等在找到流体的非正则哈密顿结构后, 通
过非正则泊松括号来构造约束变分, 利用泊松括号
的性质使定义的每个扰动量自动满足卡西米尔不

变量的约束, 使得变分只在运动积分所容许的面
内具有任意性, 从而提出了动力学可容 (dynamic
accessibility)的概念 [33]. Morrison 与Pfirsch此后
将这种方法应用到了Vlasov-Maxwell系统中 [34].
Jean-Luc Thiffeault等讨论了动力学可容变分与能
量 -卡西米尔方法的等价性 [35,36].

Hameiri将动力学可容方法推广到了磁流体模
型中 [37], 发现最后得出的变分在形式上与Arnold
的变分在磁流体中的拓展 [38]一致, 但并没有对这
两者之间的关系与区别进行讨论. 本文指出动力学
可容方法在本质上与Arnold的变分方法一样, 都
是基于李扰动变换方法. 而由于在Arnold当时还
没有找到流体力学的非正则泊松括号, 对这种变分
的守恒性质及其与卡西米尔函数的关系并没有深

入的认识.
双流体等离子体模型将电子与离子作为两种

不同的流体成分, 可以通过对动理学方程求矩而得
到 [39]. 双流体物理效应经常出现在空间等离子体
及聚变装置中 [40]. 它对于空间特征尺度接近离子
趋肤深度, 时间特征尺度接近离子回旋周期的等离
子体问题具有重要意义 [41,42]. 本文首先给出双流
体模型的哈密顿结构, 以及如何构造动力学可容变
分的方法, 而后讨论了哈密顿系统中的李扰动方法
与动力学可容变分的关系, 得到了双流体模型中密
度、动量等场变量的动力学可容变分形式. 这种变
分形式可以保证卡西米尔函数在相应阶数上的守

恒性质. 最后将其代入双流体哈密顿量的一阶变分
中, 得到了双流体的平衡方程.

2 双流体模型的哈密顿结构

在完全电离的情况下, 双流体动力学方程组可
以用自然Lorentz-Heaviside单位制写为 [41−43]

∇ ·E =
∑
α

ραqα
mα

,∇ ·B = 0, (1)

∂B

∂t
+∇×E = 0, (2)

∂E

∂t
−∇×B = −

∑
α

qα
mα

ραuα, (3)

∂ρα
∂t

+∇ · (ραuα) = 0, (4)

duα

dt =
qα
mα

(E + uα ×B)− ∇Pα

ρα
, (5)

∂σα

∂t
= −uα · ∇σα. (6)

其中α = i, e 分别代表离子和电子. ρα 代表各成分

的质量密度, uα代表速度场, σα为比熵, Pα代表压

强. E,B 分别代表电场和磁场矢量, 而 qα 及mα

为各成分粒子的电荷与质量.
考虑如下双流体的哈密顿量

H(Mα, ρα, σα,E,B)

=
∑
α

∫
(

1

2ρα
Mα

2 + ραUα)dx

+

∫
(
1

2
E2+

1

2
B2)dx, (7)

其中我们将速度场uα用动量场密度Mα进行了替

换, Uα(ρα, σα)为比内能. 其泊松括号为

{F,G}(Mα, ρα, σα,E,B)

=−
∑
α

∫ [
ρα(

δF

δMα
· ∇ δG

δρα
− δG

δMα
· ∇ δF

δρα
)

+Miα(
δF

δMjα

∂

∂xj

δG

δMiα

− δG

δMjα

∂

∂xj

δF

δMiα

)

+ σα(
δF

δMα
· ∇ δG

δσα
− δG

δMα
· ∇ δF

δσα
)
]
dx

+

∫ [ δF
δE

· (∇× δG

δB
)− δG

δE
· (∇× δF

δB
)
]
dx

+
∑
α

∫
(
δF

δM
· δG
δE

− δG

δM
· δF
δE

+B · δF

δM
× δG

δM
)
ραqα
mα

dx. (8)

其中第一个积分即为以上各成份流体的泊松括号,
第二个积分是表达电磁场变化的泊松括号. 在特定
规范下 [15], 动力学方程可以表达为

∂ρα
∂t

= {ρα,H},

∂Miα

∂t
= {Miα,H},

∂σα

∂t
= {σα, H},

∂Ei

∂t
= {Ei,H},

∂Bi

∂t
= {Bi,H}. (9)
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3 动力学可容变分

Morrison在非正则哈密顿系统的泊松括号基
础上, 提出了动力学可容的变分方法 (dynamical
accessibility)[13]. 它不是利用拉格朗日乘子法来约
束系统, 而是赋予扰动量特殊的形式来使扰动后的
动力学轨道处在约束的曲面内. 这种方法使扰动由
任意的哈密顿矢量场生成, 其形式被泊松括号所限
定, 从而使扰动自动满足卡西米尔函数的守恒. 对
于一阶扰动有

δdz
i ={K1, zi}

=
∂K1

∂zl
J lm ∂zi

∂zm

=Jji(z)gj
1, (10)

其中

K = zigi
1, (11)

生成函数 gi
1为任意与场变量 z无关的函数, 而由

于泊松算子J ij的存在, 变分的任意又得到了限制.
它使得对 z的扰动仅发生在卡西米尔不变量的同一

水平集上. 可以证明, 当扰动满足如上形式时, 卡
西米尔函数在一阶近似上保持不变:

δdC(z) =
∂C

∂zi
δdz

i =
∂C

∂zi
Jji(z)gj

1

={C, g1} = 0, (12)

其中最后一个等式即为卡西米尔函数的定义. 对于
平衡位形附近的二阶扰动同样可以证明其相应卡

西米尔函数的二阶变分为零.
Isichenko此前曾将Arnold在中性流体中的李

扰动变分方法推广到磁流体模型中 [38], 发现其能
保证每个流体元的熵守恒, 每个封闭的流体物质
曲线内的磁通量守恒, 以及任意磁通量管的模螺

度守恒. Hameiri将动力学可容变分推广到磁流体
后 [37],与 Isichenko的结果进行了比对,发现经过一
系列的变换后这两种方法得出的变分在形式上是

一致的. 以下我们指出这两者之间的联系, 动力学
可容方法其实是一种基于哈密顿流的李扰动变换.

对于近恒等变换

Tε : Z → Z̄(Z, ε) = TεZ, (13)

其中 ε为代表量级的无量纲参数. 可以将其用生成
矢量场G表示为

Tε = exp(εG) = exp(
∑
n

εnGn), (14)

对于任意的光滑标量函数F , 可以诱导拉回映射

F (Z) = Tε
∗F̄ (Z) = F̄ (TεZ) = F̄ (Z̄), (15)

若矢量场G生成的流是以 g为哈密顿量的哈密顿

流, 则其李导数可以表示为

LGF =
d
dε

∣∣∣∣
ε=0

F̄ = {g, F̄}, (16)

而拉回映射可以表示为李导数的指数形式:

Tε
∗ = exp(εLG). (17)

为了方便地将表达式按 ε 的阶数展开, 对于各阶矢
量场我们定义

Ln = LGn
, (18)

对算符T做各阶级数展开有

Tε
∗ = I +

∞∑
n

εnTn, (19)

Tε
∗−1 = I +

∞∑
n

εnTn
−1, (20)

其中 I为恒等变换, 指数展开后代入可得

Tn =
∑

m1+2m2+···+nmn=n

(−1)
m1+m2+···+mn

(L1)
m1(L2)

m2 · · · (Ln)
mn

m1!m2! · · ·mn!
, (21)

Tn
−1 =

∑
m1+2m2+···+nmn=n

(Ln)
mn(Ln−1)

mn−1 · · · (L1)
m1

m1!m2! · · ·mn!
, (22)

即对于任意光滑函数F有

F̄ =Tε
∗−1F

=F + εL1F +
1

2
ε2L1

2F + ε2L2F + · · · , (23)

对于扰动矢量场G的哈密顿量 g, 可以将其按各阶

展开为

g = εg1 + ε2g2 + · · · , (24)

则有

F̄ =F + ε{g1, F}+ 1

2
ε2{g1, {g1, F}}
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+ ε2{g2, F}+ · · · . (25)

从而可以看出, 在哈密顿系统中对于一阶李扰
动变分可以通过泊松括号与扰动的哈密顿函数来

构造. 而动力学可容变分在非正则哈密顿系统中,
可以通过泊松括号清楚地看出其守恒性质及其与

卡西米尔函数的关系, 此前 Isichenko所发现的守
恒性质其实就是欧拉描述下非正则哈密顿系统中

的卡西米尔守恒量.

4 在双流体变分中的应用

为了得到双流体模型的动力学可容变分, 引入
泛函

K =

∫
(Mα · ηα + hαρα + λασα

+X ·E + Y ·B)dx, (26)

其中 ηjα, hα, λα,X,Y 为仅与空间位置有关的任意

生成函数, 使得

ηα =
δK

δMα
,

hα =
δK

δρα
,

λα =
δK

δσα
,

X =
δK

δE
,

Y =
δK

δB
, (27)

对于质量密度的一阶变分为

δdρα ={K, ρα}

=−
∫

ρα
δK

δMα
· ∇δρα(x

′)

δρα(x)
dx

=∇ · (ραηα). (28)

其中

Aα = qα/mα, ρα = nαmα, (29)

这里用到了分部积分, 以及令M · n̂ , ηα · n̂ 在边界
处为零. 动量密度的一阶变分为

δdMiα ={K,Miα}

=−
∫ [

ρα

( δK

δMα
· ∇δMiα

δρα

− δMiα

δMα
· ∇ δK

δρα

)
+Ml

( δK

δMjα

∂

∂xj

δMiα

δMlα

− δMiα

δMjα

∂

∂xj

δK

δMlα

)

+
(
B · δK

δMα
× δMiα

δMα

− δMiα

δMα
· δK
δE

) qα
mα

ρα

]
dx

=ρα
∂

∂xi
hα +

∂

∂xj
(Miαηjα) +Mlα

∂

∂xi
ηlα

+
qα
mα

ρα(B × ηα)i −
qα
mα

ραXi. (30)

其矢量形式为

δdMα =ρα∇hα +
∂

∂xj
(Mαηjα) +Mlα∇ηlα

+AαραB × ηα −AαραX. (31)

比熵的一阶变分为

δdσα = {K,σα} = ∇ · (σαηα). (32)

电场的一阶变分为

δdEi ={K,Ei}

=−
∫

δEi

δE
·
(
∇× δK

δB

)
dx

+
∑
α

∫
δK

δMα
· δEi

δE
Aαραdx

=− (∇× Y )i +
∑
α

ηiαAαρα. (33)

磁场的一阶变分为

δdBi ={K,Bi}

=

∫
δK

δE
·
(
∇× δBi

δB

)
dx

=

∫
X · (∇× δ(x′ − x)êi)dx

=(∇×X)i. (34)

为了验证以上变分形式的合理性, 我们将其代
入到双流体哈密顿量的极值问题中. 对于哈密顿量
(7)的一阶变分

δdH =
∑
α

∫ [Mα

ρα
· δdMα − Mα

2

2ρα2
δdρα

+ δdρα

(
Uα + ρα

∂Uα

∂ρα

)
+ δdσα(ρα

∂Uα

∂σα
)
]
dx

+

∫ (
E · δE +B · δB

)
dx. (35)

代入ρα,Mα, σα,E,B的一阶变分 (28), (31), (32),
(33), (34)后可得

δdH =
∑
α

∫ {
Mα

ρα
·
[
ρα∇hα + σα∇λα

+
∂

∂xj
(Mαηjα) +Mlα∇ηlα
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+AαραB × ηα −AαραX

]
+∇ · (ραηα)

(
Uα + ρα

∂Uα

∂ρα
− Mα

2

2ρα2

)
+∇ · (σαηα)

(
ρα

∂Uα

∂σα

)}
dx

+

∫ [
−E ·

(
∇× Y +

∑
α

Aαραηα

)
+B · ∇ ×X

]
dx. (36)

利用分部积分与边界条件得

δdH =
∑
α

∫ [
− hα∇ ·Mα − λα∇ ·

(σα

ρα
Mα

)
− ηjαMα · ∂

∂xj

Mα

ρα
− ηlα∇ ·

(
Mlα

Mα

ρα

)
+ ηα ·

(
Aαρα

Mα

ρα
×B

)
− Mα

ρα
·AαραX

− ραηα · ∇
(
Uα + ρα

∂Uα

∂ρα
− Mα

2

2ρα2

)
− σαηα · ∇

(
ρα

∂Uα

∂σα

)]
dx

+

∫ [
−E · ∇ × Y −E ·

∑
α

Aαραηα

+B · ∇ ×X
]
dx. (37)

由于扰动量hα, λα, ηjα,Y ,X 的任意性, 可得平衡
时所满足的方程

hα : ∇ ·Mα = ∇ · (ραuα) = 0, (38)

λα : uα · ∇σα

ρα
= 0, (39)

ηjα : −Mα · ∂

∂xj

Mα

ρα
−∇ ·

(
Mjα

Mα

ρα

)
− ρα∂j

Mα
2

2ρα2
− ρα∂j

(
Uα + ρα

∂Uα

∂ρα

)
+ (AαMα ×B)j −AαραEj = 0, (40)

Y : ∇×E = 0, (41)

X : ∇×B −
∑
α

AαMα = 0. (42)

为使方程封闭, 还应再加上不随时间演化的状态
方程. 将其代入比内能, 经化简后可以看出, 方程
(40)即为动量的平衡方程, 在确定的规范下, 方程
组 (38)—(42)与没有时间演化项的方程组 (1)—(6)
是等价的. 由此也证明了所获得的变分形式的正
确性.

在磁约束反场箍缩装置中, 最初由Taylor提出
的驰豫平衡理论在磁螺度守恒的约束下得到了与

实验相符的磁场平衡位形. 然而, 该理论得出在平
衡时的压力梯度与宏观流速都为零. 这与目前在实
验中发现的具有环向旋转的平衡位形有所出入, 而
且达到压力梯度为零所需要的时间远超过每次放

电的时间尺度. 而本文用卡西米尔函数作为更严格
的约束, 因而得出的最一般的平衡位形, 可知得出
的变分形式适用于较短时间尺度的亚稳态平衡位

形. 在此基础上对变分做近似, 代入驰豫理论中可
以得出相应时间尺度的特殊平衡位形.

5 结 论

动力学可容方法得出的变分形式能自动保证

卡西米尔函数的守恒性质, 适用于双流体等离子
体模型的变分问题. 对于无限维非正则哈密顿系
统, 它与Arnold 的等涡变分方法相比更为简单直
观, 所得的约束变分与守恒量的关系更为清晰. 本
文从双流体的欧拉描述出发, 得到了双流体模型中
动量、密度等场变量的一阶约束变分形式. 此后我
们还将双流体的这些扰动量代入到哈密顿量的一

阶变分中, 得到了双流体的平衡方程, 进一步验证
了这种变分方法在双流体问题中的可行性. 此外由
于能量 -卡西米尔方法通常只满足部分卡西米尔函
数的守恒, 从而在此基础上得出的是特殊的平衡位
形. 而动力学可容方法自动满足所有的卡西米尔函
数守恒, 其得出的平衡位形是最一般的. 在此约束
变分的基础上, 我们将在双流体模型下对电流片平
衡位形进行稳定性分析.
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Abstract
Dynamically accessible perturbation is a type of Lie perturbation for noncanonical Hamiltonian systems. Firstly, a

set of first-order constraint variations that preserve all the Casimir functions is presented based on the two-fluid Poisson
bracket. Then the equilibrium equations are given by minimizing the two-fluid Hamiltonian with these variations.
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