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分数阶混沌系统的Adomian分解法求解
及其复杂性分析∗
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(中南大学物理与电子学院, 长沙 410083)

( 2013年 10月 9日收到; 2013年 10月 22日收到修改稿 )

根据分数阶微分定义, 采用Adomian分解算法, 研究了分数阶简化Lorenz系统的数值解. 研究发现,
该算法与预估 -校正算法相比, 求解结果更准确, 所耗计算资源和内存资源更少, 求解整数阶系统时较
Runge-Kutta算法更准确; 利用Adomian算法得到的分数阶简化Lorenz系统出现混沌的最小阶数为 1.35, 比
利用预估 -校正算法得到的最小阶 2.79更小. 采用相图、分岔图分析了该系统的动力学特性, 基于谱熵算法
(SE)和C0算法分析了该系统的复杂度. 结果表明, 复杂度结果和分岔图一致, 说明系统的复杂度同样能反映
出系统动力学特性; 复杂度随阶数 q的增加呈总体减小的趋势, 而混沌态时系统参数 c变化对系统复杂度影响

不大. 为分数阶混沌系统应用于信息加密、保密通信领域提供了理论与实验依据.
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1 引 言

分数阶微积分理论研究己有 300多年, 但由于
其长期缺乏应用背景而发展缓慢. 近年来, 随着计
算机科学的发展和越来越多的分数阶现象被发现,
人们在分数阶微积分领域开展了大量工作 [1−3]. 在
整数阶混沌系统的研究基础上, 将分数阶微分算子
引入系统中, 发现当阶数为分数时, 系统仍表现出
复杂的混沌行为 [4−6]. 由于分数阶混沌系统具有丰
富的动力学特性和潜在的应用价值, 对其动力学特
性及其应用研究引起了人们的广泛关注 [7−9].

目前, 学界对分数阶微积分提出了多种定义,
但在实际应用研究中, 使用较多的是Riemann-
Liouville(R-L)定义和Caputo定义, 对应的分数阶
混沌系统求解算法使用较多的是基于R-L定义的
时域 -频域转换法 [10]和基于Caputo定义的预估 -
校正算法 [11]. 时域 -频域转换法中阶数步长偏大
(如 0.1), 精度有限, 有人对其能否准确地反映分数

阶非线性系统的混沌特性及其变化规律提出了质

疑 [12]; 预估 -校正算法结果更为准确, 且能分析阶
数连续变化时系统的动力学特性, 但其每次迭代都
需要之前所有历史数据, 使得算法越往后迭代, 求
解速度越慢, 消耗的内存资源越多. Adomian分解
法 [13]是一种能够处理线性和非线性问题的时域求

解算法, 该算法不需要进行离散化和大量的计算
机内存, 且能够提供高精度的、收敛快的近似数值
解. 文献 [14,15]利用Adomian分解法得到了分数
阶Chen系统和分数阶Rössler系统的数值解, 并分
析了系统的分岔图和 0-1测试结果 [16], 表明了算法
的有效性, 但其并没有分析当阶数 q连续变化时的

动力学特性变化规律. 鉴于当前分数阶混沌系统仿
真算法主要为预估 -校正算法, 有必要对这两种算
法的精度和性能进行对比研究.

混沌系统的复杂度可表征混沌保密通信系统

的安全性, 复杂度越大其抗干扰和抗截获的能力就
越好. 目前分数阶混沌系统动力学特性分析主要包
括吸引子相图、分岔特性、最大Lyapunov指数等方
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面, 少有文献分析其复杂度变化规律, 特别是阶数
对系统复杂度变化规律的影响问题值得研究. 当
前混沌序列的复杂度算法多种多样, 这些算法中
测度效果较好的有模糊熵 (FuzzyEn)算法 [17]、强度

统计复杂度 (SCM)算法 [18]、谱熵 (SE)算法 [19], C0

算法 [20]等. 其中SE算法和C0算法是基于傅里叶

变换的, 分别从频域能量分布均衡性和非规则部分
能量所占比例角度衡量复杂性, 算法中涉及的参数
少、计算速度快, 且测度结果准确, 所以本文拟采用
这两种算法测度分数阶混沌系统的复杂度.

本文将采用Adomian算法求解分数阶混沌系
统, 并分析当阶数和系统参数变化时系统的复杂性
变化规律.

2 分数阶简化Lorenz系统的求解

主要阐述分数阶微积分的相关定义、性质和物

理意义, 给出Adomian 分解算法, 最后对分数阶简
化Lorenz系统进行求解.

2.1 分数阶微积分定义与性质

定 义 1 Riemann-Liouville分 数 阶 积 分 定
义为

Jq
t0x(t) :=

1

Γ (q)

∫ t

t0

(t− τ)q−1x(τ)dτ , (1)

其中 q ∈ R+, Jq
t0为 q阶积分算子, Γ (·)为Gamma

函数. 对于 t ∈ [t0, t1], q > 0, γ > −1, r > 0, 分数
阶Riemann-Liouville积分满足如下基本性质:

Jq
t0(t− t0)

γ =
Γ (γ + 1)

Γ (γ + 1 + q)
(t− t0)

γ+q, (2)

Jq
t0C =

C

Γ (q + 1)
(t− t0)

q, (3)

Jq
t0J

r
t0x(t) = Jq+r

t0 x(t). (4)

定义2 分数阶Caputo微分定义
∗Dq

t0x(t) := Jm−q
t0 Dm

t0x(t)

=



1

Γ (m− q)

∫ t

t0

(t− τ)m−q−1x(m)(τ)dτ ,

m− 1 < q < m,

dm

dtmx(t), q = m,

(5)

其中 q ∈ R+, m ∈ N , ∗Dq
t0为 q阶Caputo微分算

子, Γ (·)为Gamma函数. 当 t ∈ [t0, t1], m ∈ N ,
m− 1 < q < m, Caputo微分具有如下性质:

∗D0
t0x(t) = J0

t0x(t) = x(t), (6)

Jq
t0(

∗Dq
t0)x(t)

=x(t)−
m−1∑
k=0

x(k)(t+0 )
(t− t0)

k

k!
. (7)

整数阶微积分有清晰的几何解释和物理意义,
但由于分数阶微积分本身的复杂性, 使得对其概念
的理解比较困难, 导致了在实际应用中存在一定障
碍. 目前的专著和文献也很少有这方面的内容, 因
此至今分数阶微积分还没有普适的、统一的物理意

义和几何解释 [21]. 根据分数阶积分的定义可得分
数阶积分的物理意义: 如果将积分看作对某种量的
存储, 则分数阶积分是有记忆的存储, 近则储之, 对
过去的则渐渐遗弃. 刘式达将分数阶微分描述为
“天气与气候之间的桥梁”, 气候的分数阶微分是天
气. 正是由于分数阶微分的存在, 使得气候较天气
的记忆性好 [22].

2.2 分数阶混沌系统 Adomian求解算法

对于给定的分数阶混沌系统 ∗Dq
t0x(t) =

f(x(t)) + g(t), 其中x(t) = [x1(t), x2(t), · · · ,
xn(t)]

T为给定的函数变量, 对于自治系统, g(t) =
[g1, g2, · · · , gn]T为常量, 而 f表示包含线性和非线

性部分函数式. 由下式将系统分为三部分:
∗Dq

t0x(t) =Lx(t) +Nx(t) + g(t),

x(k)(t+0 ) =bk, k = 0, · · · ,m− 1,

m ∈ N,m− 1 < q 6 m, (8)

其中 ∗Dq
t0为 q阶Caputo微分算子, L为系统函数

的线性部分, N 为系统函数的非线性部分, bk为初
始值. 在 (8)式两边积分可得

x = Jq
t0Lx+ Jq

t0Nx+ Jq
t0g + Φ, (9)

其中Φ =
m−1∑
k=0

bk
(t− t0)

k

k!
满足系统的初值条件.

根据Adomian分解算法原理, 方程的解可表示为
x =

∞∑
i=0

xi. 将非线性项按下式进行分解:

Ai
j =

1

i!

[ di

dλi
N(vij(λ))

]
λ=0

,

vij(λ) =
i∑

k=0

(λ)kxk
j , (10)

其中 i = 0, 1, · · · ; j = 1, · · · , n, 则非线性项可以
表示为

Nx =
∞∑
i=0

Ai(x0,x1, · · · ,xi), (11)
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即方程的解为

x =

∞∑
i=0

xi

=Jq
t0L

∞∑
i=0

xi + Jq
t0

∞∑
i=0

Ai + Jq
t0g + Φ, (12)

其推导关系为

x0 = Jq
t0g + Φ,

x1 = Jq
t0Lx

0 + Jq
t0A

0(x0),

x2 = Jq
t0Lx

1 + Jq
t0A

1(x0,x1),

· · ·

xi = Jq
t0Lx

i−1 + Jq
t0A

i−1(x0, x1, · · · ,xi−1),

· · · (13)

2.3 分数阶简化Lorenz系统求解

分数阶简化Lorenz系统只含一个系统参数 c,
其分数阶微分方程为 [23]

∗Dq
t0x1 = 10(x2 − x1),

∗Dq
t0x2 = (24− 4c)x1 − x1x3 − cx2,

∗Dq
t0x3 = x1x2 − 8x3/3. (14)

对系统中的线性项和非线性项进行分解可得
Lx1

Lx2

Lx3

 =


10(x2 − x1)

(24− 4c)x1 + cx2

−8x3/3

 ,


Nx1

Nx2

Nx3

 =


0

−x1x3

x1x2

 ,


g1

g2

g3

 =


0

0

0

 . (15)

根据 (10)式, 对非线性项进行分解可得

A0
2 =− x0

1x
0
3,

A1
2 =− x1

1x
0
3 − x0

1x
1
3,

A2
2 =− x2

1x
0
3 − x1

1x
1
3 − x2

1x
0
3,

A3
2 =− x3

1x
0
3 − x2

1x
1
3 − x1

1x
2
3 − x0

1x
3
3,

A4
2 =− x4

1x
0
3 − x3

1x
1
3 − x2

1x
2
3 − x1

1x
3
3 − x0

1x
4
3,

A5
2 =− x5

1x
0
3 − x4

1x
1
3 − x1

1x
4
3 − x3

1x
2
3 − x2

1x
3
3

− x0
1x

5
3; (16)

A0
3 =x0

1x
0
2,

A1
3 =x1

1x
0
2 + x0

1x
1
2,

A2
3 =x2

1x
0
2 + x1

1x
1
2 + x0

1x
2
2,

A3
3 =x3

1x
0
2 + x2

1x
1
2 + x1

1x
2
2 + x0

1x
3
2,

A4
3 =x4

1x
0
2 + x3

1x
1
2 + x2

1x
2
2 + x1

1x
3
2 + x0

1x
4
2,

A5
3 =x5

1x
0
2 + x4

1x
1
2 + x1

1x
4
2 + x3

1x
2
2 + x2

1x
3
2

+ x0
1x

5
2. (17)

根据给出的初始条件, 即有

x0
1 = x1(t0),

x0
2 = x2(t0),

x0
3 = x3(t0). (18)

令 c01 = x0
1, c02 = x0

2, c03 = x0
3, 即c0 = [c01, c

0
2, c

0
3]. 根

据 (13), (14)式和性质 (2), (3)和 (4)可得

x1
1 =10(c02 − c01)

(t− t0)
q

Γ (q + 1)
,

x1
2 =[(24− 4c)c01 + c · c02 − c01c

0
3]
(t− t0)

q

Γ (q + 1)
,

x1
3 =(−8

3
c01 + c01c

0
2)

(t− t0)
q

Γ (q + 1)
. (19)

将系数赋值到对应变量, 即令

c11 = 10(c02 − c01),

c12 = (24− 4c)c01 + c · c02 + c04 − c01c
0
3,

c13 = −(8/3)c01 + c01c
0
2,

可得x1 = c1(t− t0)
q/Γ (q + 1). 可见只要求出每

一项对应的系数即可, 根据 (13)式中的推导关系,
性质 (2), (3), (4)和非线性项分解式, 可推得x其他

5项的系数分别为

c21 =10(c12 − c11),

c22 =(24− 4c)c11 + c · c12 − c11c
0
3 − c01c

1
3,

c23 =− 8

3
c11 + c11c

0
2 + c01c

1
2; (20)

c31 =10(c22 − c21),

c32 =(24− 4c)c21 + c · c22 − c21c
0
3

− c11c
1
3

Γ (2q + 1)

Γ 2(q + 1)
− c01c

2
3,

c33 =− 8

3
c21 + c21c

0
2 + c11c

1
2

Γ (2q + 1)

Γ 2(q + 1)
+ c01c

2
2; (21)

c41 =10(c32 − c31),

c42 =(24− 4c)c31 + c · c32 − c31c
0
3 − (c21c

1
3

+ c11c
2
3)

Γ (3q + 1)

Γ (q + 1)Γ (2q + 1)
− c01c

3
3,
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c43 =− 8

3
c31 + c31c

0
2 + (c11c

2
2

+ c21c
1
2)

Γ (3q + 1)

Γ (q + 1)Γ (2q + 1)
+ c01c

3
2; (22)

c51 =10(c42 − c41),

c52 =(24− 4c)c41 + c · c42 − c41c
0
3 − (c31c

1
3

+ c11c
3
3)

Γ (4q + 1)

Γ (q + 1)Γ (3q + 1)

− c21c
2
3

Γ (4q + 1)

Γ 2(2q + 1)
− c01c

4
3,

c53 =− 8

3
c41 + c41c

0
2 + (c11c

3
2

+ c31c
1
2)

Γ (4q + 1)

Γ (q + 1)Γ (3q + 1)

+ c21c
2
2

Γ (4q + 1)

Γ 2(2q + 1)
+ c01c

4
2; (23)

c61 =10(c52 − c51),

c62 =(24− 4c)c51 + c · c52 − c51c
0
3 − (c41c

1
3

+ c11c
4
3)

Γ (5q + 1)

Γ (q + 1)Γ (4q + 1)
− (c21c

3
3

+ c31c
2
3)

Γ (5q + 1)

Γ (2q + 1)Γ (3q + 1)
− c01c

5
3,

c63 =− 8

3
c51 + c51c

0
2 + (c11c

4
2

+ c41c
1
2)

Γ (5q + 1)

Γ (q + 1)Γ (4q + 1)
+ (c21c

3
2

+ c31c
2
2)

Γ (5q + 1)

Γ (2q + 1)Γ (3q + 1)
+ c01c

5
2. (24)

此时系统方程的解可表示为

x̃j(t) =c0j + c1j
(t− t0)

q

Γ (q + 1)
+ c2j

(t− t0)
2q

Γ (2q + 1)

+ c3j
(t− t0)

3q

Γ (3q + 1)
+ c4j

(t− t0)
4q

Γ (4q + 1)

+ c5j
(t− t0)

5q

Γ (5q + 1)
+ c6j

(t− t0)
6q

Γ (6q + 1)
, (25)

其中 j = 1, 2, 3. 这样就可以得到系统变量的解析
解, 在实际计算中, 应当将时间段 [t0, t] 分成较小的

时间段 [tk, tk+1], 在每一小段时间上以 tk为 t0, 得
到对应 tk+1时刻的值, 以此类推. 图 1为采用 (25)
式仿真得到的分数阶简化Lorenz系统吸引子相图,
其中小时间段长度为0.01 s,初值为 [0.1 0.2 0.3],参
数 c = 5, 阶数 q = 0.98.
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15
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-10 -5 0 5 10
0
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20

x1

x1

x
2

x
3

(b)

图 1 分数阶简化Lorenz系统的吸引子相图 (a) x1-x2

平面; (b) x1-x3平面

3 不同算法对比与分数阶简化Lorenz
系统复杂性分析

3.1 不同算法对比

当 q = 1时, 系统为整数阶混沌系统, 其为分
数阶的一种特殊情况. 对于整数阶混沌系统的求
解, 使用较多的是Runge-Kutta法和欧拉算法. 这
里将采用Adomian算法、预估 -校正算法和Runge-
Kutta算法求解, 设有如下初值问题:

∗Dq
t0y(t) = y, y(0) = 1. (26)

当 q = 1时, 可知系统的精确解为 y(t) = et. 采用
三种算法求解系统, 其结果分别记为 y

(A)
n , y(Y )

n 和

y
(R)
n , 其求解过程分别如 (27), (28)和 (29)式所示,
并与精确解 y进行对比, 图 2为计算误差图.

y(A) = y0

[
1 +

(t− t0)
q

Γ (q + 1)
+ · · ·+ (t− t0)

8q

Γ (8q + 1)

]
;

(27)
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y
(Y )
n+1 = y0 +

hq

Γ (q + 2)

ypn+1 +

n∑
j=0

αj,n+1y
(Y )
j

 ,

αj,n+1 =


nq − (n− 2)(n+ 1)q, j = 0,

(n− j + 2)q+1 + (n− j)q+1

−2(n− j + 1)q+1, 1 6 j 6 n,

ypn+1 = y0 +
1

Γ (q)

n∑
j=0

bj,n+1y
(Y )
j ,

bj,n+1 =
hq

q
((n− j + 1)q − (n− j)q) ,

0 6 j 6 n; (28)

y
(R)
n+1 = y(R)

n +
h

6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4),

K1 = y(R)
n ,

K2 = y(R)
n +

h

2
K1,

K3 = y(R)
n +

h

2
K2,

K4 = y(R)
n + hK3. (29)

由图 2可见, 随着时间增加, 三种算法的累积
误差都在增加, 且增幅呈指数态. 从误差的大小来
看, 预估 -校正算法误差最大, Runge-Kutta较其小
了 3个数量级, 而Adomian再小 3个数量级, 可见
利用Adomian分解算法能够得到更为准确的数值
解. 从截断误差的角度来看, 预估 -校正算法的截断
误差为

e = max
j=0,1,··· ,N

|x(tj)− xh(tj)| = o(hp). (30)

其中 p = min(2, 1 + q), 当 q = 1时 e = o(h2).
Runge-Kutta算法的截断误差为

e = max
j=0,1,··· ,N

|x(tj)− xh(tj)| = o(h5). (31)

可见其求解精度更高. Adomian算法的收敛特性
类似于Taylor级数, 且其收敛速度非常快, 通常
只要取前面几项即可得到比较精确的解, 其误差
收敛于 [24]

e 6 k
MP

P !
, (32)

其中P为项数, 如 (27)式中P = 8; ||N (P )(0)|| 6 k,
∞∑
i=0

|ui| 6 M .

Adomian分解算法和预估 -校正算法的时间复
杂度和空间复杂度对比如表 1所示. 可见Adomian
算法在时间复杂度和空间复杂度两方面都优于预

估 -校正算法. 表 1中, 后 3行为求解分数阶简化
Lorenz系统时, 为得到不同长度序列所需要的时间
(计算机CPU 频率不同, 计算结果会有差异, 作者
计算机: Intel Dual E2180 2.0 GHz),可见,预估 -校
正算法所需时间增长幅度比Adomian算法快得多.
对比Adomian算法和预估 -校正算法, 可见在求解
分数阶混沌系统时, Adomian算法是更好的选择.

表 1 分数阶混沌数值求解算法对比

Adomian算法 预估 -校正算法

时间复杂度 O(n), � O(n2), �

空间复杂度 O(1), � O(n), �

N = 1000 0.9701 s 2.0154 s

N = 2000 1.8403 s 7.7051 s

N = 5000 4.5162 s 51.3995 s
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图 2 不同算法求解误差曲线 (a) Adomian算法; (b)
Runge-Kutta算法; (c) 预估 -校正算法
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3.2 分数阶简化Lorenz系统的动力学特性
分析

分数阶简化Lorenz系统的阶数 q变化时的分

岔图如图 3所示. 从图 3 (a)中可以看出, 当 q大

于 0.45时系统为混沌系统, 即此时系统出现混沌
的最小阶数为 1.35, 对比在相同仿真参数条件下
(h = 0.01, c = 5)利用预估 -校正算法出现混沌最
小阶 q为 0.93, 即最小阶数 2.79[23], 本算法得到的
结果小 1/2, 可见利用Adomian 分解法求解精确
度更优, 能在更低阶数下得到系统的混沌解. 由
图 3 (a)可见, 当 q处于 0.68到 0.70之间时, 系统存
在周期态, 但是图中并不明显, 需要进一步放大
进行观察. 图 3 (b)为 q区间放大后的系统分岔图.
由图可见, 系统在此区间存在有混沌态和周期态,
动力学性能比较丰富. 在实际加密和保密通信应
用中 q值应避免取 0.68到 0.70之间的值. 图 4为 q

取 0.45时参数 c变化的分岔图结果, 由图可见, 当
c ∈ [−2, 1.7)时, 系统为周期态, 当 c ∈ [1.7, 7.1)时

系统处于混沌态, 最后系统呈现周期态.
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图 3 分数阶简化Lorenz系统 q变化分岔图 (c = 5) (a)
q ∈[0.4 1]; (b) q ∈[0.675 0.7]
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图 4 分数阶简化Lorenz系统 c变化分岔图 (q = 0.45)

3.3 分数阶简化Lorenz系统的复杂度分析

采用SE算法 [19]和C0算法
[20], 分别计算 q变

化时系统的复杂度, 其结果如图 5所示. 计算复
杂度时计算步长为 0.01 s, 序列长度为 50000. 从
图 5可以看出SE复杂度和C0复杂度随阶数 q变化

时变化趋势一致; 当 q大于 0.45时两种复杂度随着
q值的增加呈减小的趋势, 且和图 3 (a)具有一致性.
可见, SE和C0复杂度能够反映出系统的动力学特

性; 分数阶混沌系统具有比整数阶混沌系统更大的
复杂度测度值, 从复杂度的角度反映出研究分数阶

C
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图 5 分数阶简化Lorenz系统随 q变化时的复杂度 (a)
SE 复杂度; (b) C0复杂度
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混沌系统具有重要的理论和实际意义. 从图 5中还

可以看出, 当 q取 0.69左右的值时, 存在复杂度较
小窗口, 与图 3中出现的周期窗口是对应的.

q = 0.45, c变化时的复杂度变化规律如图 6所

示. 同样可见SE复杂度测度值和C0复杂度测度值

具有较好的一致性; 当系统处于周期态时复杂度几
乎接近 0, 而当系统处于混沌态时, 复杂度比较大,
进一步反映出复杂度能够反映出系统的动力学状

态. 混沌态时, 复杂度不随 c值增加而明显变化, 即
在实际应用中, 只要取混沌态时的 c值即可.
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图 6 分数阶简化Lorenz系统 c变化时的复杂度 (a) SE
复杂度; (b) C0复杂度

4 结 论

采用Adomian分解算法求解分数阶混沌系统,
给出了详细的算法描述, 结合分数阶简化Lorenz
系统, 研究了其数值解, 并得到了吸引子相图. 对
比了Adomian分解算法、预估 -校正算法和Runge-
Kutta算法的性能, 对系统动力学特性和复杂度进
行了分析, 并得到以下结论.

1.通过小窗口划分法, Adomian分解算法可实
现对分数阶混沌系统精确求解. 与预估 -校正算法
和Runge-Kutta算法相比, Adomian分解算法的计
算误差最小.

2.利用Adomian分解算法得到的系统出现混
沌最小阶数明显小于利用预估 -校正算法得到的最
小阶数, 所以在对分数阶混沌系统进行数值仿真

时, 应采用精度更高的Adomian 分解算法.
3.分数阶简化Lorenz系统复杂度随阶数 q和

参数 c变化规律表明, 复杂度变化规律和分岔图结
果一致, 且当 q增加时, 复杂度呈总体减小的趋势,
表明分数阶混沌系统更具有更好的应用前景.
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Abstract
Based on the definitions of fractional-order differential and Adomian decomposition algorithm, the numerical solution

of the fractional-order simplified Lorenz system is investigated. Results show that compared with the Adams-Bashforth-
Moulton algorithm, Adomian decomposition algorithm yields more accurate results and needs less computing as well as
memory resources. It is even more accurate than Runge-Kutta algorithm when solving the integer order system. The
minimum order of the simplified Lorenz system solved by using Adomian decomposition algorithm is 1.35, which is much
smaller than 2.79 achieved by the Adams-Bashforth-Moulton algorithm. Dynamical characteristics of the system are
studied by the phase diagram, bifurcation analysis, and complexities are calculated by employing the spectral entropy
(SE) algorithm and C0 algorithm. Complexity results are consistent with the bifurcation diagrams, for which mean
complexity can also reflect the dynamic characteristics of a chaotic system. Complexity decreases with increasing order
q, and there are little influences on complexity versus changes of parameter c when the system is chaotic. It provides
a theoretical and experimental basis for the application of fractional-order chaotic system in the field of encryption and
secure communication.
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characteristic, complexity
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