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各向异性表面张力对定向凝固中深胞晶生长的

影响∗
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利用匹配渐近展开法和多变量展开法求出定向凝固深胞晶生长的浓度场和界面形态的全局渐近解, 研究
各向异性表面张力对定向凝固深胞晶生长的影响. 结果表明, 各向异性表面张力对定向凝固过程深胞晶生长
有显著的影响. 随着各向异性表面张力增大, 胞晶前端部分浓度减小而胞晶界面收缩; 胞晶根部的浓度增大
而界面曲率增大或根部的曲率半径减小, 各向异性表面张力使得深胞晶界面振幅增加. 本文结果能够计算定
向凝固过程中深胞晶生长的浓度、界面形态.
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1 引 言

在定向凝固过程中典型的固液界面微结构形

态是胞晶和枝晶. 当拉速V 充分小时, 固液界面是
平直的; 随着拉速V 的增加, 平直的界面变成弯曲
的小振幅胞晶界面; 当拉速V 进一步增加时, 界面
演化变成振幅较大的深胞晶. 当拉速V 进一步增

加并超过某个临界速度Vc时, 深胞晶界面演化变
成枝晶界面. 当进一步增加拉速V , 枝晶界面演化
变成平直界面. 对振幅较小的胞晶界面以及对枝
晶界面, 经过半个多世纪的深入研究, 先后形成了
M-S不稳定性理论 [1,2]、微观可解性条件 [3−7]和界

面波理论 [8]等, 例如Langer等 [3]作了对称理论模

型的稳定性分析. Corell和McFadden等 [4−7] 将两

相的热物理性质参数视为不同, 研究非对称模型的
界面形态稳定性, Davis [9]总结了凝固过程中晶体

界面形态微结构的研究工作, 黄卫东等 [10]实验发

现在定向凝固过程中胞晶的形态选择具有历史相

关性, 深化了对定向凝固界面微结构的认识. 张云
鹏等 [11] 采用CA 方法模拟界面能各向异性对胞晶
生长形态的影响, 发现界面能各向异性强度会显著
影响稳定胞晶的形态. 对于扰动振幅较小的胞晶
界面, 在临界速度Vc附近的平直界面上以振幅作

为小的扰动参数展开, 在此基础上可以作线性和弱
非线性稳定性分析, 但当拉速V 超过临界速度Vc

后进一步增加, 凝固系统的扰动充分发展, 界面变
成指状结构, 其胞晶的根部加深使胞晶界面变为
深胞晶, 其界面扰动振幅变大而不能以振幅作为
扰动参数展开, 因而线性和弱非线性理论不再有
效. Weeks和Saarloos 等 [12,13]用渐近匹配方法研

究了深胞晶界面结构的性质和界面形态稳定性, 指
出守恒律对于深胞晶根部封闭的重要性, 但是这
些理论分析没有能够求出在深胞晶根部的解析解,
因而不能确定整个胞晶的界面形态、尖端位置和

根部位置、深胞晶的振幅、前端的溶质浓度分布以
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及这些数学量之间的解析关系. Chen等 [14] 研究

Hele-shaw 生长室中在各向同性表面张力作用下深
胞晶生长形态, 利用匹配渐近展开法得到了整个深
胞晶形态的近似解析解, 揭示了深胞晶界面形态有
低频不稳定性和震荡全局不稳定性两种物理机理.
本文在Chen等 [14]在各向同性表面张力作用下深

胞晶生长研究的基础上, 利用匹配渐近展开法和多
重尺度法获得了定向凝固深胞晶生长的浓度场和

界面形态的渐近解, 进一步研究各向异性表面张力
对定向凝固中深胞晶生长形态的影响.

2 深胞晶生长的数学模型

考虑二元合金熔体定向凝固过程中的深胞晶

生长, 其液相位于上半空间, 界面拉伸速度为常数
速度V , 方向指向向上液相方向. 假定固相是相对
静止的, 在随界面向上移动且原点位于胞晶尖端
的直角坐标系Oxy中, 温度梯度为GT, 远场浓度
为C∞, 胞晶列的周期为 ℓw. 深胞晶生长满足热传
导方程、溶质扩散方程、界面方程, 包括热平衡条
件、Gibbs-Thomson条件、熵守恒条件、溶质守恒条
件和界面分离条件. 各向异性表面张力用四重对
称函数γ(θ) = γ0(1 + α4 cos 4θ)表示, 其中γ0为各

向同性表面张力参数, θ为界面法向量与Oy轴之

间的夹角, α4为表面张力各向异性的强度. 本文
忽略固相中的热扩散和溶质扩散, 并假设深胞晶
尖端曲率半径 ℓt远小于溶质扩散长度 ℓD = κD/V ,
即 ℓt ≪ ℓD, 其中κD为溶质扩散系数, 定义主间距
参数W = ℓw/ℓt, 其中 ℓw为胞晶列的周期. 为了
作渐近分析, 选取 ℓt为长度尺度, 拉速V 为速度尺

度, ℓt/V 为时间尺度, ∆H/(cpρ)为温度尺度, 其中
∆H为单位体积内固相潜热, cp为比热, ρ为熔体密
度, 于是深胞晶生长满足的热传导方程、溶质扩散
方程以及界面条件转化为无量纲的控制方程. 进
一步选取 ε = ℓt/ℓD为小参数. 由于深胞晶界面形
态的周期性, 我们只需研究胞晶界面单个周期的界
面形态. 与文献 [14]一样, 利用Saffman-Taylor解
构造曲线坐标系 (ξ, η), 它与平面直角坐标系的关
系为

x = WX(ξ, η) = Wλ0ξ −
2W (1− λ0)

π

× arctan
(

(1− eπη) sin(πξ)
(cos(πξ) + 1)(1 + eπη)

)
,

y = WY (ξ, η) = W (2λ0 − 1)η +
W (1− λ0)

π

× ln e2πη + 2 eπη cos(πη) + 1

4
, (1)

其中λ0是与主间距参数W有关的待定常数. 在曲
线坐标系 (ξ, η) 下, 界面形状表示为 ηB = ηB(ξ, ε),
它在胞晶尖端 ξ = η = 0 处满足

∂ηB
∂ξ

(0) = 0, ηB(0) = 0, (2)

在根部底端 ξ = ±1, η = ηb处满足

ηB(±1) = ηb,
∂ηB
∂ξ

(±1) = 0. (3)

液相温度分布近似为仅关于 y的线性函数

TL = εG(y − y0) +O(ε2)

= εG(WY (ξ, η)− y0) +O(ε2), (4)

其中 y0是坐标原点到使温度TL = 0的点之间的距

离, G = (ℓDGT)/(∆H/(cpρL))为界面无量纲温度

梯度. 可以看出, (4)式满足热传导方程和热平衡条
件. 在曲线坐标系 (ξ, η)下, 溶质扩散方程表示为

∂2C

∂ξ2
+

∂2C

∂η2
+ εW

(
Yξ

∂C

∂ξ
+Xξ

∂C

∂η

)
= 0. (5)

方程 (5)在界面上满足Gibbs-Thomson条件和溶质
守恒条件:

C(ξ, 0) + ηB
∂C

∂η
(ξ, 0)

= y∗ − ελGW (Y (ξ, 0) + ηBYη(ξ, 0))

− ε2Γ̂

MW0

[(
1− α4B0(ξ)− α4B1(ξ)ηB

− α4B2(ξ)η
′
B
)
K0(ξ)−

1

G0(ξ, 0)
η′′B
(
(1

− α4B0(ξ)) + α4B1(ξ)ηB + α4B2(ξ)η
′
B
)]
, (6)

∂C

∂η
(ξ, 0) + ηB

∂2C

∂η2
(ξ, 0)− ∂ηB

∂ξ

∂C

∂ξ
(ξ, 0)

− εW (1− k)

(
C(ξ, 0) + ηB

∂C

∂η
(ξ, 0)

)
×
(
Yξ(ξ, 0)

∂ηB
∂ξ

− Yη(ξ, 0)− Yηη(ξ, 0)ηB

)
= 0,

(7)

其中 Γ̂ = ε−2Γ , Γ̂ = O(1), Γ = ℓc/ℓt为表面张力

参数, ℓc = (γcpρTM)/(∆H)2 为毛细长度, TM为纯

物质熔体温度, M = −mC∞/(∆H/(cpρ))为形态

数, m 为相图中液相线斜率, m < 0, λG = G/M为

长度比参数, 假设 y∗ = ελGy0, κ是分离系数,

G0 = G(ξ, 0) =

√
λ2
0 + (1− λ0)2 tan2 πξ

2
,
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K0(ξ) =
πλ0(1− λ0) cos πξ

2

2

(
λ2
0 + (1− 2λ0) sin2 πξ

2

)3/2
,

B0(ξ) =
a1 − 2a2 cos(πξ) + a3 cos2(πξ)

(a4 + a5 cos(πξ))2
,

B1(ξ) =
1

(a4 + a5 cos(πξ))3
[
16πλ0(1− λ0)

3

× (1− cos(πξ))(a4 cos(πξ) + a5)
]
,

B2(ξ) =
16λ0(1− λ0) sin(πξ)(a4 cos(πξ) + a5)

(a4 + a5 cos(πξ))2
,

a1 = 1− 4λ0 + 8λ3
0 − 4λ4

0,

a2 = 1− 4λ0 + 6λ2
0 − 4λ3

0,

a3 = 1− 4λ0 + 12λ2
0 − 16λ3

0 + 8λ4
0,

a4 = 2λ2
0 − 2λ0 + 1, a5 = 2λ0 − 1.

在单个胞晶的侧壁上, ξ = ±1,
∂C

∂ξ
(±1, η) = 0, (8)

在远场处, η → ∞时,

C ∼ 1 +Q0 e−εWη, (9)

其中Q0是与变量 ξ, η无关的常数.

3 问题的渐近解和分析

方程 (1)—(9)构成一个摄动问题, 当 ε → 0时,
我们求出胞晶生长界面形态的渐近解. 与Chen
等 [14]的分析一样, 将胞晶生长区域划分为远离根
部的外部区域 (I)和根部附近的根部区域 (II), 在外
部区域和根部附近的根部区域分别求出渐近解, 然
后将它们匹配得到在整个区域一致有效的渐近解.

3.1 外部区域的渐近解

先求在远离根部的外部区域 (I)的渐近解. 因
为问题 (2)—(9)是线性非齐次的, 所以将解分为非
齐次问题的特解与对应的齐次问题的通解之和, 即

{C, ηB} =
{
C̄, η̄B

}
+
{
C̃, η̃B

}
. (10)

这里
{
C̄, η̄B

}
表示非齐次问题的特解,

{
C̃, η̃B

}
表

示对应齐次问题的通解.
对于求非齐次问题的特解

{
C̄, η̄B

}
, 引入慢变

量 η̃ = εη, 将浓度场看作为相互独立变量 (ξ, η, η̃)

的多变量函数, 设
{
C̄, η̄B

}
的渐近展开为 [14]

C̄ = C̄0(ξ, η, η̃) + εC̄1(ξ, η, η̃) + · · · , (11)

η̄B(ξ, ε) = εh1(ξ) + ε2h2(ξ) + · · · , (12)

同时设

y∗ = y∗0 + εy∗1 + · · · , (13)

W = W0 + εW1 + · · · , (14)

将式 (11)—(14)代入到方程 (2)—(9)依次得到如下
的各级渐近解:

C̄0 = 1 + (y∗0 − 1) e−W0η̃, (15)

C̄1 = W0λGη −W0λGY (ξ, η)

+
[
y∗1 e−W0η̃ +W0λGβ0

×
(
1− e−W0η̃

)]
, (16)

h1(ξ) =

∞∑
m=0

B1,m cos(mπξ), (17)

y∗0 =
1 + λG(1− λ0)

1− λ0(1− κ)
,

y∗1 =
W0β0λ0λGκ

1− (1− κ)λ0
, (18)

W0 = π(1− λ0)/2λ
2
0,

W1 = − η′′B(0)/λ0, (19)

其中β0 = −(2 ln 2)(1 − λ0)/π, B1,m满足线性方

程组
∞∑

n=1

℘̂m,nB1,n − λ0

2(1− λ0)
B1,m

=
λ0

2W0(1− λ0)∆0

[
(1− κ)W 2

0 λ0λG
τm
mπ

− Γ̂

MW0
(γm − α4Sm)− E2,m(0, 0)

− 1

mπ

∂E2,m

∂η
(0, 0)

]
, (20)

Sm =

∫ 1

−1

[B0(ξ)K0(ξ) cos(mπξ)]dξ,

γm =

∫ 1

−1

K0(ξ) cos(mπξ)dξ,

τm =

∫ 1

−1

Y (ξ, 0) cos(mπξ)dξ,

E2,m =
1

2
W 2

0 λG

∫ 1

−1

Y 2(ξ, 0) cos(mπξ)dξ,

∂E2,m

∂η
= W 2

0

(
λ0λG +

1

2
∆0

)
τm,

∆0 = λ0[(1− κ)y∗0 − λG],
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℘̂m,n =


0, (n > m),

(−1)m+n+12, (n < m),

−1 (n = m).

(21)

为 了 求 (10)式 中 对 应 齐 次 问 题 的 通 解{
C̃, η̃B

}
, 引入快变量 ξ+和 η+

[14],

ξ+ =
1√
εΓ̂

∫ ξ

0

k(ξ1, η)dξ1,

η+ =
1√
εΓ̂

∫ η

0

k(ξ, η1)dη1,

其中

k(ξ, η) = k0(ξ, η) + εk1(ξ, η) + · · · ,

k0(ξ, 0) = k̄0(ξ).

将问题看成多重变量 (ξ, η, ξ+, η+)的函数, 当 ε →
0 时,

C̃(ξ, η, ε) = εC̃0(ξ, η, ξ+, η+)

+ ε2C̃1(ξ, η, ξ+, η+) + · · · , (22)
η̃B(ξ, ε) = h̃0(ξ, ξ+) + εh̃1(ξ, ξ+) + · · · , (23)

代入方程 (2)—(9), 得到首阶项满足的方程
∂2C̃0

∂ξ2+
+

∂2C̃0

∂η2+
= 0. (24)

在胞晶侧壁 ξ = ±1上,
∂C̃0

∂ξ+
= 0. (25)

在界面上, 当 η = η+ = 0时,

C̃0 =
[1− α4B0(ξ)]k̄

2
0

W0MG0(ξ, 0)

∂2h̃0

∂ξ2+

+

{
W0∆0 −

α4B1(ξ)k̄
2
0

W0MG0(ξ, 0)

× ∂2h̃0

∂ξ2+
− ∂C̃0

∂η

}
h̃0, (26)

k̄0
∂C̃0

∂η+
= W0

∆0

λ0
Yξ,0(ξ, 0)k̄0

∂h̃0

∂ξ+
. (27)

方程 (24)—(26)有如下形式的模式解:

C̃0 = Ā0(ξ, η) e iξ+−η+ ,

h̃0 = D̄0 exp{iξ+}, (28)

其中 D̄0为常数,

k̄30 = k̄0W
2
0 M∆0G0(ξ, 0)

1 +
i
λ0

Yξ,0(ξ, 0)

1− α4B0(ξ)
, (29)

方程 (29)有三个根

k̄
(1)
0 = k̄s(ξ), k̄

(2)
0 = −k̄s(ξ), k̄

(3)
0 = 0,

其中

k̄s(ξ) = W0

√
M∆0G0(ξ, 0)

[1− α4B0(ξ)]

[
1 +

i
λ0

Yξ0(ξ, 0)

]1/2
.

记

χ(ξ) =

∫ ξ

0

k̄s(ξ1)dξ1 = χR(ξ) + iχI(ξ),

令Re
{
k̄s(ξ)

}
> 0, 则界面有三个基本解,

H1(ξ) = e
i√
εΓ̂

χ(ξ)
, H2(ξ) = e

− i√
εΓ̂

χ(ξ)
,

H3(ξ) = 1.

注意到 Im
{
k̄s(ξ)

}
> 0 (−1 < ξ 6 0), 在远离界面

处, 随着 η的增加, 相应的浓度场趋于无穷, 不满足
远场衰减条件, 所以必须剔除H1(ξ). 又当 ξ → −1

时, Re
{
k̄s(ξ)

}
→ +∞和 Im

{
k̄s(ξ)

}
→ +∞, 这说

明当 ξ → −1时, |H2(ξ)| → 0, 从而得到外部区域
的界面形状的外解

ηB(ξ, ε) = ε

[
h1(ξ)− h1(0) e

χI (ξ)√
εΓ̂ cos

(
χR(ξ)√

εΓ̂

)]
+ · · · , (30)

界面上的浓度表示为

C(ξ, 0)

= y∗0 + ε(y∗1 −W0λGY (ξ, 0))

− ε2h1(0)

{
W0∆0 −

[1− α4B0(ξ)]k̄
2
0(ξ)

W0MG0(ξ, 0)

}
× e

χI (ξ)√
εΓ̂ cos

(
χR(ξ)√

εΓ̂

)
+ · · · . (31)

图 1和图 2分别显示了界面函数 ηB(ξ)和浓度

的外解在各向异性表面张力作用下的变化. 随着各
向异性表面张力增大胞晶前端部分收缩, 这说明胞
晶前端的溶质容易向外排出.

−1.0 0 1.0 2.0 3.0

−3.0

−2.5

−2.0

−1.5

−1.0

−0.5

0

0.5

x

y

 

α

=

0

α=0.06

图 1 各向异性表面张力影响下界面外解 ηB(ξ)表示的胞

晶形态变化, 其中 ε = 0.1, κ = 0.1, λG = 2.0, λ0 = 0.6,
M = 1.0, Γ̂ = 1.0, α4 = 0, 0.03, 0.06(从胞晶外向胞晶内)
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图 2 界面上浓度受各向异性表面张力的影响, 其中
α4 = 0, 0.03, 0.06, ε = 0.1, κ = 0.1, λG = 2.0,
λ0 = 0.6, M = 1.0, Γ̂ = 1.0.

3.2 根部区域的渐近解

界面形状外解式 (30)满足尖端光滑条件
ηB(0) = η′B(0) = 0, 但是在 ξ = ∓1处不满足根

部光滑条件, 因此远离根部的外部区域 (I)的渐近
解, 但它不能提供关于根部底端的位置、胞晶的
全长和根部底端的浓度信息. 为了求出根部附近
的根部区域 (II)的一致有效渐近解, 在根部区域
|ξ + 1| ≪ 1, |η − ηT(ξ)| ≪ 1, 假定函数 η = ηT(ξ)

为根部区域的界面形状函数, 引入变量 ξ̂ 和 η̂ [14]:

ξ̂ = (1 + ξ)/δ(ε), η̂ = (η − ηT(ξ))/δ(ε), (32)

则在根部区域的远场处有 ηB(ξ) ≈ εa0(ξ ± 1)α, 其
中a0为常数.

为了使得根部区域的界面形状函数与外解

(30)匹配, 需要根部区域的界面形状函数在根部区
域的远场处满足条件

ηT(ξ) = δ(ε)η̂T

(
ξ̂
)
= εa0(1 + ξ)α = εa0δ

α(ε)ξ̂α,

其中

δ(ε) = ε
1

1−α ,

η̂T

(
ξ̂
)
=

η̂∗,
(
ξ∗ < ξ̂ < ∞

)
,

η̂b + a2ξ̂
2 + a3ξ̂

3, (0 6 ξ̂ < ξ∗),

这里 η̂∗, η̂b, a2和a3为 ξ∗的函数:

η̂∗ = a0ξ
α
∗ ,

η̂b = a0[1− α(5− α)/6]ξα∗ ,

a2 =
1

2
a0α(3− α)ξα−2

∗ ,

a3 = − 1

3
a0α(2− α)ξα−3

∗ ,

而 ξ∗为待定的特征值. 假定根部区域界面形态函
数
∣∣∣η̂B(ξ̂, ε)

∣∣∣ ≪ 1, 在界面 η̂T

(
ξ̂
)
附近界面形态函

数表达为

η̂B(ξ, ε) = δ(ε)
(
η̂T(ξ̂) + η̂B(ξ̂, ε) + · · ·

)
, (33)

在根部区域, 浓度场在内变量
{
ξ̂, η̂
}
条件下可以表

示为C = Ĉ
(
ξ̂, η̂, ε

)
, 应用根部变量, 将控制方程

(4) 式转化为如下形式的内部方程:

∂2Ĉ

∂ξ̂2
+
[
1 + η̂′2T

(
ξ̂
)] ∂2Ĉ

∂η̂2
− 2η̂′T

(
ξ̂
) ∂2Ĉ

∂ξ̂∂η̂

− η̂′′T

(
ξ̂
) ∂Ĉ

∂η̂
+ εW

{
Ŷξ̂

∂Ĉ

∂ξ̂
+
[
X̂ξ̂

− Ŷξ̂η̂
′
T

(
ξ̂
) ]∂Ĉ

∂η̂

}
= 0. (34)

匹配条件 η̂ → ∞时, Ĉ ⇔ C̄.

侧壁条件 ξ̂ = 0时, ∂Ĉ

∂ξ̂
= 0.

在界面上, Ĉ满足在 η̂ = 0处线性化的界面条

件:

Ĉ +
∂Ĉ

∂η̂
η̂B

= y∗ − ε ln δ(ε)WλGŶ∗ − εWλG

(
Ŷ0 + δ(ε)Ŷ1

)
− εWλG

∂Ŷ0

∂η̂
η̂B +

ε2πΓ̂

2WM(1− λ0)

η̂T√
ξ̂2 + η̂2T

×
(
1− α4 +

8πα4λ0δ(ε)

1− λ0
η̂B

)
− ε2Γ̂

WMĜ0(ξ, 0)

×
(
1− α4 −

8πα4λ0δ(ε)

1− λ0
η̂B

)
η̂′′B, (35)

∂Ĉ

∂η̂
+

∂2Ĉ

∂η̂2
η̂B − ∂η̂B

∂ξ̂

∂Ĉ

∂ξ̂
− εW (1− κ)

×

(
Ĉ +

∂Ĉ

∂η̂
η̂B

)(
Ŷξ̂,0

∂η̂B

∂ξ̂
− Ŷη̂,0

)

+ εW (1− κ)

(
Ĉ +

∂Ĉ

∂η̂
η̂B

)
Ŷη̂η̂,0η̂B = 0, (36)

其中

Ŷ∗ =
2(1− λ0)

π
,

Ŷ0 =
(1− λ0)

π
ln

π2
[
(η̂ + η̂T)

2 + ξ̂2
]

4
,

Ŷ1 = λ0 (η̂ + η̂T) ,

Ŷη̂,0

(
ξ̂, η̂
)
=

2(1− λ0)

π

η̂ + η̂T

ξ̂2 + (η̂ + η̂T)2
,
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Ŷη̂,1

(
ξ̂, η̂
)
= λ0,

Ŷξ̂,0

(
ξ̂, η̂
)
=

2(1− λ0)

π

ξ̂

ξ̂2 + (η̂ + η̂T)2
,

Ĝ0

(
ξ̂, η̂
)
=

2(1− λ0)

π

1√
ξ̂2 + (η̂ + η̂T)2

,

K̂0

(
ξ̂, 0
)
= − π

2(1− λ0)

η̂T√
ξ̂2 + η̂2T

.

非齐次方程系统 (34)—(36)的解有两部分:{
Ĉ
(
ξ̂, η̂, ε

)
, η̂B

(
ξ̂, ε
)}

=
{
C̄∗

(
ξ̂, η̂, ε

)
, h̄∗

(
ξ̂, ε
)}

+
{
C̃∗

(
ξ̂, η̂, ε

)
, h̃∗

(
ξ̂, ε
)}

, (37)

其中
{
C̄∗, h̄∗ = 0

}
部分为非齐次系统的特解,{

C̃∗, h̃∗

}
部分为齐次部分的通解.

非齐次系统的特解 C̄∗直接由正则展开法得到

C̄∗

(
ξ̂, η̂, ε

)
= y∗0 − ε ln δ(ε)Ŷ∗

+ ε
[
y∗1 −W0λGY0

(
ξ̂, η̂
) ]

+ · · · . (38)

为求齐次部分的通解
{
C̃∗, h̃∗

}
, 引进内部快变

量

ξ̃+ =
ϕ̃
(
ξ̂, η̂
)

√
εΓ̂

=
1√
εΓ̂

∫ ξ̂

0

k̃
(
ξ̂1, η̂

)
dξ̂1,

η̃+ =
φ̃
(
ξ̂, η̂
)

√
εΓ̂

=
1√
εΓ̂

∫ η̂

0

g̃
(
ξ̂, η̂1

)
dη̂1, (39)

设 (34)—(36)有渐近展开解

C̃∗ = εb̃∗0C̃∗0

(
ξ̂, η̂, ξ̃+, η̃+

)
+ · · · , (40)

η̂B

(
ξ̂, ε
)
= b̃∗0(ε)h̃∗0

(
ξ̂, ξ̃+

)
+ · · · , (41)

其中 b̃∗0(ε)为待定函数,代入 (34)—(36)式,得到首
阶项 C̃∗0满足方程

∂2C̃∗0

∂ξ̃2+
+

∂2C̃∗0

∂η̃2+
= 0, (42)

和如下的边界条件:
匹配条件: 当 η̂ → ∞, ξ → −1, η → 0时,

C̃∗0 ⇔ C̃0; (43)

关于 ξ̂ = 0的对称条件:

C̃∗0

(
ξ̂, η̂, ξ̃+, η̃+

)
= C̃∗0

(
−ξ̂, η̂,−ξ̃+, η̃+

)
; (44)

界面条件: 在界面 η̂ = η̃+ = 0处,

C̃∗0 =
(1− α4) k̂

2
0

MW0Ĝ0

(
ξ̂, 0
) ∂2h̃∗0

∂ξ̃2+
, (45)

k̂0√
1 + η̂′

2

T

∂C̃∗0

∂η̃+

= k̂0W0
∆0

λ0
Ŷξ̂,0

(
ξ̂, 0
) ∂h̃∗0

∂ξ̃+
. (46)

方程 (42)有正则模式解

C̃∗0 = Ã∗0(ξ, η) exp{iξ̃+ − η̃+},

h̃∗0 = D̃∗0 exp{iξ̃+}, (47)

其中 Ã∗0(ξ, η)是函数, D̃∗0是常数, 将 (42)式代
入 (45)和 (46)得到 Ã∗0(ξ, η)和 D̃∗0的特征值问题,
k̂0

(
ξ̂
)
满足三次代数方程

[1− α4] k̂
3
0

MW0Ĝ0

(
ξ̂, 0
)√

1 + η̂′2T

− ik̂0W0
∆0

λ0
Ŷξ̂,0

(
ξ̂, 0
)
= 0, (48)

解得这方程 k̂0的三个根

k̂
(1)
0

(
ξ̂
)
= k̂S

(
ξ̂
)
, k̂

(2)
0

(
ξ̂
)
= −k̂S(ξ̂),

k̂
(3)
0

(
ξ̂
)
= 0, (49)

其中

k̂S

(
ξ̂
)
= 2 e

iπ
4
W0(1− λ0)

π

√
M∆0

λ0

×
ξ̂1/2

(
1 + η̂′2T

)1/4[
1− α4B̂0

(
ξ̂
)]1/2 [

ξ̂2 + η̂2T

(
ξ̂
)]3/4 .

记

χ̂
(
ξ̂
)
=

∫ ξ̂

ξ∗

k̂S

(
ξ̂1

)
dξ̂1 = χ̂R

(
ξ̂
)
+ iχ̂I

(
ξ̂
)
,

则得根部区域界面形状函数解为

η̂B(ξ, ε) = δ(ε)η̂T

(
ξ̂
)
− ε∆(ε)h1(0) e

− i√
εΓ̂

χ̂(ξ̂)

+ · · · , (50)

其中

∆(ε) = exp
{
−W0

(1− i)√
εΓ̂

√
2(1− λ0)

π

√
M∆0

λ0

×
∫ 1

δ(ε)

ξ∗

ξ̂
1/2
1

(
1 + η̂′2T

)1/4 dξ̂1

(1− α4)
1/2
(
ξ̂21 + η̂2T

(
ξ̂1

))3/4
 ,

函数 (50)中 χ̂
(
ξ̂
)
满足量子化条件

−ctg
(
χ̂R(0)√

εΓ̂

)
= e

− 2χ̂R(0)√
εΓ̂ , (51)
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从 (51)式可解出一系列特征值 ξ∗ = ξ
(0)
∗ < ξ

(1)
∗ <

ξ
(2)
∗ < · · · , 它们是参数α4, ε的函数. 图 3显示最小

的特征值 ξ∗ = ξ
(0)
∗ 随各向异性表面张力参数α4增

大而减小.

0 0.03 0.06 0.09 0.12 0.15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

α

ε=0.17

ε=0.15

ε=0.14

ξ
⇀

图 3 特征值 ξ∗随各向异性表面张力的变化, 其中
ε = 0.14, 0.15, 0.17 (从下到上), ε = 0.1, κ = 0.1,
λG = 2.0, λ0 = 0.6, M = 1.0, Γ̂ = 1.0, α = 0.86,
a0 = 2.4

通过匹配方法将界面函数的外解和内解匹配,
得到界面函数的合成展开解

ηB(ξ, ε)

= δ(ε)η̂T

(
ξ̂
)
− εa0(1 + ξ)α + εh1(ξ)

− εh1(0)

[
e

χI (ξ)√
εΓ̂ cos

(
χR(ξ)√

εΓ̂

)

−∆(ε) e
χ̂I(ξ̂)√

εΓ̂ cos

 χ̂R

(
ξ̂
)

√
εΓ̂

+ · · · . (52)

根据上述所得到的根部解, 确定指状界面的振幅长
度为

Yb = |Y (−1, δ(ε)η̂b)| ≈
∣∣∣ln δ(ε)Ŷ∗ + Ŷ0 (0, η̂b)

∣∣∣
=

2(1− λ0)

π

∣∣∣∣ln δ(ε) + ln
(
πη̂b
2

)∣∣∣∣ . (53)

根部底端的平均曲率为

Kb ≈ −π (1 + 2a2η̂b) /2(1− λ0). (54)

在根部
(
ξ̂ = 0, η̂ = η̂b

)
浓度为

Croot = y∗0 + ε
(
y∗1 −W0λG ln δ(ε)Ŷ∗

−W0λGŶ0 (0, η̂b)
)
+ · · · , (55)

其中 Ŷ0 (0, η̂b) = [2(1− λ0) ln (πη̂b/2)] /π, Ŷ∗ =

2(1− λ0)/π.
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图 4 胞晶指状界面的振幅对不同各向异性表面张力

随参数 ε的变化, 其中 α4 = 0, 0.03, 0.06 (从下到上),
κ = 0.1, λG = 2.0, λ0 = 0.6, M = 1.0, Γ̂ = 1.0,
α = 0.86, a0 = 2.4

K
b

0 0.05 0.10 0.15 0.20
−100

−90

−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

 

 

ε

α=0

α=0.06

图 5 胞晶根部底端的平均曲率对不同各向异性表面张

力随参数的变化, 其中 α4 = 0, 0.03, 0.06 (从上到下),
κ = 0.1, λG = 2.0, λ0 = 0.6, M = 1.0, Γ̂ = 1.0,
α = 0.86, a0 = 2.4
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图 6 浓度在根部随各向异性表面张力的变化, 其中
α4 = 0, 0.03, 0.06 (从下到上), κ = 0.1, λG = 2.0,
λ0 = 0.6, M = 1.0, Γ̂ = 1.0, α = 0.86, a0 = 2.4

图 4和图 5显示随着各向异性表面张力参数的

增加胞晶界面振幅增加, 根部底端的曲率增大或
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根部底端的曲率半径减小. 图 6显示随着各向异性

表面张力参数α4的增加胞晶指状界面的振幅增加,
根部底端的位置振幅增加, 根部底端的曲率 |Kb|增
大, 或根部底端的曲率半径减小, 这说明胞晶根部
的溶质不易排出.

4 结 论

本文利用匹配渐近展开法和多变量展开法求

出定向凝固深胞晶生长的浓度场和界面形态的全

局渐近解, 研究各向异性表面张力对定向凝固深胞
晶生长的影响. 本文结果能够计算定向凝固过程中
深胞晶生长的浓度、界面形状. 结果表明, 各向异性
表面张力对定向凝固过程深胞晶生长有显著的影

响, 随着各向异性表面张力增大, 胞晶前端部分浓
度减小而胞晶界面收缩, 这说明胞晶前端的溶质容
易向外排出; 胞晶根部的浓度增大而界面曲率增大
或根部的曲率半径减小, 这说明胞晶根部的溶质不
易排出. 各向异性表面张力使得深胞晶界面振幅增
加. 本文结果能够计算定向凝固过程中深胞晶生长
的浓度、界面形态.

据作者所知, 各向异性表面张力对于深胞晶界
面的生长还未见详细的实验数据, 本文结果有待于
实验进一步验证.

感谢加拿大麦吉尔大学和北京科技大学海外名师

Xu Jian-Jun教授 2013年访问北京科技大学时给予的指导
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Abstract
An asymptotic solution of the concentration and interface morphology for a deep cellular crystal in directional

solidification is obtained by using the matched asymptotic expansion method and multiple variable expansion method,
and the effect of anisotropic surface tension on deep cellular crystal growth is studied. Results show that the anisotropic
surface tension has a significant effect on the concentration and interface shape of deep cellular crystal growth in
directional solidification. As the anisotropic surface tension parameter increases, the concentration near the front part of
deep cellular crystal decays and the interface shrinks; when as the concentration near the root increases and the curvature
of the interface near the root increases or the curvature radius decreases; and the amplitude of the deep cellular crystal
increases. The concentration and interface shape of the deep cellular crystal in directional solidification can be calculated
with the results obtained in this paper.
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