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广义Hamilton系统的共形不变性与Mei守恒量
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研究广义Hamilton系统在无限小变换下的共形不变性与Mei对称性, 给出系统共形不变性同时是Mei
对称性的充分必要条件, 得到广义Hamilton系统共形不变性导致的Mei守恒量, 举例说明结果的应用.
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1 引 言

对称性是物理学、力学、数学研究的重要课题.
主要包含Noether对称性 [1]、Lie对称性 [2]及形式

不变性 [3] (Mei对称性 [4,5]), 三种对称性可直接或
间接导致守恒量, 导致的守恒量有Noether守恒
量、Hojman守恒量和Mei守恒量. 因目前尚未找到
广义Hamilton系统的相应作用量, 致使无法利用
Noether对称性来研究其守恒量. 利用Lie对称性
和Mei对称性研究广义Hamilton系统的守恒量显
得尤为重要. 文献 [6, 7]得到了系统的Hojman守恒
量, 文献 [8]给出了系统的一类不变性与守恒量, 文
献 [9—12]研究了系统的Mei对称性与Mei守恒量.
自梅先生提出形式不变性以来, 这个对称性理论开
始蓬勃发展, 学者们将Mei对称性应用到Lagrange
系统 [13]、Nielsen方程 [14]、Appell方程 [15]等, 研究
Mei对称性导致的Mei守恒量. 文献 [16]利用几何
方法研究了Hamilton系统共形不变性的几何结构
及其一般对称性关系. 最近, 关于广义Hamilton系
统的基本理论研究又有了新的进展, 取得了一些重
要成果 [17−21]. 其中文献 [17] 研究了广义Hamilton
系统Lie对称性导致的新型守恒量, 文献 [18]研究
了分数阶广义Hamilton 系统的积分不变量, 文献
[19]研究了广义Hamilton 系统的绝热不变量. 对
于广义Hamilton系统的共形不变性与Mei对称性

关系的研究仍未见到, 本文将对这一课题进行研
究, 给出系统共形不变性同时是Mei对称性的充要
条件, 共形不变性可以通过Mei对称性导致守恒量,
最后研究了Lorenz方程的Robbins模型 [11]的共形

不变性导致的Mei守恒量, 通过这个算例来说明本
文方法与结果的应用.

2 系统的运动微分方程

广义Hamilton系统的运动微分方程为

ẋi = Jij
∂H

∂xj
, (i, j = 1, 2, · · · ,m), (1)

其中H = H(t, xi)为Hamilton函数, Jij = Jij(xi)

满足条件

Jij = −Jji, (2)

Jil
∂Jjk
∂xl

+ Jjl
∂Jki
∂xl

+ Jkl
∂Jij
∂xl

= 0. (3)

令

Fi = ẋi − αi, (i = 1, 2, · · · ,m). (4)

其中αi = Jij
∂H

∂xj
.

3 共形不变性与Mei对称性

引入一般无限小变换

t∗ = t+ εξ0(t, xi),
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x∗
i (t

∗) = xi(t) + εξi(t, xi), (5)

其中 ε为无限小参数, ξ0, ξi为无限小生成元.
引入无限小生成元向量

X(0) = ξ0
∂

∂t
+ ξk

∂

∂xk
,

其一次扩展为

X(1) = X(0) +
(
ξ̇k − ẋkξ̇0

) ∂

∂ẋk
.

定义1 对于Fi, 在无限小变换 (5)下, 若存
在矩阵 ℓki 满足

X(1)(Fi) = ℓki Fk, (6)

则称一阶微分方程是共形不变的, 其中 ℓki 为共形因

子, (6)式称为共形不变性的确定方程.
定义 2 对于系统 (1), 如果动力学函数

H = H(t, xi)在无限小变换 (5)下有

H∗ = H(t∗, x∗
i ) = H + εX(0)(H) +O

(
ε2
)
, (7)

使得系统 (1)保持形式不变, 即

ẋi = Jij
∂H∗

∂xj
, (8)

这种不变性称为广义Hamilton系统的Mei对称性.
对于系统 (1), 如果动力学函数H = H(t, xi)

在无限小变换 (5)下的生成元 ξ0, ξi 满足方程

Jij
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

= 0, (9)

则广义Hamilton系统具有Mei对称性.
命题1 对于方程 (1), 如果在无限小变换 (5)

下, 若存在矩阵Γ k
i 满足

X(1)(Fi)− Jij
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

= Γ k
i Fk, (10)

则方程 (1)具有共形不变性, 同时还是Mei对称性
的充分必要条件为Γ k

i = ℓki . 其中 ℓki 为共形不变性

的共形因子.
证明 由于方程 (1)具有Mei对称性,满足 (9)

式, 如果存在矩阵Γ k
i 满足 (10)式, 则 (10)式化为

X(1)(Fi) = Γ k
i Fk. (11)

由定义1知, 系统 (1)的共形因子 ℓki = Γ k
i .

反之亦然, 由定义 (1)式和 (10)式, 容易验证(
ℓki − Γ k

i

)
Fk = Jij

∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

, (12)

若 ℓki = Γ k
i , 得到 (9)式成立, 因而系统具有Mei对

称性.
命题2 对于方程 (1), 如果无限小变换 (5)的

生成元 ξ0, ξi满足
∂ξi
∂t

+

(
∂ξi
∂xk

− δki ξ̇0

)
αk −X(0)(αi)

− Jij
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

= 0, (13)

则 (10)式中的矩阵Γ k
i 为

Γ k
i =

∂ξi
∂xk

− δki ξ̇0. (14)

证明 计算差值

X(1)(Fi)− Jij
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

=

{
X(0) +

(
ξ̇k − ẋkξ̇0

) ∂

∂ẋk

}
(ẋi − αi)

− Jij
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

= −X(0)(αi) +
(
ξ̇i − ẋiξ̇0

)
− Jij

∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

= −X(0)(αi) +
∂ξi
∂t

+
∂ξi
∂xk

ẋk − ẋiξ̇0

− Jij
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

=

(
∂ξi
∂xk

− δki ξ̇0

)
Fk +

∂ξi
∂t

+

(
∂ξi
∂xk

− δki ξ̇0

)
αk

−X(0)(αi)− Jij
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

.

将 (13)式代入上式得

X(1)(Fi)− Jij
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

=

(
∂ξi
∂xk

− δki ξ̇0

)
Fk, (15)

于是有

Γ k
i =

∂ξi
∂xk

− δki ξ̇0. (16)

命题3 如果广义Hamilton系统共形不变性
的无限小生成元 ξ0, ξi满足 (10)式, 并且存在规范
函数GM = GM(t, xi)满足下面的方程:

X(0)(xi)
d̄ξi
dt + ξi

d̄
{
X(0)(xi)

}
dt −X(0)(H)

d̄ξ0
dt

−
∂
(
X(0)(H)

)
∂t

ξ0 +
d̄
dtGM = 0, (17)

则广义Hamilton系统共形不变性导致下面的Mei
守恒量:

I = X(0)(xi)ξi −X(0)(H)ξ0 +GM = const, (18)

其中
d̄
dt =

∂

∂t
+ αk

∂

∂xk
.

证明 将 (18)式两端对时间求导数,并将 (17)
式代入得

d̄
dtI = ξi

d̄{X(0)(xi)}
dt +X(0)(xi)

d̄ξi
dt
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− ∂X(0)(H)

∂t
ξ0 −

∂X(0)(H)

∂xi
ẋiξ0

−X(0)(H)
d̄ξ0
dt +

d̄
dtGM

= ξi
d̄{X(0)(xi)}

dt +X(0)(xi)
d̄ξi
dt

−
∂
(
X(0)(H)

)
∂t

ξ0 −
∂
(
X(0)(H)

)
∂xi

ẋiξ0

−X(0)(H)
d̄ξ0
dt −X(0)(xi)

d̄ξi
dt

− ξi
d̄{X(0)(xi)}

dt +X(0)(H)
d̄ξ0
dt

+
∂
(
X(0)(H)

)
∂t

ξ0

= −
∂
(
X(0)(H)

)
∂xi

ẋiξ0

= Jki
∂
(
X(0)(H)

)
∂xi

∂H

∂xk
ξ0.

由 (9)式得
d̄
dtI = 0.

4 Lorenz-Robbins模型的共形不变性
与Mei守恒量

研究Lorenz方程的Robbins模型

ẋ1 = −x2x3 + ε(1− x1),

ẋ2 = x1x3 − εx2,

ẋ3 = x2 − εσx3. (19)

当取 ε = 0时, 它是一个三维广义Hamilton系统,
Hamilton函数为

H = x1 +
1

2
x2
3,

(Jij) =


0 0 −x2

0 0 x1

x2 −x1 0

 , (20)

试研究其共形不变性导致的Mei守恒量.
系统 (20)的运动微分方程为

ẋ1 = −x2x3,

ẋ2 = x1x3,

ẋ3 = x2. (21)

令

F1 = ẋ1 + x2x3,

F2 = ẋ2 − x1x3,

F3 = ẋ3 − x2. (22)

考虑时间不变的特殊无限小变换, 即

t∗ = t, x∗
i (t

∗) = xi(t) + εξi(t, xi), (23)

无限小生成元向量及其一次扩展分别为

X(0) = ξk
∂

∂xk
,

X(1) = X(0) + ξ̇k
∂

∂ẋk
= ξk

∂

∂xk
+ ξ̇k

∂

∂ẋk
.

首先计算

X(0)(H) = ξk
∂H

∂xk
= ξ1 + x3ξ3. (24)

X(1)(F1) = ξ2x3 + ξ3x2 + ξ̇1,

X(1)(F2) = −x3ξ1 − x1ξ3 + ξ̇2,

X(1)(F3) = −ξ2 + ξ̇3. (25)

将 (24)式, (25)式代入 (10)式左端得

X(1)(F1)− J1j
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

= ξ2x3 + ξ3x2 + ξ̇1 + x2
∂(ξ1 + x3ξ3)

∂x3
,

X(1)(F2)− J2j
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

= − x3ξ1 − x1ξ3 + ξ̇2 − x1
∂(ξ1 + x3ξ3)

∂x3
,

X(1)(F3)− J3j
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

= − ξ2 + ξ̇3 − x2
∂(ξ1 + x3ξ3)

∂x1

+ x1
∂(ξ1 + x3ξ3)

∂x2
, (26)

取生成元

ξ1 = x2x3, ξ2 = −x1x3, ξ3 = −x2. (27)

于是, (26)式化为
X(1)(F1)− J1j

∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

X(1)(F2)− J2j
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj

X(1)(F3)− J3j
∂
(
X(0)(H)

)
∂xj



=


x3F2 + x2F3

−x3F1 − x1F3

−F2


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=


0 x3 x2

−x3 0 −x1

0 −1 0



F1

F2

F3

 , (28)

由 (28)式知,

Γ k
i =


0 x3 x2

−x3 0 −x1

0 −1 0

 .

事实上, Γ k
i 也为系统 (20)的共形不变性的共

形因子. 取上述生成元 (27)式, 有
X(1)(F1)

X(1)(F2)

X(1)(F3)

 =


ξ2x3 + ξ3x2 + ξ̇1

−x3ξ1 − x1ξ3 + ξ̇2

−ξ2 + ξ̇3



=


x3F2 + x2F3

−x3F1 − x1F3

−F2



=


0 x3 x2

−x3 0 −x1

0 −1 0



F1

F2

F3

 ,

由定义 (1)知, 共形因子为

ℓki =


0 x3 x2

−x3 0 −x1

0 −1 0

 .

于是,

Γ k
i = ℓki =


0 x3 x2

−x3 0 −x1

0 −1 0

 . (29)

对于生成元 (27)式, 由命题 1知, 系统具有共形不
变性的同时还具有Mei对称性.

对于上述生成元 (27)式, 我们可以验证 (13)式
成立, 即

∂ξi
∂t

+

(
∂ξi
∂xk

− δki ξ̇0

)
αk −X(0)(αi)

− Jij
∂
(
X(0)H

)
∂xj

= 0.

利用命题2, 可直接计算得

Γ k
i =

∂ξi
∂xk

− δki ξ̇0 =


0 x3 x2

−x3 0 −x1

0 −1 0

 . (30)

显然结果 (30)与 (29)式相同,此时系统 (20)在
特殊无限小变换 (27)下具有共形不变性的同时还
具有Mei对称性.

接下来研究系统 (20)的共形不变性通过Mei
对称性导致的Mei守恒量. 计算

X(0)(xi) = ξi,
d̄
dtξ1 = x1x

2
3 + x2

2,

d̄
dtξ2 = x2x

2
3 − x1x2,

d̄
dtξ3 = −x1x3, (31)

将 (31)式代入 (17)式, 得

2x2x3(x1 + x2
1 + x2

2) +
d̄
dtGM = 0. (32)

注意到 (32)式有解,

GM = 2x3
1 + 2x1x

2
2 − x2

2. (33)

将 (31)式和 (33)式代入 (18)式, 得到系统 (20)的
Mei守恒量为

I =
(
x2
1 + x2

2

) (
2x1 + x2

3

)
= const. (34)

5 结 论

本文研究了广义Hamilton系统的共形不变性
与Mei对称性的关系, 给出了系统共形不变性同时
是Mei对称性的充分必要条件, 得到了共形不变性
通过Mei对称性导致的Mei守恒量, 最后以Lorenz
方程的Robbins模型为例来说明本文方法与结果
的应用.
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In this paper, the conformal invariance and Mei symmetry for a generalized Hamilton system under infinitesimal
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