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乘性和加性α稳定噪声环境下的过阻尼单稳随机

共振现象∗
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本文将α稳定噪声与单稳随机共振系统相结合, 研究了乘性和加性α稳定噪声环境下的过阻尼单稳随机

共振现象, 探究了α稳定噪声特征指数α(0 < α 6 2)、对称参数β(−1 6 β 6 1), 单稳系统参数 a及乘性α稳

定噪声放大系数D对共振输出效应的作用规律. 研究结果表明, 在不同分布的α稳定噪声环境下, 在一定范
围内通过调节 a或D均可诱导随机共振来实现单个或多个高、低频微弱信号的检测, 且 a和D分别存在一个

最优值可使系统产生最佳的随机共振效应; 不同α或β均可对系统共振输出效应产生规律性的影响, 且α或

β在高、低频微弱信号检测中的作用规律相同; 在研究α稳定噪声环境下单、多频单稳随机共振现象时所得结

论是相同的. 本研究结果可为实现α稳定噪声环境下单稳随机共振系统参数的自适应调节奠定基础.
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1 引 言

传统的微弱信号检测方法大多都是通过抑制

噪声来实现微弱信号检测的, 而随机共振 (stochas-
tic resonance, SR)噪声增强的反常机理为微弱信
号的检测开辟了新的思路. SR最早被发现存在于
非线性双稳态系统中, 随着研究的不断深入, 1993
年Stocks等 [1]首次发现了欠阻尼单稳态系统的SR
现象, 随后单稳SR现象受到了学者们的关注, 并取
得了相应的进展 [2−11]. 康等 [12]研究了单模非线性

光学系统中的单稳SR现象, 并对单稳系统发生SR
的一般条件给予了分析, 认为无论在多稳或单稳情
形下,SR现象都会发生.Guo等 [13,14]研究了乘性和

加性高斯噪声共同作用下的单稳SR现象, 通过分
析发现加入乘性噪声后可将单稳系统等效为双稳

系统进行研究.
综观已有的单稳SR研究成果, 其基本上都是

假设在高斯噪声的条件下取得的. α稳定分布是

一种能够保持自然噪声过程的产生机理和传播条

件的极限分布, 它能够非常好地与实际数据相符
合, 高斯分布只是它的一个特例 [15], 故用α稳定分

布描述的α稳定噪声要比高斯噪声更具有代表性,
近几年来α稳定噪声环境下的双稳SR现象受到了
学者们的广泛关注, 并且取得了很大的进展 [16−21].
而α稳定噪声环境下的单稳SR现象的相关研究只
是刚刚起步. Dybiec[22]研究了受周期性调制Lévy
噪声扰动的四阶单势阱系统的SR现象. 相对于
双稳系统而言, 单稳系统具有系统参数少、结构简
单等优点, 故对其进行研究是十分有意义的. 在
实际中, 待检测信号频率可能不止一个, 并且可能
是高频信号, 这就超出了SR理论所要求的频率范
围 [23]. 因此, 需要对多个低频、高频微弱信号的检
测问题展开研究. 然而到目前为止, 有关α稳定噪

声环境下多频微弱信号检测的单稳SR现象的研究
尚未见相关报道.

文献 [24]已对α稳定噪声环境下的多频双稳
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SR现象进行了研究, 所得结论可为实现α稳定噪

声环境下双稳SR系统参数的自适应调节奠定基
础. 本文在文献 [24]的研究基础上, 对α稳定噪声

环境下的多频单稳SR现象进行了研究, 主要研究
内容包括以下几个方面:本文在对称和非对称、乘
性和加性α稳定噪声环境下, 先对多个低频微弱信
号激励的单稳SR现象进行研究, 随后结合参数补
偿的方法对多个高频微弱信号激励的单稳SR现象
进行研究,探究α稳定噪声特征指数α(0 < α 6 2)、
对称参数β(−1 6 β 6 1), 单稳系统参数a及乘性α

稳定噪声放大系数D对共振输出效应的作用规律.
针对α稳定噪声环境下的单稳SR现象, 得出了与
文献 [24]所研究的双稳SR现象不一样的结论.

2 模型与方法

由于α稳定分布模型 (即特征函数)及α稳定

噪声的产生方法 (Janicki-Weron算法, JW算法)已
在文献 [24—26]中有了详细的说明, 故本文中不
再赘述. 由α稳定分布的特征函数可知, α稳定

噪声的分布特征是由特征指数α ∈ (0, 2]、对称参

数β ∈ [−1, 1]、尺度参数σ ∈ [0,+∞)及位置参数

µ ∈ (−∞,+∞)四个参数来决定的, 通常记α稳定

分布为Sα(σ, β, µ).

2.1 单稳SR系统模型

单稳SR系统有多种模型 [2−5,13,27], 本文仅考
虑其中一种典型模型所描述的α稳定噪声环境下

的过阻尼单稳SR系统, 其模型如下:

dx/dt = −U ′(x) + s(t) + ηα(t), (1)

式中, U(x)为非线性单稳态势函数, U(x) =

(a/4)x4, a为系统参数, 且a > 0; ηα(t)为加性α

稳定噪声, 代表外噪声; s(t)为输入信号, 在本文中
为多频叠加信号, 如下式所示:

s(t) =

n∑
i=1

Ai sin(2πfit), i = 1, 2, · · · , n, (2)

式中, Ai为第 i路信号幅值, fi为第 i路信号频率, n
表示输入信号的数量.

过阻尼单稳SR系统因其势函数为单势阱而得
名, 但随着乘性噪声的加入, 其可以形成势垒, 产
生两个势阱, 进而可以等效为双稳SR系统来研究.
由于乘性噪声是随机变化的, 故所形成势垒的高度

也就是一个随机量, 这与双稳SR系统是有所区别
的. 受乘性和加性α稳定噪声驱动的过阻尼单稳

SR系统可用如下的朗之万 (Langevin)方程 [6,13]进

行描述:

dx/dt = −ax3 + xDξα(t) + s(t) + ηα(t), (3)

式中, ξα(t)为乘性α稳定噪声, 代表信号在传输过
程中信道内部依附于信号而存在的内噪声, 其噪声
分布参数设置与 ηα(t)相同; D代表 ξα(t)的放大系

数, 通过改变D可以间接地改变 ξα(t)的强度; 其余
参数含义不变.

本文采用四阶龙格 -库塔 (Runge-Kutta)算法
对 (3)式进行求解, 具体解法见文献 [18,21,24]. 由
于特征指数α越小, α稳定分布的脉冲性就越强,
这就导致粒子在长时间跳跃过程中路径变化很快

以至无限大, 因此, 在数值模拟中需要对输出信
号 x(t)进行人为的截断 [19,21,28], 来解决粒子跳跃
轨迹无限大的问题, 文中所采取的截断措施为:当
|x(t)| > 5时, 令x(t) = sign(x(t))× 5.

2.2 信噪比增益及平均信噪比增益

信噪比增益是衡量SR系统对输入信号增强和
改善作用的重要指标, 只有当信噪比增益大于1时,
才能说明SR 系统对信号具有明显的增强和改善作
用 [23,29], 并且信噪比增益越大检测效果越好. 假设
输入信号为 (2)式所示多频信号, 第 i 路信号的信
噪比增益记为Gi, 则其定义如下:

Gi =
SP(ωi)out/NP(ωi)out
SP(ωi)in/NP(ωi)in

, (4)

式中, SP(ωi)in和SP(ωi)out分别表示SR前后第 i

路信号的功率, NP(ωi)in和NP(ωi)out分别表示在

第 i路输入信号频率处系统的输入输出平均噪声

功率.
为了衡量SR系统对多个频率信号的整体检测

效果, 利用平均信噪比增益对SR系统输出效应进
行衡量. 平均信噪比增益记为MG, 其定义如下:

MG =
1

n

n∑
i=1

Gi i = 1, 2, · · · , n, (5)

式中各参数含义不变.

2.3 参数补偿SR

目前, 处理高频微弱信号的方法有二次采
样 [30−32]、调制 [33]以及参数补偿 [24,34,35]等. 与二
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次采样、调制等方法相比, 参数补偿法不受采样频
率以及要求待检测信号频率已知等因素的影响, 只
需知道待检测信号频率所处的大致频段即可, 从而
提高了高频微弱信号检测的灵活性, 因此本文采用
参数补偿的方法来实现高频微弱信号的SR检测,
其原理如下:

假设输入信号 s(t) = A sin(2πft), 则 (3)式
变为

dx(t)/dt =− ax3(t)+Dξα(t)x(t)

+A sin(2πft) + ηα(t). (6)

对 (6)式左右两边同时对 t 进行积分可得系统
输出为

x(t) =

∫ [
− ax3(t) +Dξα(t)x(t)

+A sin(2πft) + ηα(t)
]
dt

=

∫ [
− ax3(t) +Dξα(t)x(t)

]
dt

+

∫
A sin(2πft)dt+

∫
ηα(t)dt

=

∫ [
−ax3(t) +Dξα(t)x(t)

]
dt

− A

2πf
cos(2πft) +

∫
ηα(t)dt . (7)

从 (7)式右边第二项可以看出, 输入信号 s(t)

在经过单稳系统时, 其幅值会被积分环节 (阻尼项)
缩减为原信号的 1/2πf , 输入信号的频率越高, 被
缩减的程度就越大, 这样高频信号即使经过单稳
系统的处理, 输出信号中也无法发现高频信号的
存在. 因此, 可以在Langevin方程中加入一个放
大环节来抵消阻尼项的影响. 加入放大环节后的
Langevin方程变为

dx/dt = K[−ax3 + xDξα(t) + s(t) + ηα(t)], (8)

式中, K为补偿参数, 理论上K的取值要与 2πf相

当, 但在仿真实验中, 为了取得相对较好的检测效
果, K的取值一般要大于2πf ; 其余参数含义不变.

3 α稳定噪声环境下的多频微弱信号

检测及单稳SR现象

根据SR的相关理论可知, 势垒的高低直接影
响着SR系统的输出效应. 势垒高度越高, 就要求
输入信号和噪声具有较多的能量才能产生SR现
象; 反之, 产生SR现象所要求的输入信号和噪声能

量就越小. 根据双稳系统势垒高度的定义式 [23]可

得乘性α稳定噪声作用下单稳系统势垒高度的表

达式为

∆U = (Dξα(t))
2/4a, (9)

从式中可以看出势垒高度是由系统参数a、α稳定

噪声分布参数 (α, β, σ, µ)及乘性α稳定噪声放大

系数D共同决定的, 因此, 本文将在α和β分别取

不同值时, 研究在一定范围内通过调节a或D来

实现高、低频 (均为多频)微弱信号检测的SR 现象,
探究不同α, β, a和D对系统共振输出效应的作用

规律. 需要说明的是, 文中所给出的MG随a和D

的演变规律曲线均是取 20次实验的平均值绘制而
成的.

3.1 低频 (多频)微弱信号检测的单稳SR
现象

在研究低频 (多频)微弱信号检测的单稳SR现
象时, 仿真实验中所选取的淹没在α稳定噪声中的

输入信号为

s(t) =A1 sin(2πf1t) +A2 sin(2πf2t)

+A3 cos(2πf3t), (10)

式中, A1 = A2 = A3 = 0.8, f1 = 0.01 Hz,
f2 = 0.03 Hz, f3 = 0.05 Hz. 另外, 令α稳定噪

声服从S1(1, 0, 0), a = 0.1, D = 0.374, 采样频率为
fs = 7.306 Hz. 仿真实验, 结果如图 1所示.

图 1 (a)为输入信号与α稳定噪声混合信号

的时域图, 图 1 (b)为图 1 (a)的局部放大图. 从
图 1 (a) 和 (b)中可以看出, 输入信号完全被α稳

定噪声所淹没, 无法从时域图中得到输入信号的
时域信息. 对上述混合信号进行快速傅里叶变换
(FFT)得到其功率谱如图 1 (c)所示, 从该图中也
无法得到输入信号的频率信息. 将该混合信号作
为输入信号送入单稳SR系统, 然后调节a和D, 当
a = 0.1和D = 0.374时, SR系统输出功率谱如
图 1 (d)所示, 从图中可以清晰地看出, 在频率 0.01
Hz, 0.03 Hz及 0.05 Hz处出现了三个明显的尖峰,
这三个尖峰所对应的频率恰恰就是混合信号中三

个输入信号的频率. 说明通过改变a和D有效地调

节了势垒高度使粒子有足够的能量越过势垒, 在加
入乘性α稳定噪声后的单稳系统的两个势阱间周

期性的跳跃, 即达到了SR状态, 实现了α稳定噪声

环境下多个低频微弱信号的单稳SR检测.
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图 1 (a)系统输入时域图; (b)系统输入时域图的局部放大图; (c)系统输入功率谱图; (d)系统输出功率谱图 (多个
低频信号)

为了明确多个低频微弱信号检测时α, β, a及
D与单稳系统的共振输出效应之间的关系, 展开如
下仿真实验研究.

3.1.1 不同特征指数α下的低频单稳SR
令α分别为 0.5, 0.8, 1, 1.2和 1.5, 其余噪声分

布参数分别为β = 0, σ = 1, µ = 0, s(t)和 fs不变.
固定D = 0.374, 仿真实验得到MG随a 的演变规

律曲线如图 2所示. 固定a = 0.1, 仿真实验得到
MG随D的演变规律曲线如图 3所示.
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图 2 不同α作用下MG随 a的演变规律曲线 (低频)
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图 3 不同α作用下MG随D的演变规律曲线 (低频)

从图 2中可以看出, 当α取不同值时, MG随a

均是非线性变化的, 且对于每一个α, MG都存在
一个最大值, 说明对于a而言, 存在一个最优值可
使系统产生最佳的SR效应. 通过对α = 1时MG
随a的演变规律曲线分析发现, 当a从零开始逐渐

增大到0.1的过程中, 势垒高度在不断的降低, 此时
粒子发生跃迁所需的能量也在逐渐减少, 即粒子逐
渐变得更容易发生跃迁, 因此, MG随着a的增大

呈上升趋势; 当a = 0.1时, 输入信号、噪声及非线
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性系统三者之间达到了最佳的匹配关系, 系统产生
了最佳的SR效应, MG也达到了最大值; 当a从0.1
开始继续增大时, 势垒高度仍在不断的降低, 以至
于使加入乘性α稳定噪声的单稳系统的双势阱又

逐渐变成了单势阱, 此过程中, 粒子也将从在双势
阱中的周期性跃迁逐渐变为单势阱内的小幅波动,
SR现象随之逐渐消失,故MG随着a的继续增大呈

逐渐下降的趋势. 从图 3中也可以看出, 当α取不

同值时, MG随D也是非线性变化的, 且对于每一
个α, MG都存在一个最大值, 说明对于D而言, 也
存在一个最优值可使系统产生最佳的SR效应. 通
过对α = 1时MG随D的演变规律曲线分析发现,
当D从零开始逐渐增大到 0.374的过程中, 随着乘
性α稳定噪声的加入, 单稳系统的势函数逐渐由单
势阱变成了双势阱, 粒子也将从在单势阱内的小幅
波动逐渐变为双势阱中的周期性跃迁, SR现象随
之逐渐产生, 故MG随着D的增大呈逐渐上升的趋

势; 当D = 0.374时, 输入信号、噪声及非线性系统
三者之间达到了最佳的匹配关系, 系统产生了最佳
的SR效应, MG也达到了最大值; 当D从 0.374 开
始继续增大时, 势垒高度在不断的增加, 输入信号
和噪声所提供的能量逐渐不足以使粒子在两个势

阱间周期性的跃迁, SR现象随之逐渐消失, 故MG
随着D的继续增大呈逐渐下降的趋势. 当α分别

为 0.5, 0.8, 1.2和 1.5时, MG随a或D的演变规律

曲线所呈现出的非线性特征及其机理与α = 1时的

情形是相同的. 另外还发现, 当α取不同值时, 共
振效应相对较好的a或D区间基本都集中在同一

个区域; 当α > 1时, 随着α的增大, 单稳系统的共
振输出效应呈逐渐递减的趋势, 当α < 1时, 随着
α的减小, 单稳系统的共振输出效应呈逐渐递减的
趋势.

3.1.2 不同对称参数β下的低频单稳SR
令β分别为−1, 0和 1, 其余噪声分布参数分

别为α = 1.2, σ = 1, µ = 0, s(t)和 fs不变. 固定
D = 0.374, 仿真实验得到MG随a的演变规律曲

线如图 4所示. 固定a = 0.1, 仿真实验得到MG随
D的演变规律曲线如图 5所示.

从图 4和图 5中可以看出, 当β取不同值时,
MG随a或D均是非线性变化的, 且对于每一个β,
MG都存在一个最大值, 说明对于a或D而言, 存
在一个最优值可使系统产生最佳的SR效应; 当β

取不同值时, 共振效应相对较好的a或D区间基本

都集中在同一个区域; β = 0时的MG要高于β ̸= 0

时的MG, 即α稳定噪声呈对称分布时单稳系统的

共振输出效应要好于非对称分布时的情形.
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图 4 不同 β作用下MG随 a的演变规律曲线 (低频)
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图 5 不同 β作用下MG随D的演变规律曲线 (低频)

3.2 高频 (多频)微弱信号检测的单稳SR
现象

在研究高频 (多频)微弱信号检测的单稳SR
现象时, 仿真实验所选取的输入信号如 (10)式
所示, 其中A1 = A2 = A3 = 1, f1 = 1000 Hz,
f2 = 2000 Hz, f3 = 3000 Hz. 另外, 令α稳定噪声

服从S1(1, 0, 0), a = 0.01, D = 0.374, fs = 204800

Hz, K = 100000. 仿真实验, 结果如图 6所示.
图 6 (a)和 (b)分别为输入信号与α稳定噪声

混合信号的时域图和功率谱图, 从这两幅图中可
以看出, 输入信号完全被α稳定噪声所淹没, 无法
得到输入信号的时频域信息. 同样, 将该混合信号
作为输入信号送入单稳SR系统, 然后调节a和D,
当a = 0.01和D = 0.374时, SR系统输出功率谱如
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图 6 (c)所示, 从图中可以清晰地看出, 在频率 1000
Hz, 2000 Hz及 3000 Hz处出现了三个明显的尖峰,
这三个尖峰所对应的频率恰恰也是混合信号中三

个输入信号的频率. 说明在实现α稳定噪声环境下

多个低频微弱信号的单稳SR检测的基础上, 结合
参数补偿的方法可进一步实现α稳定噪声环境下

多个高频微弱信号的单稳SR检测.
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图 6 (a)系统输入时域图; (b)系统输入功率谱图; (c)系
统输出功率谱图 (多个高频信号)

为了明确多个高频微弱信号检测时α, β, a

及D与单稳系统的共振输出效应之间的关系, 进
一步按研究多个低频微弱信号激励的单稳SR现
象的方法对不同α或β作用下的多个高频微弱信

号激励的单稳SR现象展开了研究, 得到了MG与
a及MG与D之间的演变规律曲线, 分别如图 7、

图 8、图 9和图 10所示. 图 7和图 8中的小图为大

图的局部放大图 (大小图中的坐标及线条设置相
同), 以便更清晰地观察纵坐标接近于零时曲线的
变化趋势.
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图 7 不同 α作用下MG随 a的演变规律曲线 (D =

0.374, β = 0, 高频)
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图 8 不同α作用下MG随D的演变规律曲线 (a=0.01,
β=0, 高频)
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图 9 不同 β作用下MG随 a的演变规律曲线 (D=0.374,
α=1.2, 高频)

图 7、图 8、图 9及图 10显示了在不同α或β作
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用下, 多个高频微弱信号激励单稳SR系统时MG
随a或D的演变规律曲线. 通过分析发现, 在进行
高、低频 (均为多频)微弱信号检测时MG随a或D

的演变规律是一致的.
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图 10 不同 β作用下MG随D的演变规律曲线 (a=0.01,
α=1.2, 高频)

通过对上文中MG随a或D演变规律的分析

发现, 可使单稳系统产生相对较好的SR效应的a

或D区间只有一个, 而文献 [24]中发现有多个系统
参数 (a或 b)区间可使双稳系统产生相对较好的SR
效应.

4 α稳定噪声环境下的单频微弱信号

检测及单稳SR现象

本文以信噪比增益Gi(此时只有一路信号, 故
i = 1)为α稳定噪声环境下单频单稳SR现象的衡
量指标, 以研究α稳定噪声环境下多频单稳SR现
象的方法对α稳定噪声环境下单频单稳SR现象展
开了研究, 并得到了相应的实验结果. 通过对实验
结果进行分析总结发现, 在研究α稳定噪声环境下

单、多频单稳SR现象时所得结论是一致的. 限于篇
幅, 文中仅给出α稳定噪声环境下单个低频微弱信

号的单稳SR检测结果, 如图 11所示, 其他规律曲
线不再给出.
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图 11 单个低频微弱信号检测结果 (a)系统输入时域图; (b)系统输入功率谱图; (c)系统输出功率谱图 (A = 0.8,
f = 0.02 Hz, α 稳定噪声服从 S1(1, 0, 0), a = 0.1, D = 0.32, fs = 9 Hz)

5 结 论

本文将α稳定噪声与单稳随机共振 (SR)系统
相结合, 研究了乘性和加性α稳定噪声环境下单、

多频微弱信号激励的单稳SR现象. 探究了α稳定

噪声分布参数α, β, 单稳系统参数a及乘性α稳定

噪声放大系数D与单稳系统共振输出效应之间的

关系, 揭示了α, β, a及D对单稳系统共振输出效
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应的作用规律. 得到如下结论: 1) 在一定范围内,
通过调节a或D均可实现α稳定噪声环境下单个

或多个低频微弱信号的单稳SR检测, 结合参数补
偿的方法, 可以进一步实现单个或多个高频微弱
信号的单稳SR检测. 2)当α或β取不同值时, 平均
信噪比增益 (MG)随a或D均是非线性变化的, 且
对于每一个α 或β, MG都存在一个最大值, 即对
于a或D而言, 存在一个最优值可使系统产生最佳
的SR效应. 另外, 共振效应相对较好的a或D区

间基本都集中在同一个区域. 3) 当α > 1时, 单稳
系统的共振输出效应随α的增大而减弱; 当α < 1

时, 单稳系统的共振输出效应随α的减小而减弱.
4)β = 0时的MG要高于β ̸= 0时的值, 即α稳定噪

声呈对称分布时单稳系统的共振输出效应要好于

非对称分布时的情形. 5)在高、低频微弱信号检测
中, α或β对单稳系统共振输出效应的作用规律是

相同的. 6)在研究α稳定噪声环境下单、多频单稳

SR现象时所得结论是一致的. 上述结论将有助于
自适应调参单稳SR系统中参数的合理选取, 为实
现α稳定噪声环境下微弱信号单稳SR检测的实际
工程应用奠定基础.
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Stochastic resonance in an overdamped monostable
system with multiplicative and additive α stable noise∗
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Abstract
In this paper we combine α stable noise with a monostable stochastic resonance (SR) system to investigate the

overdamped monostable SR phenomenon with multiplicative and additive α stable noise, and explore the action laws of
the stability index α(0 < α 6 2) and skewness parameter β(−1 6 β 6 1) of the α stable noise, the monostable system
parameter a, and the amplification factor D of the multiplicative α stable noise against the resonance output effect.
Results show that for different distributions of α stable noise, the single or multiple low-and high-frequency weak signals
detection can be realized by adjusting the parameter a or D within a certain range. For a or D, respectively, there
is an optimal value which can make the system produce the best SR effect. Different α or β can regularly change the
system resonance output effect. Moreover, when α or β is given different values, the evolution laws in the monostable SR
system excited by low-and high-frequency weak signals are the same. The conclusions drawn for the study of single-and
multi-frequency monostable SR with α stable noise are also the same. These results will be the foundation for realizing
the adaptive parameter adjustment in the monostable SR system with α stable noise.

Keywords: monostable stochastic resonance, α stable noise, weak signal detection, mean of signal-to-
noise ratio gain
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