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基于Chua电路的四维超混沌忆阻电路∗
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近年来, 忆阻混沌电路受到国内外学者的广泛关注, 然而目前四维忆阻系统往往只存在普通混沌 (仅有
一个正Lyapunov指数). 本文通过用忆阻替换Chua电路中电阻的新途径, 得出一个简单的四维忆阻电路. 与
仅含有限个孤立不稳定平衡点的大多已知系统不同, 本系统存在无穷多个稳定和不稳定平衡点. 研究发现该
系统存在着极限环、混沌、超混沌等丰富的复杂行为. 通过进一步数值分析和电路仿真实验, 证实了超混沌吸
引子的存在, 从而解决了关于四维忆阻电路是否存在超混沌的疑问.
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1 引 言

忆阻器 (memristor) 作为一种新型两端口无
源器件, 于 1971年由Chua[1]首次提出, 并于 2008
年由美国惠普 (HP) 公司研制成功 [2,3]. 因为其功
能无法由现有无源元件网络实现, 所以认为是除电
阻、电容、电感之外的第四种基本电路元件. 由于
其特有的记忆和非线性特性, 使得忆阻器在人工智
能、自旋电子器件、超高密度信息存储、神经形态计

算、可编程电路等新兴电子信息技术领域中有着潜

在的重要应用 [4−9].
忆阻器的提出对电路与系统理论的发展有着

革命性的推动作用, 因此受到了国内外学者的广
泛关注. 借助于简单忆阻电路的建模分析, 人们
可以有效地研究磁控忆阻和荷控忆阻及其串并联

电路的基本特性 [10−12]. 为了更好地把握忆阻在
电路中的潜在功能, 忆阻电路中的非线性行为 (尤
其是混沌行为) 逐渐成为近年来学术界研究的热
点 [13−15]. 通过用不同忆阻器来替换Chua电路

中的Chua二极管, 得到了一系列的忆阻混沌电
路. 例如, Itoh和Chua[16] 用分段线性忆阻器替

换了Chua二极管; 包伯成 [17]用普通忆阻器和负

电导构成的有源忆阻器替换Chua 二极管; Bao
等 [18,19]利用一个磁控忆阻器替换了Chua二极管;
Muthuswamy 和Kokate[20]采用含源忆阻器替换

Chua二极管等. 上述系统替换后, 由于记忆元件
增加, 系统状态空间维数均变为四维. 关于四维
忆阻混沌电路的研究, 除了上述工作外, 还有Bus-
carino 等 [21]利用忆阻器设计的一个四维非线性

细胞网络, 李志军等 [22]通过引用忆阻器设计了一

个四维细胞神经网络系统. 虽然上述系统都是四
维忆阻系统, 具有四个Lyapunov 指数, 满足超混
沌系统关于维数的必要条件, 但人们在这些系统
中却只发现了一个正Lyapunov指数. 为了获得具
有两个正Lyapunov指数的超混沌忆阻电路, 目前
的研究都是建立在五维系统的基础之上. 如, 包
伯成等 [23]设计的含有两个忆阻器的混沌电路, 文
献 [24, 25] 研究的含有忆阻器的五维超混沌系统.
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此外, 还有一些其他五维忆阻电路, 但只能展现普
通的混沌行为 [11,12,26].

根据理想忆阻的特性, 忆阻系统的平衡点往往
分布于忆阻器状态所对应的坐标轴上, 具有无穷
不可数个平衡点, 并且各点可能具有不同的稳定
性 [13,19], 有别于文献中仅含有限个孤立平衡点的
大多数非忆阻系统. 因此, 四维忆阻电路是否存在
超混沌, 不仅对忆阻功能的认识有参考价值, 而且
对混沌系统的研究也有着十分重要的意义. 为此,
本文提出一种简单的四维忆阻电路, 通过理论推
导、数值分析和电路仿真, 证实其中存在着超混沌
现象, 从而对该问题予以正面回答. 与传统的替换
Chua二极管的方式不同, 本文采用分段线性忆阻
替换Chua电路的电阻.

2 基于Chua电路的忆阻电路模型

已知Chua混沌电路如图 1 (a)所示, 其中包含
两个电容C1和C2, 一个内阻为RL的电感L, 一个
电阻R, 以及一个Chua二极管NR (非线性电阻).
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图 1 Chua电路和新四维忆阻电路

根据基尔霍夫电流定律 (KCL)和基尔霍夫电
压定律 (KVL)方程, 不难推导出原Chua电路的系

统方程如下:
C1v̇1 =

v2 − v1
R

− h(v1),

C2v̇2 =
v1 − v2

R
+ i,

Li̇ = −v2 −RLi,

(1)

在这里, v1, v2分别是电容C1, C2两端的电压 (上
端为正); i是从下到上流经电感的电流; Chua二
极管NR中从上到下的电流为 iNR = h(v1). 式中,
h(v1)代表的伏安特性通常可表示为一个分段线性

函数:

iNR = h(v1) = m1v1 + 0.5(m0 −m1)

× (|v1 +Bp| − |v1 −Bp|), (2)

如图 1 (c) 所示, 其中, m0和m1表示电导, Bp代表

转折点处的电压.
为了得到新的四维忆阻电路, 我们用磁控忆

阻M代替原电路中的电阻R, 如图 1 (b)所示. 根
据Chua提出的忆阻模型, 磁控忆阻器可以用ϕ-
q平面上的一条通过原点的特性曲线来表征, 其
中ϕ代表施加于忆阻上的磁链, q代表忆阻上蓄

积的电荷. 其斜率, 即电荷随磁链的变化率为
W (ϕ) = dq(ϕ)/dϕ. 因为 q随ϕ单调递增, 所以
W (ϕ)不小于 0. 令V 为忆阻两端之间的电压, I

为流过忆阻的电流, 则根据电学基本定律可得
dϕ = V dt, dq = Idt. 显然忆阻的V -I伏安特性可
以描述为 I = W (ϕ) · V . 因此, W (ϕ)与电导具有相

同的量纲, 所以称为忆导.
由此可知, 忆阻与电阻之间的替换等价于忆阻

忆导W (ϕ)与电阻电导 1/R的互换. 因此, 我们将
(1)式中的 1/R替换为W (ϕ), 增加磁链变化的方程
dϕ = (v2 − v1)dt, 从而得到图 1 (b)中新四维忆阻
电路的系统方程如下:

C1v̇1 = W (ϕ)(v2 − v1)− h(v1),

C2v̇2 = W (ϕ)(v1 − v2) + i,

Li̇ = −v2 −RLi,

ϕ̇ = v2 − v1.

(3)

下面, 我们用一个非负分段线性的函数来描述
忆导方程:

W (ϕ) =
dq(ϕ)
d(ϕ) =

a

2b

∣∣|ϕ+ b| − |ϕ− b|
∣∣, (4)

式中a, b是大于零的待定参数. 不难看出, W (ϕ)

是一条 “V”形折线. 如图 2所示, a 代表折线限
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幅高度, b代表转折点的位置, ±a/b代表 “V”形部
分的斜率. 我们知道, HP忆阻属于荷控忆阻, 这
里M是磁控忆阻, 因此HP模型在这里并不适用.
实际物理量都应该有界, 考虑到HP忆阻的阻值
介于Ron和Roff之间, 所以我们选用有界分段线
性函数 (4)式, 取代文献中广泛使用的忆阻模型
W (ϕ) = a+ bϕ2.

֓b ֓b ֓b  b b b



a

φ

W
↼φ
↽

图 2 忆导W (ϕ)标示的分段线性函数

为了从 (3)式得出无量纲的动力系统方程,
我们首先通过增加乘数因子的方式, 由 (3)式导
出下式:

RC2
C1

C2

v̇1
Bp

= RW (ϕ)

(
v2
Bp

− v1
Bp

)
−R

h(v1)

Bp
,

RC2
v̇2
Bp

= RW (ϕ)

(
v1
Bp

− v2
Bp

)
+

Ri

Bp
,

RC2
Ri̇

Bp
= −R2C2

L

v2
Bp

− RC2RL

L

Ri

Bp
,

RC2
ϕ̇

RC2Bp
=

v2
Bp

− v1
Bp

,

(5)

式中, R代表待定参考电阻, τ0 = RC2为新系统的

时间常数. 通过时间和状态空间的尺度缩放, 可得
无量纲时间 τ =

t

τ0
, 无量纲状态x =

v1
Bp

, y =
v2
Bp

,

z =
Ri

Bp
和w =

ϕ

RC2Bp
. 令α =

C2

C1
, β =

Rτ0
L
和

γ =
RLτ0
L
为无量纲参数, 则系统 (5)式可简化为

ẋ = α[W̄ (w)(y − x)− h̄(x)],

ẏ = W̄ (w)(x− y) + z,

ż = −βy − γz,

ẇ = y − x,

(6)

上式中, Chua二极管的无量纲伏安特性 h̄(x)为

h̄(x) = R
h(v1)

Bp

= m̄1x+ 0.5(m̄0 − m̄1)

× (|x+ 1| − |x− 1|), (7)

其中, m̄0 = Rm0和 m̄1 = Rm1为无量纲斜率. 因
为a, b为待定参数, 为简单起见, (6)式中的无量纲
忆导 W̄ (w) = RW (ϕ)仍然采用 (4)式的形式:

W̄ (w) =
a

2b

∣∣|(w + b)| − |(w − b)|
∣∣. (8)

下面, 我们通过无量纲方程 (6)—(8), 研究系统的
结构和复杂动力学行为.

3 系统的动力学分析

由 (6)式可知, 当x = y = z = 0时, 不管w取

何值, 我们都有 ẇ ≡ 0. 因此, w 坐标轴上的任意
点, 都是平衡点, 即

O = {(x, y, z, w)|x = y

= z = 0, w = c ∈ R},

这与传统的只有有限个孤立平衡点的系统明显不

同. 为考查平衡点的稳定性, 我们需要分析系统雅
克比矩阵

JO =


α(W̄ (c) + m̄0) αW̄ (c) 0 0

W̄ (c) −W̄ (c) 1 0

0 −β −γ 0

−1 1 0 0


在平衡点O处的特征值. 显然JO的一个特征值为

0, 其特征向量正好为w坐标轴方向. 由于JO是 c

的函数, 其他三个特征值会随 c改变, 因此不同平
衡点的稳定性可能不同.

为了便于求解, 我们选择如下参数: α = 30,
β = 36, γ = 0.1, m0 = −0.5, m1 = −0.1, a = 2.5,
b = 3.5. 由于 W̄ (c)是一个分段线性的函数, c的取
值可以分为两部分:

W (c) =
a

2b

∣∣|c+ b| − |c− b|
∣∣

=


a

b
|c| (|c| < b)

a (|c| > b)
.

1) 当 |c| > b = 3.5时, W̄ (c) = a = 2.5为常数,
并将其代入雅克比矩阵JO, 可得特征根为

λ1 = 0, λ2 = −60.2153,

λ3,4 = 0.3077± 5.8231i,
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显然, λ3,4的实部大于 0, 这时系统的平衡点集不
稳定.

2) 当−3.5 < c < 3.5时, 特征根解析表达
式非常复杂, 我们通过数值计算来分析随 c的变

化平衡点集的稳定性, 得出其变化规律如图 4所

示. λ2在 c = 0时达到最大值, 随着 |c|增大而
减小, 在 |c| ≈ 0.700974时变为负数. λ3,4为一对

共轭复数, 在 |c| ≈ 0.80912变为负数. 因此, 在
0.700974 < |c| < 0.80912时, 系统除λ1 = 0 外, 其
他三个特征值实部均小于0, 所以平衡点稳定.
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图 3 (网刊彩色) 平衡点特征值随 c的变化关系
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图 4 系统的超混沌吸引子的相图

尽管系统具有无穷多个稳定的平衡点, 但是我
们却发现该系统存在一个超混沌吸引子, 其相图如
图 4所示. 这里初始条件为x(0) = 0, y(0) = 0.01,
z(0) = 0.01, w(0) = 0. 算得Lyapunov指数为
0.317, 0.063, 0.001, −11.90. 显然, 前两个大于 0,
第三个在误差容许范围内等于 0, 最后一个小于 0.
因此, 该吸引子确实超混沌. 其Lyapunov维数DL

可以根据下式计算:

DL = j +
1

|Lj+1|

j∑
i=1

Li,

式中, j为满足
∑j

i=1 Li > 0且
∑j+1

i=1 Li < 0的最

大整数. 显然, j在这里等于 3, 因此DL ≈ 3.032.
DL > 3意味着吸引子有着复杂的分形结构. 若令

P = {(x, y, z, w)|y = 0, ẏ = 0}为Poincaré 截面,
那么可以定义系统 (7) 在该截面上的首次回归映
射为Poincaré 映射, 从而将四维状态空间降低为 3
维. 算得的 3维映射的吸引子如图 5所示, 可以看
出, 由于存在二维拉伸, 吸引子上的状态点散布于
状态空间中.

为了便于电路实现, 需要进一步研究当参数
改变时吸引子的变化规律. 由于在电路实现时, 电
感内阻误差较大, 下面着重分析γ变化时对吸引子

的影响. 令γ的变化范围为 [0, 0.25], 我们首先计
算Lyapunov指数与γ的关系, 把握吸引子的类型,
然后用Poincaré 映射计算分叉图, 了解吸引子的
细节信息. 得到的Lyapunov指数和分岔图分别如
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图 6和7所示.
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图 5 系统Poincaré 映射的超混沌吸引子
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图 6 (网刊彩色) 系统随 γ变化的前三个Lyapunov指数谱

通过比较, 可以看出两个图所描述的系统行为
基本一致. 当电感没有内阻时, γ = 0, 系统只有一
个Lyapunov指数为正,因此处于普通混沌状态. 随
着内阻的增大, 吸引子的第三个Lyapunov指数逐
步增大. 在γ超过0.05后, 第二和第三个Lyapunov
指数都开始增加, 开始从普通混沌到超混沌的转

变过程. 在γ ≈ 0.073时, 第二个Lyapunov指数转
变为正数, 第三个Lyapunov指数增大至 0. 然后,
系统一致保持超混沌状态, 直到γ ≈ 0.162. 之后,
系统收敛到稳定的平衡点. 例如γ ≈ 0.164, 由于
平衡点的最大特征值为 0, 所以观测到 1个为 0的
Lyapunov指数. 随着γ的继续增加, 系统间歇性地
出现混沌、极限环等丰富的非线性行为与稳定平衡

点共存的现象.

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲












γ

z

图 7 系统随 γ变化的分岔图

4 忆阻电路设计与系统仿真

为了实现第 2节给出的忆阻超混沌电路, 本节
中讨论该电路的设计. 由于Chua电路已被人们所
熟知, 因此本文的难题在于设计出满足图 2特性的

忆阻器.
为此, 我们采用有源电路模拟的方式进行设

计. 由于Chua二极管也是一个有源电路, 为确保
这两个有源电路正常工作, 需要使其具有共同的地
线. 根据串联电路的特点, 将图 1 (b)中的忆阻移动
到下面C1 和C2之间, 如图 8所示.

M

+

-

+

-

C1NR

L

h↼v↽

v1 C2v2

vm

im i

RL

图 8 四维忆阻电路的等价电路

为实现忆阻功能, 我们引入电阻Rm, 如
图 9 (a)所示, 其一端作为忆阻输入端, 端电压
vm = v1 − v2, 另一端控制产生电压 vo使Rm输
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入端电流等于忆阻电流 im. 对比 (6)式, 不难得出

im =
W̄ (w)

R
vm =

vm − vo
Rm

,

简单起见, 取Rm = R, 于是有

vo = vm − W̄ (w)vm.

现用积分器电容电压 vw = wBp来模拟磁链状

态, 即代替 (6)式中状态ϕ/(RC2), 则 (6) 式中最后
一个方程变为

RC2v̇ϕ = v2 − v1,

该方程可以用运算放大器的反相积分电路实现. 利
用积分器的输出 vϕ, 经过限幅、绝对值电路, 即可产
生如下电压 (单位为V)

W̄ (w) · 10 = W̄ (vw/Bp) · 10

=


a · 10
VM

∣∣∣∣ VM
bBp

vw

∣∣∣∣ (∣∣∣∣ VM
bBp

vw

∣∣∣∣ < VM

)
a · 10

(∣∣∣∣ VM
bBp

vw

∣∣∣∣ > VM

) ,

式中VM代表运算放大器输出的最大电压和最小电

压的绝对值. 然后经过乘法和比例求和电路, 即可
得出 vo, 从而实现忆阻的功能.

根据第 1节中的参数关系, 选定参考电阻
R = 1 kΩ,时间常数 τ0 = 100 µs, 则主要参数可
以用下面公式求解:

C2 =
τ0
R
, C1 =

C2

α
,

L =
Rτ0
β

, RL =
γL

τ0
.

然后, 给定Chua二极管的转折电压Bp = 0.2 V, 运
算放大器的门限电压VM = 15 V, 即可求出电路中
的剩余参数.

3.3 nF

IC=0.01 V

IC=0 V
Cw

C
100 nF

IC=0 V
L1

2.8 mH

IC=0 A

Rp 220 W

Rn 220 W
R

10  kW

R0p 185 kW

Rn 185  kW
R

2.5 kW

RL

2.8 W

Rm

1 kW

U U
C

U
100 nF

Rap
10 kW

Ran

10 kW

Rti

1 kW

Rtf 21 kW

Rai

6 kW

U

Rw

1 kW

(a)

U

U

R

10 kW 10 kW

R

A

0.1 V/V 0 V Y

X

U

D

D

R

10 kW

10 kW

R

U

R

10 kW

R

10 kW

im

vmvo

(b) (c)

图 9 完整四维忆阻电路实验原理图和仿真输出
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最终得到的所有元器件参数和完整电路实验

原理图如图 9 (a) 所示, 图中虚线包围的区域为忆
阻. 仿真试验得到的示波器输出如图 9 (b)和 (c) 所
示, 分别代表超混沌吸引子在 v1 − v2 和 v1 − vw上

的投影, 途中所有变量的单位为 0.2 V/div. 对比
图 4中的x-y和x-w 相图, 可知混沌吸引子电路实
验与数值计算结果一致, 从而验证了超混沌吸引子
存在于四维忆阻电路中.

5 结 论

本文提出了一种简单的四维忆阻电路. 通过
理论推导, 得出了无量纲系统方程. 通过对平衡点
分析发现, 系统存在无穷多不可数平衡点, 它们正
好构成w坐标轴. 通过系统雅克比矩阵特征值计
算, 发现 |c|介于 0.700974和 0.80912之间的平衡点
稳定, 其他平衡点则不稳定. 这一点明显有别于其
他文献中仅含有限个孤立平衡点的大多混沌和超

混沌系统. 尽管该系统有无穷多个稳定和不稳定平
衡点, 但研究发现该系统却存在着极限环、混沌、超
混沌等复杂的非线性行为. 通过进一步电路仿真实
验, 证实了超混沌吸引子的存在, 从而正面回答了
关于四维忆阻电路是否存在超混沌的疑问. 与过去
通常用忆阻去替换Chua二极管的方式不同, 本文
采用分段线性忆阻替换Chua电路中的电阻. 因此,
本文工作对忆阻功能的认识具有一定的参考价值,
对混沌和超混沌系统的研究也有着积极的意义.
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Abstract
Recently, there has been a growing interest in chaotic memristive circuits. However, four-dimensional (4D) memris-

tive system often can only exhibit common chaos with only one positive Lyapunov exponent. By replacing the resistor
of Chua’s circuit with a memristor, we propose a new simple 4D memristive circuit in this paper. A major difference
between our proposed system and the known chaotic or hyperchaotic system is that our modified system has infinitely
many stable and unstable equilibria. We show that the system can exhibit rich complex dynamic behaviors, such as
limit cycles, chaos and hyperchaos. Further numerical study and circuit simulation verify the existence of a hyperchaotic
attractor in the memristive circuit, which gives a positive answer about whether there exists hyperchaos in 4D memristive
systems.
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