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基于函数矩阵的一类混沌系统同步
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(厦门大学信息科学与技术学院自动化系, 厦门 361005)

( 2013年 12月 11日收到; 2014年 1月 13日收到修改稿 )

研究了一类混沌系统的同步问题、基于稳定性理论和极点配置技术, 设计了两个混沌系统之间的同步方
案, 实现两个混沌系统之间的同步. 通过函数矩阵, 实现驱动系统和响应系统的状态变量按给定的函数矩阵
同步. 同时证明了该方法同样适用于两个混沌系统之间的滞后同步. 通过对Lorenz 混沌系统和Lorenz 超混
沌系统的数值模拟, 进一步验证了所提方案的有效性.
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1 引 言

自Pecora和Carroll[1]在1990年首次提出具有
不同初始条件的两个同类混沌系统的同步控制方

法以来, 混沌同步控制就引起了学术界和工业界的
广泛兴趣. 混沌系统是一类特殊的非线性系统, 它
具有初值敏感性、参数波动性、状态轨迹具有吸引

子和系统维数通常较低等特点 [2]. 近年来, 由于混
沌系统的特性以及混沌同步在信息处理与保密通

信领域的重要应用价值, 混沌同步一直是非线性科
学的研究热点.

目前, 对于混沌同步问题的研究, 国内外的学
者已取得一定的研究成果, 提出了多种混沌同步类
型 [3,4],主要有: 完全同步 [1]、投影同步 [5]、自适应同

步 [6,7]、耦合同步 [8]、滞后同步 [9]、相同步 [10]等. 特
别地, 1999年, Mainieri和Rehacek提出的投影同
步, 即某些部分耦合线性混沌系统, 其驱动系统和
响应系统能被同步到一个给定的常数尺度因子. 但
他们只给出了一个预测尺度因子的指导方法, 并未
给出确定的理论方法 [11]. Xu和Li[12]通过在响应

系统中引入控制器, 将投影同步的特性扩展到非线
性系统中. Hu 和Xu[13]基于Lyapunov理论, 提出

了全维混合投影同步 (full state hybrid projective
synchronization, FSHPS), 包含了完全同步、反相
同步、投影同步. 实际上, 全维混合投影同步为改
进函数投影同步 [14]的一个特例. Zhang等 [15]则将

改进函数投影同步中驱动系统和响应系统同步的

尺度因子扩展成复数形式, 实现复数域混沌系统
(complex chaotic systems)和实数域混沌系统 (real
chaotic systems)之间的同步. 而基于任意伸缩矩
阵的混沌同步是由 Grassi和 Miller[16] 在 2012年
提出的, 他们将投影同步的常数尺度因子扩展成矩
阵形式, 实现每个驱动系统的状态变量同步于响应
系统状态变量的线性组合. 本文在上述研究的基础
上, 基于函数矩阵和极点配置技术, 设计两个混沌
系统之间的同步及其滞后同步, 实现驱动系统状态
变量同步于响应系统状态变量的任意组合.

本文第二部分给出基于函数矩阵的混沌同步

理论, 并证明对于任意给定的在 [0,+∞)内连续可

导且有界的N阶可逆函数矩阵, 只要满足一定条件
即可实现混沌渐近同步, 同时给出基于函数矩阵的
混沌系统滞后同步证明; 第三部分分别通过Lorenz
超混沌系统及Lorenz混沌系统, 阐述上述算法的
有效性, 并通过改变函数矩阵实现基于常数矩阵的
混沌系统同步和全维混合投影同步; 第四部分进行
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总结.

2 基于函数矩阵的同步系统设计

2.1 驱动 -响应混沌系统的函数矩阵同步

考虑如下动态系统及其输出方程 [17]:

˙x(t) = Ax(t)+Bf(x(t)) +C, (1)

y(t) = f(x(t)) +Kx(t), (2)

这里x(t) ∈ Rn×1为系统的状态向量, A ∈ Rn×n,
B ∈ Rn×m, C ∈ Rn×1为时不变实值矩阵,
f : Rn → Rm是非线性向量函数, y(t)为系统输出,
K ∈ Rm×n为反馈增益矩阵. 系统 (1)包含了
几类著名的连续时间混沌系统与超混沌系统,
例如Lorenz混沌系统 [18]、Lorenz超混沌系统 [19]、

Chua 混沌电路 [20]、T混沌系统 [21,22]和 MCK
(Matsumoto-Chua-Kobayashi)混沌电路 [23] 等.

假设1

α(t) =


α11(t) α12(t) · · · α1n(t)

α21(t) α22(t) · · · α2n(t)

· · · · · · · · · · · ·

αn1(t) αn2(t) · · · αnn(t)


为N阶可逆函数矩阵, 并在 [0,+∞)内连续可导并

有界.
定义1 若矩阵 [B,AB, · · · ,An−1B]是满秩

的, 且矩阵 [A −BK]的特征值都在左半平面. 则
非线性动态系统

˙̂x(t) = α−1(t)[Aα(t)− α̇(t)]x̂(t)

+α−1(t)Bf(x̂(t)) +α−1(t)C

+α−1(t)B(y(t)− ŷ(t)), (3)

ŷ(t) = f(x̂(t)) +Kα(t)x̂(t) (4)

与驱动系统 (1)达到函数矩阵同步, 其中 x̂(t)为系

统的状态变量, ŷ(t)为系统输出.
定义驱动系统 (1)与响应系统 (3)的同步误差

向量为

e(t) = x(t)−α(t)x̂(t). (5)

证明 对于驱动系统 (1)与响应系统 (3), 如果
存在一个函数矩阵α(t)满足假设 1, 使得当 t → ∞

时

∥ei(t)∥ =

∥∥∥∥xi(t)−
n∑

j=1

αij(t)x̂j(t)

∥∥∥∥ → 0

(i = 1, 2, 3, · · ·n), (6)

则意味着每个驱动系统的状态变量xi(t)同步于响

应系统的状态变量任意组合
n∑

j=1

αij(t)x̂j(t)(i = 1, 2, 3, · · ·n).

(6)式可写成 (5)式的矩阵形式, 则误差动力系
统可表示为

ė(t) = ẋ(t)− α̇(t)x̂(t)−α(t) ˙̂x(t)

= Ax(t) +Bf(x(t)) +C − α̇(t)x̂(t)

−α(t)(α−1(t)(Aα(t)− α̇(t))x̂(t)

+α−1(t)Bf(x̂(t)) +α−1(t)C

+α−1(t)B(y(t)− ŷ(t)))

= Ax(t)−Aα(t)x̂(t) +Bf(x(t))

−Bf(x̂(t))−B(f(x(t))

+Kx(t)− f(x̂(t))−Kα(t)x̂(t))

= A(x(t)−α(t)x̂(t))

−BK(x(t)−α(t)x̂(t))

=Ae(t)−BKe(t) = (A−BK)e(t). (7)

若矩阵 [B,AB, · · · ,An−1B]是满秩的, 则只
要选取适当的反馈增益矩阵K, 就可使 ė(t) =

(A−BK)e(t)全局渐近稳定. 当误差动力系统 (7)
的特征值都具有负实部时, 驱动系统 (1)和响应系
统 (3)的状态变量按给定的函数矩阵同步. 而反馈
增益矩阵K 参数的选择可通过极点配置技术, 通
过随意选定矩阵 [A − BK]的特征值为负实部来

确定反馈增益矩阵K.

2.2 驱动 -响应混沌系统的函数矩阵滞后
同步

给出驱动系统 (1)滞后同步的响应系统为

˙̂x(t) = α−1(t)[Aα(t)− α̇(t)]x̂(t)

+α−1(t)Bf(x̂(t)) +α−1(t)C

+α−1(t)B(y(t− τ )− ŷ(t)), (8)

其中, τ > 0为驱动系统 (1)的时滞.
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定义驱动系统 (1)与响应系统 (3)的同步误差
向量为

e(t) = x(t− τ )−α(t)x̂(t), (9)

同理, 对于驱动系统 (1)与响应系统 (8), 如果存在
一个函数矩阵α(t)满足假设1, 使得当 t → ∞时,

∥ei(t)∥ =

∥∥∥∥xi(t− τ)−
n∑

j=1

αij(t)x̂j(t)

∥∥∥∥ → 0

(i = 1, 2, 3, · · ·n), (10)

则意味着每个驱动系统的状态变量xi(t − τ)同

步于响应系统的状态变量任意组合
n∑

j=1

αij(t)x̂j(t)

(i = 1, 2, 3 · · ·n), 滞后时间为 τ .
(10)式可写成 (9)式的矩阵形式, 则误差动力

系统可表示为

ė(t) = ẋ(t− τ)− α̇(t)x̂(t)−α(t) ˙̂x(t)

= Ax(t− τ) +Bf(x(t− τ))

+C − α̇(t)x̂(t)

−α(t)(α−1(t)(Aα(t)− α̇(t))x̂(t)

+α−1(t)Bf(x̂(t)) +α−1(t)C

+α−1(t)B(y(t− τ)− ŷ(t)))

= Ax(t− τ)−Aα(t)x̂(t)

+Bf(x(t− τ))−Bf(x̂(t))

−B(f(x(t− τ)) +Kx(t− τ)

− f(x̂(t))−Kα(t)x̂(t))

= A(x(t− τ)−α(t)x̂(t))

−BK(x(t− τ)−α(t)x̂(t))

=Ae(t)−BKe(t) = (A−BK)e(t), (11)

从上式可以看出, 可以通过随意选定 [A−BK]的

特征值为负实部来确定反馈增益矩阵K. 说明定
义1同样适用于两个混沌系统之间的滞后同步.

特别地,当α11(t) = α22(t) = · · · = αnn(t) = 1

且 αij(t) = 0, i ̸= j时, 驱动系统 (1)与响应
系统 (3)正相完全同步. 当α11(t) = α22(t) =

· · · = αnn(t) = −1且 αij(t) = 0, i ̸= j时,
驱动系统 (1)与响应系统 (3)反相完全同步. 当
α(t) = diag(α11(t), α22(t), · · · , αnn(t))时, 驱动系
统 (1)与响应系统 (3)为改进的函数投影同步.

3 数值模拟

3.1 超混沌系统的同步模拟

考虑Lorenz超混沌系统

ẋ1(t) = 35x2(t)− 35x1(t),

ẋ2(t) = 7x1(t)− x1(t)x3(t) + 12x2(t) + x4(t),

ẋ3(t) = x1(t)x2(t)− 3x3(t),

ẋ4(t) = −5x1(t), (12)

当初始值为x1(0) = 2, x2(0) = 2, x3(0) = 10,
x4(0) = 1时, 系统 (12)是超混沌的. 将系统 (12)改
写为 (1)式的形式, 可得


ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)

 =


−35 35 0 0

7 12 0 1

0 0 −3 0

−5 0 0 0




x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

+


0 0

−1 0

0 1

0 0


x1(t) · x3(t)

x1(t) · x2(t)

 . (13)

将 (13)式与 (12)式进行比较可得

A =


−35 35 0 0

7 12 0 1

0 0 −3 0

−5 0 0 0

 , B =


0 0

−1 0

0 1

0 0

 . (14)

当矩阵 [B,AB, · · · ,An−1B]是满秩时, 误差动力系统 (7)的特征值可以依据定义 1取得任何值. 这里取其
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特征值分别为−1, −30.4398, −4.1872, −1.373, 通过极点配置技术可得到反馈增益矩阵

K =

−11 −13 0 0

0 0 −2 0

 . (15)

则可得输出方程为

y(t) =

x1(t) · x3(t)

x1(t) · x2(t)

+

−11 −13 0 0

0 0 −2 0



x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

 . (16)

由 (3)和 (4)式可得到系统 (13)的响应系统及其输出方程为
˙̂x1(t)

˙̂x2(t)

˙̂x3(t)

˙̂x4(t)

 =


α11(t) α12(t) α13(t) α14(t)

α21(t) α22(t) α23(t) α24(t)

α31(t) α32(t) α33(t) α34(t)

α41(t) α42(t) α43(t) α44(t)



−1 


−35 35 0 0

7 12 0 1

0 0 −3 0

−5 0 0 0




α11(t) α12(t) α13(t) α14(t)

α21(t) α22(t) α23(t) α24(t)

α31(t) α32(t) α33(t) α34(t)

α41(t) α42(t) α43(t) α44(t)



−


α11(t) α12(t) α13(t) α14(t)

α21(t) α22(t) α23(t) α24(t)

α31(t) α32(t) α33(t) α34(t)

α41(t) α42(t) α43(t) α44(t)



′


x̂1(t)

x̂2(t)

x̂3(t)

x̂4(t)

+


α11(t) α12(t) α13(t) α14(t)

α21(t) α22(t) α23(t) α24(t)

α31(t) α32(t) α33(t) α34(t)

α41(t) α42(t) α43(t) α44(t)



−1

(17)


0 0

−1 0

0 1

0 0


x̂1(t) · x̂3(t)

x̂1(t) · x̂2(t)

+


α11(t) α12(t) α13(t) α14(t)

α21(t) α22(t) α23(t) α24(t)

α31(t) α32(t) α33(t) α34(t)

α41(t) α42(t) α43(t) α44(t)



−1 
0 0

−1 0

0 1

0 0

 (y(t)− ŷ(t)),

ŷ(t) =

x̂1(t) · x̂3(t)

x̂1(t) · x̂2(t)

+

−11 −13 0 0

0 0 −2 0



α11(t) α12(t) α13(t) α14(t)

α21(t) α22(t) α23(t) α24(t)

α31(t) α32(t) α33(t) α34(t)

α41(t) α42(t) α43(t) α44(t)




x̂1(t)

x̂2(t)

x̂3(t)

x̂4(t)

 , (18)

其中, α(t) =


α11(t) α12(t) α13(t) α14(t)

α21(t) α22(t) α23(t) α24(t)

α31(t) α32(t) α33(t) α34(t)

α41(t) α42(t) α43(t) α44(t)

取为假设1中的函数矩阵.

由定义 1可得, 驱动系统 (13)和响应系统 (17)的状态变量按给定的函数矩阵α(t)同步, 为了验证方法
的有效性, α(t)取为如下矩阵:

α(t) =


1 + 0.5 sin(2t) 3 0 4 + sin(2t)

0 2 0 0

0 5 1 3

0 0 0 2

 . (19)
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由 (6)式和 (19)式可得

∥x1(t)− (1 + 0.5 sin(2t))x̂1(t)− 3x̂2(t)

− (4 + sin(2t))x̂4(t)∥ → 0, (20)

由 (20)式可知, 驱动系统 (13)状态变量 x1(t)

同步于响应系统 (17)状态变量的组合 ((1 +

0.5 sin(2t))x̂1(t)+3x̂2(t)+(4+ sin(2t))x̂4(t)).同理

可以得到∥x2(t)− 2x̂2(t)∥ → 0. 响应系统状态变量
x̂2(t)为驱动系统状态变量x2(t)的

1

2
. 驱动 -响应系

统的动态行为模拟结果如图 1所示. 图 1左列即为

典型Lorenz的超混沌吸引子, 右列为其响应系统.
从右列图可以看出, 响应系统的超混沌吸引子完全
异于驱动系统的超混沌吸引子, 实际上是由于驱动
系统状态变量同步于响应系统状态变量的组合. 系
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图 1 驱动系统 (左)与响应系统 (右)的混沌吸引子在各平面的投影 驱动系统: (a) 平面 x1-x2; (c) 平面 x2-x3;
(e) 平面 x3-x4; (g) 平面 x4-x1; 响应系统: (b) 平面 x̂1-x̂2; (d) 平面 x̂2-x̂3; (f) 平面 x̂3-x̂4; (h) 平面 x̂4-x̂1
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统 (13)和 (17)的同步模拟结果如图 2所示. 由

图 2可见, x2(t)与 x̂2(t) 获得了同步, 它们的振幅
之间成比例关系, 而x1(t), x3(t) 和x4(t)由于同步

于响应系统状态变量的组合, 因此从图上看不出其

与 x̂1(t), x̂3(t) 和 x̂4(t)之间的同步关系. 图 3为同

步误差向量随时间 t的变化. 由图 3可知, 随着时
间 t → ∞, 基于函数矩阵的同步误差向量渐近稳定
e → 0.
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若函数矩阵α(t)取为常数矩阵

α =


1 3 0 4

0 1 0 0

0 2 2 3

0 0 0 1

 , (21)

则每个驱动系统的状态变量同步于响应系统状

态变量的线性组合, 与文献 [9]中所得到的结论
一致. 驱动 -响应系统的同步模拟结果如图 4所

示. 由图 4可知, x2(t)与 x̂2(t), x4(t)与 x̂4(t)分

别获得了完全同步. 驱动系统 (13)状态变量
x1(t)同步于响应系统 (17)状态变量的线性组合
(x̂1(t) + 3x̂2(t) + 4x̂4(t)). 图 5为同步误差曲线, 由
图 5可知, 基于常数矩阵的同步误差向量渐近稳定
e → 0.

同理, 若取函数矩阵α(t)为对角矩阵 α =

diag
(
2,−1, 1,

1

2

)
, 则驱动系统 (13)与响应系统

(17)之间为全维混合投影同步, 实现了驱动系统
与响应系统对应状态变量之间的投影同步. 其同步
模拟结果与同步误差曲线分别如图 6 和7所示. 从
图 6可以看出x2(t)与 x̂2(t)获得了反相同步, x3(t)

与 x̂3(t) 获得了正相同步, 同样基于对角矩阵的同
步误差向量渐近稳定e → 0.

由以上分析可以看出, 取不同的函数矩阵可以
得到不同的混沌同步, 这与第二部分的理论分析结
果一致. 基于函数矩阵的混沌系统同步中, 驱动系
统与响应系统的同步因子扩展成函数矩阵, 其新特
性可以独立地确定不同的函数矩阵, 从而可使混沌
系统每个对应的状态变量按照任意组合达到同步,
使同步方式更加灵活, 同时不可预料的函数矩阵可
以增加保密通信的安全性.
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图 4 函数矩阵为常数矩阵时的状态变量同步过程 (a) x1(t), x̂1(t)的响应曲线; (b) x2(t), x̂2(t)的响应曲线;
(c) x3(t), x̂3(t)的响应曲线; (d) x4(t), x̂4(t)的响应曲线

3.2 混沌系统的滞后同步模拟

考虑经典的Lorenz系统:

ẋ1(t) = 10x2(t)− 10x1(t),

ẋ2(t) = 28x1(t)− x1(t)x3(t)− x2(t),

ẋ3(t) = x1(t)x2(t)−
8

3
x3(t), (22)

当初始值为x1(0) = 0.01, x2(0) = 0, x3(0) = 0时,
Lorenz系统是混沌的. 将系统 (22) 改写为 (1)式的
形式, 可得
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ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

 =


−10 10 0

28 −1 0

0 0 −8

3



x1(t)

x2(t)

x3(t)

+


0 0

−1 0

0 1


x1(t) · x3(t)

x1(t) · x2(t)

 . (23)
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图 5 函数矩阵为常数矩阵时的同步误差曲线 (a) e1(t)的响应曲线; (b) e2(t)的响应曲线; (c) e3(t)的响应曲

线; (d) e4(t)的响应曲线
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将 (23)式与 (22)式进行比较可得

A =


−10 10 0

28 −1 0

0 0 −8

3

 , B =


0 0

−1 0

0 1

 , (24)

这里取误差动力系统 (11)的特征值分别为: −1,
−41.11, −1, 通过极点配置技术可得到反馈增益矩
阵为

K =

0 31.11 0

0 0 −5

3

 , (25)

则可得输出方程为

y(t) =

x1(t) · x3(t)

x1(t) · x2(t)



+

0 31.11 0

0 0 −5

3



x1(t)

x2(t)

x3(t)

 . (26)

由 (8)式和 (4)式可得到系统 (23)的响应系统
及其输出方程为


˙̂x1(t)

˙̂x2(t)

˙̂x3(t)

 =


α11(t) α12(t) α13(t)

α21(t) α22(t) α23(t)

α31(t) α32(t) α33(t)


−1 


−10 10 0

28 −1 0

0 0 −8

3



α11(t) α12(t) α13(t)

α21(t) α22(t) α23(t)

α31(t) α32(t) α33(t)



−


α11(t) α12(t) α13(t)

α21(t) α22(t) α23(t)

α31(t) α32(t) α33(t)


′


x̂1(t)

x̂2(t)

x̂3(t)

+


α11(t) α12(t) α13(t)

α21(t) α22(t) α23(t)

α31(t) α32(t) α33(t)


−1 

0 0

−1 0

0 1



×

x̂1(t) · x̂3(t)

x̂1(t) · x̂2(t)

+


α11(t) α12(t) α13(t)

α21(t) α22(t) α23(t)

α31(t) α32(t) α33(t)


−1 

0 0

−1 0

0 1

 (y(t− τ)− ŷ(t)), (27)
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ŷ(t) =

x̂1(t) · x̂3(t)

x̂1(t) · x̂2(t)

+

0 31.11 0

0 0 −5

3



α11(t) α12(t) α13(t)

α21(t) α22(t) α23(t)

α31(t) α32(t) α33(t)



x̂1(t)

x̂2(t)

x̂3(t)

 , (28)

其中,

α(t) =


α11(t) α12(t) α13(t)

α21(t) α22(t) α23(t)

α31(t) α32(t) α33(t)


取为假设1中的函数矩阵.

在基于函数矩阵的混沌系统滞后同步中, 响应
系统 (27)的状态变量按给定的函数矩阵α(t)滞后

同步于驱动系统 (23)的状态变量, 即响应系统 (27)
按给定的函数矩阵跟随驱动系统 (23)演变, 但在时
间上滞后于驱动系统 τ . 为了验证方法的有效性,
滞后时间取为 τ = 2, α(t)取为如下矩阵:

α(t) =


1 + 0.5 sin(2t) 3 0

0 2 0

0 5 1

 . (29)

由 (10)式和 (29)式可得

∥x1(t− τ)− (1 + 0.5 sin(2t))x̂1(t)− 3x̂2(t)∥

→ 0. (30)

由 (30)式可知, 驱动系统 (23)的状态变量
x1(t − τ)同步于响应系统 (27)状态变量的组
合 ((1 + 0.5 sin(2t))x̂1(t) + 3x̂2(t)). 同理可得

∥x2(t − τ) − 2x̂2(t)∥ → 0, 响应系统的状态变量
x̂2(t)为驱动系统状态变量x2(t − τ)的 1/2. 系统
(23)和 (27)的滞后同步模拟结果如图 8所示. 由
图 8可以看到, 响应系统状态变量滞后于驱动系统
状态变量. 图 9为滞后同步误差向量随时间 t的变

化. 由图 9可知, 随着时间的增加, 基于函数矩阵的
滞后同步误差向量渐近趋于零, 说明驱动系统与响
应系统达到滞后完全渐近同步.
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图 8 滞后同步过程 (a) x1(t), x̂1(t) 响应曲线; (b) x2(t), x̂2(t)的响应曲线; (c) x3(t), x̂3(t)的响应曲线
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图 9 滞后同步误差曲线 (a) e1(t)的响应曲线; (b) e2(t)的响应曲线; (c) e3(t)的响应曲线

4 结 论

本文研究了基于函数矩阵的混沌同步问题. 本
文的优点是利用线性系统稳定性理论和极点配置

技术, 实现两个混沌系统之间的函数矩阵同步, 并

将其应用于混沌系统的滞后同步中. 通过上述理

论, 可在安全保密通信中多一层时间尺度上的保

障. 数值模拟结果表明:基于函数矩阵的混沌系统
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同步与滞后同步的误差向量都渐近趋于 0, 说明驱
动系统与响应系统之间实现渐近函数矩阵同步, 进
一步验证了理论的正确性与方法的有效性. 本文方
法可适用于含有更多状态变量的混沌系统之间的

同步.
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Abstract
In this paper, we introduce a type of chaotic synchronization, where two chaotic systems are synchronized based

on a function matrix. In particular, each drive system state synchronizes with a certain combination of response system
states. Based on linear system theory and the pole placement technique, the scheme is given and illustrated with
hyperchaotic Lorenz system and Lorenz chaotic system. Numerical simulations are carried out to verify the effectiveness
of the proposed scheme.
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