
物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 8 (2014) 084301

一种更具普适性的浅海不确定声场快速算法∗
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非嵌入式随机多项式展开法是目前性能最优的一种不确定声场快速算法, 但配点的选择对算法计算精度
影响较大, 且当计算随不确定海洋环境参数变化剧烈的声场输出时, 需采用分段概率配点法等特殊方法处理.
基于Kriging模型提出了一种新的浅海不确定声场快速算法. 首先给出了该算法的理论推导, 然后通过数值
计算验证了算法性能, 并给出具体的物理解释. 结果表明: 在同等条件下, 新算法的计算精度较非嵌入式随机
多项式展开法更高; 无需针对声场输出随不确定海洋环境参数的变化情况采取特殊处理过程; 克服了非嵌入
式随机多项式展开法为提高计算精度将随机多项式展开至非常高的阶数, 从而增加计算量的不足; 较非嵌入
式随机多项式展开法, 其样本点的选择简单易行, 且可直接计算误差. 因此, 本文算法较非嵌入式随机多项式
展开法普适性更强.
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1 引 言

我国近海大都是浅海, 受多种因素的影响,
其海洋环境参数呈现出极强的不确定性 [1], 并
通过非线性的海洋信道将这种不确定性传递给

声场, 增加了声场预估的难度, 从而对声纳性能
预报带来较大的影响 [2]. 浅海声场不确定性是
当前声纳性能预报研究中的一个热点和难点问

题 [1,3−11], 主要有两个研究方向, 一是海洋环境参
数的不确定性在波导中的传递和度量, 即声场不
确定性研究的正问题; 二是基于可靠的声场输出
数据, 如何估量海洋环境参数的不确定性, 即声
场不确定性研究的逆问题. 目前, 主要关注第一
个方向, 研究方法主要有蒙特卡罗 (Monte Car-
lo, MC) 法 [3,10]、声场位移法 [4,5]、随机多项式展开

法 [1,6−8,11]等, 其中随机多项式展开法分为嵌入
式 [6−8]和非嵌入式 (non-intrusive polynomial
chaos expansion, NPCE) [1,11]两种. MC法的优
点是易于理解、实现方便、精度高, 不足是计算量

大, 尤其是当存在多个不确定海洋环境参数时, 目
前主要用于验证其他方法的计算精度和效率. 声
场位移法、随机多项式展开法的计算效率较MC法
改善明显, 但需满足声场位移与海洋环境参数扰动
成近似线性关系这一假设条件, 而在声场空间中的
某些位置并不满足这种关系, 因而无法应用该方
法, 且该方法不能计算非相干声场. 嵌入式随机多
项式展开法需要针对不同的声场模型开展理论推

导, 并重新研究相应的波动方程解法, 理论模型复
杂, 求解难度大. 非嵌入式随机多项式展开法相比
MC法、声场位移法、嵌入式随机多项式展开法等
方法, 在适用范围、计算精度和效率等方面优势明
显 [1], 是目前性能最优的不确定声场快速算法. 但
在以下几个方面仍有待改进: 一是当出现声场输
出随不确定输入量变化剧烈时 (如: Pekeris波导
模型中海水声速不确定时的声场), 需采取分段
概率配点法 [11] (piecewise probabilistic collocation
method, PPCM) 等特殊方法处理后方能适用, 而
分段概率配点法需对整个变量范围采取分段处理,

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 51009146) 资助的课题.
† 通讯作者. E-mail: sonarcgl@126.com

© 2014 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

084301-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.084301
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 8 (2014) 084301

增加了计算过程的复杂性, 降低了程序代码的通用
性; 二是非嵌入式随机多项式展开法需根据不确定
海洋环境参数的概率分布类型, 选取服从一定分布
规律的概率配点以及相应的多项式形式, 且配点的
选择对计算精度影响较大 [1]; 三是在计算相干声场
时由于考虑了相位变化, 相干声压波动明显, 此时
需将随机多项式展开至非常高的阶数, 从而增加计
算量, 尤其是当存在多个不确定变量时. 为此, 需
研究一种普适性更强的不确定声场快速算法.

Kriging模型是一种最优、线性、无偏估计模
型, 被广泛应用于地质学 [12]、航空航天 [13]、系统优

化 [14]、可靠度分析 [15]等研究领域, 目前在声场计
算领域尚未见到相关文献. 为克服非嵌入式随机多
项式展开法的上述几点不足, 基于Kriging模型提
出一种新的浅海不确定声场快速算法, 用多个算例
验证了算法的性能, 并给出详细的物理解释, 旨在
建立一种普适性更强、计算精度更高的不确定声场

快速算法, 为实时预估不确定声场提供理论依据.

2 算法原理

Kriging模型的声场输出P由以海洋环境参数

展开的多项式F和随机分布 z两部分组成, 即

P (ξ) = F (β, ξ) + z(ξ)

= fT(ξ)β + z(ξ), (1)

其中, F (β, ξ)是回归模型, 用于描述声场输出的全
局近似, β为回归系数, f(ξ)为含 ξ的多项式, 可以
是 0阶、一阶、二阶多项式, z(ξ)为逼近误差, 反映
声场输出的随机性. 该物理量具有如下统计特性:

E[z(ξ)] = 0, (2)

Var[z(ξ)] = σ2
z , (3)

Cov[z(ξi), z(ξj)] = σ2
z [Rij(θ, ξi, ξj)], (4)

其中, ξi, ξj为不确定参数空间中的任意两个样本
点 (类似于非嵌入式随机多项式展开法中的配点
数) , R(θ, ξi, ξj)为含参数 θ的相关函数, 表征样本
点间相关性.

给定不确定参数空间中的样本向量S =

[ξ1, ξ2, · · · , ξNK ], 其中NK为样本点个数, 利用声场
模型获得的声场输出向量PS = [P1, P2, · · · , PNK ],
在 (1)式假定的基础上, 任意待算点 ξnew的声场

输出 P̃ (ξnew) 可由声场输出向量元素的线性组合

表示

P̃ (ξnew) = aTPS , (5)

其中, a为系数向量.
预测的误差为

P̃ (ξnew)− P (ξnew)

= aTPS − P (ξnew)

= aTZ − z + (FTa− f)Tβ, (6)

其中, F = [f1, f2, · · · , fNK ]
T, Z = [z1, z2, · · · ,

zNK ]
T, 角标T表示矩阵转置.
为了保证结果的无偏性, 则误差均值为零, 即

E[P̃ (ξnew)− P (ξnew)]

=E[(FTa− f)Tβ] = 0, (7)

可得

FTa− f = 0. (8)

(5)式的预测方差

σ2(ξnew) = E[(P̃ (ξnew)− P (ξnew))
2]

= E[(aTZ − z)2]

= E[z2 + aTZZTa− 2aTZz]. (9)

联合 (3),(4)式, (9)式可表示为

σ2(ξnew) = σ2
z(1 + aTRa− 2aTA), (10)

其中:

A(θ, ξnew, S)

= [R(θ, ξnew, ξ1),R(θ, ξnew, ξ2), · · · ,

R(θ, ξnew, ξNK)], (11)

表征待算点 ξnew与每个样本点 ξi(i = 1, 2, · · · , Nk)

间的相关性.
通过最小化预测方差来确定a, 则上述问题转

化为求解如下最优化问题:
find a,

min σ2(ξnew),

s.t. FTa = f.

(12)

为此, 引入Lagrangian乘子

L(a, λ) = σ2(ξnew)− λT(FTa− f)

= σ2
z(1 + aTRa − 2aTA)

− λT(FTa− f), (13)

(13)式两边对a求导, 可得

L′
c(a, λ) = 2σ2

z(Ra−A)− Fλ. (14)
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由驻值条件 [16], 联立得到方程组 R F

FT 0

a
λ̃

 =

A
f

 , (15)

则

a = R−1(A− F λ̃) (16)

λ̃ =
λ

2σ2
z

= (FTR−1F )−1(FTR−1A− f). (17)

将 (16)式代入 (5)式中, 则待算点 ξnew的声场

输出

P̃ (ξnew) = (A− F λ̃)TR−1PS

= (ATR−1PS − (FTR−1A− f)T

× (FTR−1F )−1FTR−1PS, (18)

β的估计值β∗由回归问题Fβ ∼= Y 的广义最

小二乘估计求得

β∗ = (FTR−1F )−1FTR−1PS. (19)

将 (19)式代入 (18)式, 并考虑余量表达式Rγ∗ =

Y − Fβ∗, 可得

P̃ (ξnew) = f(ξnew)
Tβ∗ +A(ξnew)

Tγ∗. (20)

由 (19)式可知, β∗仅与F , R, PS有关, 与 γ,
ξnew等无关. 因此, (20)式中只要求出f(ξnew),
A(ξnew), 就可以计算得到该点声场输出 P̃ (ξnew),
(20) 式就是声场输出的表达式.

将 (16)和 (17)式代入到 (10)式, 则 P̃ (ξnew)的

预测方差

σ2(ξnew)

=σ2
z

[
1 + ςT(FTR−1F )−1ς −ATR−1A

]
, (21)

其中

ς = FTR−1A− f . (22)

2.1 相关函数R的选取

不确定输入变量范围内任意两点 ξi, ξj间的相
关函数R与这两点的距离d = |ξi − ξj |, 以及选取
的相关函数形式有关.

R(θ, ξi, ξj) =
∏

R(θ, d), (23)

R(θ, d)根据需要可取多种形式 [12], 如: EXP, LIN,
SPHERICAL, GAUSS, CUBIC, SPLINE等.

2.2 σ2
z和θ的确定

(20)和 (21)式中仍存在两个没有确定的参数,
分别是σ2

z和R中的参数 θ, 可通过极大似然估计法
获得 [17], 即

max
θk>0

{(
− NK

2
ln(σ̂2

z)−
1

2
ln(|R|)

)
,

k = 1, 2, · · · , Nξ

}
. (24)

该问题可以转化为一个无约束全局优化问

题 [17],即

min
θk>0

{
φ(θ) = |R|

1
NK σ̂2

z , k = 1, 2, · · · , Nξ

}
(25)

需通过多次寻优获得, 对于含多个不确定海洋环境
参数问题, 参数 θ的数量与不确定参数的个数一致,
θ选择方法有两种, 一种是相关函数各向同性, 假定
变量中所有分量权重相同, 另一种则是各向异性.

3 数值计算与分析

3.1 浅海环境Benchmark模型中海水
深度不确定情形

浅海环境Benchmark模型见图 1 , 海洋环境
参数设置如下: 声波频率为 400 Hz, 声源深度为
25 m, c1 = 1500 m/s, d1 = 10 m, c2 = 1450 m/s,
d2 = 20 m, c3 = 1575 m/s, ρ3 = 1700 kg/m3,
α3 = 1 dB/λ. 令海深D不确定, 且D服从均值

为 50 m, 标准方差为 0.5 m/s的均匀分布; 接收距
离为 3 km, 接收深度为 25 m. 声场模型为KRAK-
EN, (1)式中的 f(ξ)选取为一阶多项式.

选取不确定参数D变化范围内服从均匀分布

的30个样本点 (即调用声场模型 30次) , 相关模型
选取为GAUSS, 本文算法计算得到的相干声压幅
值Pcon 如图 2所示, 图 3对比了相关模型分别选取

为EXP, LIN, SPHERICAL, CUBIC, SPLINE等
时本文算法计算得到的Pcon. 由图 2和 3可知, 当
相关函数选取为GAUSS时计算精度很高, 而选取
为其他几种形式时计算效果较差, 可知相关函数
的选择对计算精度影响较大. 因此, 在本文计算中
均将相关函数选取为GAUSS. 同时, 经寻优解得
θ = 25.07.
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c3֒ ρ3֒ α3
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图 1 浅海环境Benchmark模型
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图 2 浅海环境Benchmark模型中海水深度不确定时相
关函数选取为GAUSS计算得到的相干声压幅值

图 4对比了不同计算方法得到的Pcon的概

率密度函数 (probability density function, PDF),
MC法调用声场模型 5000次, 非嵌入式随机多项
式展开法选用 30个配点 (即调用声场模型 30次).
图 5是图 4的局部放大图, 可知同等条件下, 本文
算法的计算精度较非嵌入式随机多项式展开法

更高.

3.2 Pekeris波导模型中海水声速不确定
情形

Pekeris波导模型如图 6所示, 海洋环境参数
设置如下: 海水声速 cw不确定, 且服从均值为
1500 m/s, 标准差为 3 m/s的正态分布, 海水密度
ρw为1000 kg/m3, 海深D 为100 m; 海底为无限均
匀半空间, 海底声速 cb为 1800 m/s, 海底密度 ρb

为1800 kg/m3; 声源深度 zs为30 m, 接收器深度为
50 m, 接收距离为 10 km, 声波频率为 1000 Hz. 声
场模型为KRAKEN, (1)式中的 f(ξ)选取为一阶多

项式.
同样选取文献 [11]中分段概率配点法的 50个

配点作为计算样本点, 经寻优解得 θ = 0.8337.

计算得到的传播损失 (transmission loss, TL)
与不确定海水声速 cw之间的表达式为

TL = 56.1628 + 0.0026cw

+

50∑
i=1

ai exp[−0.8337(cw − ci)
2], (26)

其中, cw ∈ [1488, 1512], 单位为m/s, ci为选取的计
算样本点值.
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图 3 浅海环境Benchmark模型中海水深度不确定时选
取不同相关函数计算得到的相干声压幅值
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图 4 浅海环境Benchmark模型中海水深度不确定时不
同方法计算得到的Pcon的PDF
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图 5 图 4的局部放大图
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计算得到的TL如图 7所示, 图 8是本文算法

结果与声场模型计算结果间的均方误差 (mean-
square error, MSE), 图 9比较了非嵌入式随机多

项式展开法中的分段概率配点法 [11]和本文算法得

到的TL的概率密度函数, 其中MC法调用声场模
型5000次.

cw֒ ρw

D

zs

cb֒ ρb

图 6 Pekeris波导示意图
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图 7 Pekeris波导模型中海水声速标准差为 3 m/s时的TL
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图 8 Pekeris波导模型中海水声速标准差为 3 m/s时本
文算法与声场模型计算结果间的均方误差

由图 7和图 8可知, 本文算法结果与声场模型
的计算结果一致性非常高, 图 8中位于横轴端点附

近的海水声速波动值对应的计算误差较位于中间

段时的稍大些, 其原因是Kriging模型利用待算点
附近局部样本点声场的线性组合来预估声场, 而当
待算点位于端点附近时, 附近可用于的样本点较
少, 两个端点时仅有中间段样本点一半数量的样本
点参加运算, 使得计算误差达到最大.
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图 9 Pekeris波导模型中海水声速标准差为 3 m/s时不
同方法计算得到的TL的PDF

由图 9可知, 此时同等条件下本文算法的计算
精度同样高于非嵌入式随机多项式展开法. 究其
原因从理论上来说, Kriging模型是最优 (见 (12)
式)、线性 (见 (1)式)、无偏估计 (见 (7)式); 由 (1)式
可知, 声场输出由回归模型和随机函数组成, 前者
是全局近似, 后者是与全局近似的局部偏差, 反映
声场输出的局部特性, 这使得该算法在解决非线性
程度较高的问题时, 具有更高的计算精度, 因而适
合于求解随不确定海洋环境参数变化剧烈时的声

场输出 (如: 图 7中TL随海水声速局部呈阶梯状
变化), 这是本文算法与声场输出表达式仅由回归
模型组成的非嵌入式随机多项式展开法的主要区

别; 非嵌入式随机多项式展开法等 (含常规算法和
分段概率配点法) 与本文算法的计算效果都与计算
样本点声场的相关性密切相关, 在非嵌入式随机多
项式展开法中, 声场输出与所有配点以同样的权重
加权, 因此当声场输出随不确定参数变化剧烈时,
计算误差较大; 分段概率配点法则将整个不确定变
量范围分为多段, 然后再用常规概率配点法计算每
段的声场输出, 从而人为切断了待算点与整个变量
范围内配点的相关性, 使得计算精度得以改善, 但
计算过程繁琐; 本文算法的待算点声场是由样本点
对应声场经过加权获得, 其与每个已知样本点对
应声场的相关性也不一致. 如: 图 10显示了待算

点为 1500 m/s时与 50个样本点间的相关性, 此时
与待算点相关性较强的样本点数目为 16个, 且与
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这 16个点之间的相关性或强或弱, 而与其他 34个
样本点则完全无关, 同时由 (23)和 (25)式可知, 本
文算法通过正确选取相关函数R的形式, 以及多次
寻优获得最优的 θ值, 确保了待算点声场与样本点
声场间相关性的计算精度, 从而保证了算法的计算
精度, 故同等条件下计算精度较分段概率配点法更
高些.

0 10 20 30 40 50

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

图 10 待算点为 1500 m/s时与样本点间的相关性

由 3.1, 3.2节中的两个算例可知, 相比非嵌入

式随机多项式展开法, 本文算法无需针对声场输出
随不确定海洋环境参数变化情况, 采取特殊的计算
处理过程, 且 (1)式中的多项式 f(ξ)阶数很低, 有
效地克服了非嵌入式随机多项式展开法为提高计

算精度将随机多项式展开至很高阶数, 使得计算效
率下降的不足, 且同等条件下, 本文算法的计算精
度还高于非嵌入式随机多项式展开法.

3.3 浅海环境Benchmark模型中海深和
混合层声速均不确定情形

海洋环境参数设置如下: 海深D和混

合 层 声 速 c1均 不 确 定, 分 别 在 49—51 m和
1490—1510 m/s 之间变化, 其他仿真条件与 3.1
节中的一致, 用拉丁超立方法在不确定参数变化空
间内选取500个样本点. 选取 (1)式中的

fT(ξ) =
[
1 D c1 D2 Dc1 c21

]
,

优化后的海深D和混合层声速 c1各自对应的参数

[θ1, θ2] = [16.8179, 20], 即此时参数 θ的选取是各向

异性的.
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图 11 (网刊彩色) 浅海环境Benchmark模型中混合层声速和海深均不确定时Pcon的计算结果 (a) KRAKEN;
(b) 本文算法; (c) 均方误差

图 11为基于声场模型 (调用 10000次)和本文
算法计算得到的Pcon以及二者的均方误差, 可知二
者计算结果一致性非常高, 但计算量相差20倍. 同

时, 可以发现本文算法只需知道不确定参数的变化
范围即可 (3.1, 3.2节是为了便于与非嵌入式随机
多项式展开法对比, 才假定不确定参数服从不确定
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参数的分布类型), 不必如非嵌入式随机多项式展
开法那样, 需给定不确定参数的概率分布规律, 继
而针对参数的概率分布类型, 选择相应的正交多
项式形式 [1]. 因此, 本文算法的样本点选择相对于
非嵌入式随机多项式展开法的配点选择更加简单,
通常在变量范围内等间隔选取或用拉丁超立方采

样选取即可. 值得说明的是, 由于本文算法的计算
结果与样本点的相关性有关, 当样本自相关性较
强时, 若相邻样本点选取过密, 会导致样本自相关
矩阵R非满秩, 使得 (20), (21)式中的R−1不存在,
从而无法开展计算.

4 结 论

相比非嵌入式随机多项式展开法, 本文算法在
保持计算效率和精度高等优点的同时, 还具备以下
特性:

1)在同等条件下, 较非嵌入式随机多项式展开
法计算精度更高;

2) 无须针对声场输出随不确定海洋环境参数
的变化情况, 采取类似于分段概率配点法等特殊的
处理过程, 程序的通用性强;

3) 有效地克服了非嵌入式随机多项式展开法
为提高计算精度将多项式展开至非常高的阶数, 从
而导致计算量大幅增加的不足;

4)样本点的选择简单易行, 在不确定变量变化
范围内可等间隔或是采用拉丁超立方法选取即可;

5) 利用 (21)式直接计算均方误差, 利于直观
判别计算精度和效果.

因此, 本文算法在保持非嵌入式随机多项式展
开法优点的同时, 还有效克服了该方法的不足, 其
普适性更强. 同时, 由 (20)式可知, 本文算法直接

获得声场输出与不确定海洋环境参数之间的表达

式, 这为下一步研究声场输出对不确定环境参数的
灵敏度提供了捷径.
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Abstract
Non-intrusive polynomial chaos expansion (NPCE) method is a fast algorithm with the best performances for an

uncertain acoustic filed currently, in which the selection of collocation points is an important factor for the computational
accuracy, and some special processing methods such as piecewise probabilistic collocation method, should be adopted
when the outputs of acoustic field vary severely with uncertain ocean environmental parameters. A new fast algorithm
for uncertain acoustic filed in shallow-water is proposed based on Kriging model. The theoretical description of the new
algorithm is given, and numerical simulations are conducted to verify the performances of the proposed algorithm. The
physical interpretations are given in detail. The results demonstrate that the proposed algorithm is more accurate than
the NPCE method under the same conditions, and any special processing method does not need to be adopted when
the outputs of acoustic field vary severely with the uncertain ocean environmental parameters. The weakness of NPCE
method can be overcome by the proposed algorithm, which is that the computational cost increases with the stochastic
polynomial expanding to a higher order for enhancing the computational accuracy. The selection of sample point of the
proposed algorithm is simpler and easier than that of NPCE method, and the calculation errors can be given directly.
Thus, the proposed algorithm is more universal than NPCE method.
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