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研究了在数学、力学中广泛出现的一类非线性强阻尼广义 sine-Gordon扰动微分方程问题. 首先, 引入行
波变换, 求出退化方程的精确解. 再构造一个泛函, 创建了一个变分迭代算法, 最后, 求出原非线性强阻尼广
义 sine-Gordon扰动微分方程问题的近似行波解析解. 用变分迭代法可得到的各次近似解, 具有便于求解、精
度高等特点. 求得的近似解析解弥补了单纯用数值方法的模拟解的不足.

关键词: 行波, 强阻尼, sine-Gordon方程
PACS: 02.30.Hq DOI: 10.7498/aps.64.010201

1 引 言

非线性扰动发展方程在理论物理学、力学、光

学的许多领域中是广泛的研究对象. 例如在激波、
量子力学、大气物理、光波散射等方面都有重要的

研究 [1−4]. 非线性扰动发展方程的定量和定性的各
种方法也有许多发展. 当前,研究了非线性发展方
程的一些有效的方法, 如Jacobi椭圆函数法, 双曲
函数法, G′/G展开法, 修正的CK方法, 非经典李
群方法, 齐次平衡法等, 不断地被改进和创新 [5−9].
作者等也利用不动点原理、摄动理论、微分不等式,
泛函同伦映射等理论和方法研究了一系列非线性

方程的有关物理问题 [10−19].
本文利用变分迭代法 [20,21], 研究了一类非线

性广义 sine-Gordon发展扰动方程, 求其行波近似
解析解. 非线性扰动方程的渐近方法其要点是用扰
动理论的渐近展开式将较复杂的非线性方程转化

为较简单的方程, 并用其得到的解去逼近原非线性
方程的解 [22,23].

变分法是处理泛函的一种数学方法, 变分法的
目的之一是寻求相应一类泛函的极值函数. 其关键
是将对应的泛函求变分, 并取此变分为零, 以达到
满足极值的函数性态. 变分迭代法是根据泛函变分
的相应结果构造一个迭代式, 通过迭代关系式, 求
得各次迭代的函数序列, 已达到所得的近似函数序
列较快地逼近所讨论问题的精确解. 所以从某种
意义来说, 利用变分迭代方法得到的各次近似函数
能够具有较快逼近精确解的特点. 近十余年来, He
等学者对古典的变分迭代法作了许多研究、改进和

发展 [24−31], 并在数学的各领域, 特别是微分方程
各分支中, 都有重要的应用和推广, 经过改进的变
分迭代法近来在物理学科中也都有很多的应用, 解
决了许多近代物理中的非线性现象, 得到了满意
的结果. 本文是将相应的方法推广到强阻尼广义
sine-Gordon方程物理问题中.

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11202106), 中央高校基本科研业务费专项资金 (批准号:. 2232012D3-34), 安徽高校省级自然科学研
究项目 (批准号: KJ2014A151)和江苏省自然科学基金 (批准号: 13KJB170016)资助的课题.

† 通信作者. E-mail: slxxyh@163.com
‡ 通信作者. E-mail: mojiaqi@mail.ahnu.edu.cn

© 2015 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

010201-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.010201
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 1 (2015) 010201

本文使用的方法具有思路简明, 计算简单, 得
到的近似解有较高的精度, 且还可以继续进行解析
运算等方面的优点. 本方法有较广泛的研究前景.

今讨论如下一类被广泛用到的强阻尼广义

sine-Gordon扰动发展方程广义特征问题:

utt − uxx + a ut + butx + c utxx = f(u), (1)

u |x−t=0 = g1 , ut |x−t=0 = g2 ,

utt |x−t=0 = g3 , (2)

其中a, b, c为阻尼参数, gi(i = 1, 2, 3)为常数, f(u)
为扰动项, 它们是关于其变量为充分光滑的函数,
由于非线性方程 (1)一般不能用有限个初等函数来
表示其精确解. 为此, 我们先作一个行波变换, 得
到一个退化的方程, 从而得到其精确解. 然后引入
一个泛函, 并利用经过改造的泛函变分迭代方法得
到原强阻尼广义 sine-Gordon扰动发展方程的近似
行波解.

2 退化方程的解

现作行波变换

z = x− t. (3)

将变换 (3)式代入问题 (1), (2)得
d3u

dz3 +
b

c

d2u

dz2 +
a

c

du
dz = −1

c
f(u), (4)

u |z=0 = g1 , uz |z=0 = −g2 ,

uzz |z=o = g3 . (5)

首先考虑方程 (4)的退化情形
d3u

dz3 +
b

c

d2u

dz2 +
a

c

du
dz = 0. (6)

不难得到退化方程 (6)对应的初始条件 (5)下
的精确解 ū为

ū = C1 exp
(

1

2c
[−b+

√
b2 − 4ac] z

)
+ C2 exp

(
1

2c
[−b−

√
b2 − 4ac]z

)
+ C3, (7)

其中

C1 = − [b+
√
b2 − 4ac ]

× [b+
√
b2 − 4ac ]g2 + g3

8ac
√
b2 − 4ac

, (8)

C2 = [b−
√
b2 − 4ac ]

× [b−
√
b2 − 4ac ]g2 + g3

8ac
√
b2 − 4ac

, (9)

C3 = g1 −
2b g2 − g3

4ac
. (10)

选取 a = 4, b = 5, c = 1, g1(x) = g3 =

0, g2(x) = 1. 得到 ū(z)的曲线图形见图 1所示.
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图 1 ū(z)的曲线图

将行波变换 (3)式代入 (7)式, 便得到退化方程
(6)对应的初始条件 (5)下的精确行波解:

Ū(x, t)

= C1 exp
(

1

2c

[
− b+

√
b2 − 4ac

]
(x− t)

)
+ C2 exp

(
1

2c

[
− b−

√
b2 − 4ac

]
(x− t)

)
+ C3. (11)

选取 a = 4, b = 5, c = 1 g1(x) = g3 =

0, g2(x) = 1. 退化问题行波解 Ū(x, t)的曲面图形

见图 2所示.
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图 2 退化问题行波解 Ū(x, t)的曲面图

3 扰动方程解的变分迭代算法

由变分迭代算法, 引入一个泛函F [u] [20,21],

F [u] = u−
∫ z

0

µ(ξ, z)

[
d3u

dξ3 +
b

c

d2u

dξ2
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+
a

c

du
dξ +

1

c
f(ū)

]
dξ, (12)

式中 ū为u的限制变量 [20], µ为待定函数. 将泛函
(12)式并进行变分运算

δF = δu− µ |ξ=zδuξξ + µξ |ξ=z δuξ − µξξ |ξ=z δu

− b

c
µ |ξ=zδ uξ +

b

c
µξ |ξ=z δu− a

c
µ |ξ=z δu

+

∫ z

0

[µξξξ −
b

c
µξξ +

a

c
µξ]δudξ.

令 δ F = 0. 可得到待定函数µ应满足的关系式

µξξξ −
b

c
µξξ +

a

c
µξ = 0, (13)

µ |ξ=z = 0, µξ |ξ=z = 0, µξξ |ξ=z = 1 . (14)

由 (13), (14)式, 不难得到

µ(ξ) =
c√

b2 − 4ac

[
1

λ1
expλ1(ξ − z)

− 1

λ2
expλ2(ξ − z)

]
− 4a

c
, (15)

其中λi (i = 1, 2)分别为

λ1 =
1

2c
[b+

√
b2 − 4ac ],

λ2 =
1

2c
[b−

√
b2 − 4ac ]. (16)

由 (12)式和待定函数 (15), 我们构造如下的扰
动方程解的变分迭代式:

un(z)

= un−1(z)−
∫ z

0

[
c√

b2 − 4ac

×
(

1

λ1
expλ1(ξ − z)− 1

λ2
expλ2(ξ − z)

)
− 4a

c

][
d3un−1

dξ3 +
b

c

d2un−1

dξ2 +
a

c

dun−1

dξ

+
1

c
f(un−1)

]
dξ, n = 1, 2, · · · . (17)

在 (17)式中. 选取初始近似u0为退化方程 (6)
及对应的初始条件 (5)下的解 (7)式 ū. 即

u0 = C1 exp
[
1

2c
(−b+

√
b2 − 4ac)z

]
+ C2 exp

[
1

2c
(−b−

√
b2 − 4ac)z

]
+ C3, (18)

其中Ci(i = 1, 2, 3)由 (8)—(10)式表示. 再由变分
迭代 (17) 式, 并考虑到 (18)式, 可以得到初值问题
(4), (5)的一次近似解u1为

u1 = C1 exp
[
1

2c
(−b+

√
b2 − 4ac)z

]

+ C2 exp
[
1

2c
(−b−

√
b2 − 4ac)z

]
+ C3

−
∫ z

0

[
c√

b2 − 4ac

(
1

λ1
expλ1(ξ − z)

− 1

λ2
expλ2(ξ − z)

)
− 4a

c

]
× f(u0(ξ))dξ, (19)

其中Ci, λj (i = 1, 2, 3, j = 1, 2)由 (8)—(10)和
(16)式表示, u0由 (18)式表示.

由 (18), (19)和 (17)式, 可以得到初值问题 (4),
(5)的二次近似解u2为

u2 = C1 exp
[
1

2c
(−b+

√
b2 − 4ac)z

]
+ C2 exp

[
1

2c
(−b−

√
b2 − 4ac)z

]
+ C3

−
∫ z

0

[
c√

b2 − 4ac

(
1

λ1
expλ1 (ξ − z)

− 1

λ2
expλ2 (ξ − z)

)
− 4a

c

]
×
[

d3u1

dξ3 +
b

c

d2u1

dξ2 +
a

c

du1

dξ

+
1

c
(f(u0(ξ)) + f(u1(ξ)))

]
dξ, (20)

其中Ci, λj (i = 1, 2, 3, j = 1, 2)分别由

(8)—(10)式和 (16)式表示, u0, u1分别由 (18)和
(19)式表示.

由 (17)和 (18)—(20)式, 继续可以得到初值问
题 (4), (5)的n次近似解un (n = 3, 4, · · · ). 利用
泛函原理和函数的逼近理论及泛函分析的不动点

定理, 可以证明 [20,21,24], 在适当的假设下, 用上述
变分迭代方法得到的函数序列 {un}在所考虑的区
域内是当n → ∞时为一致收敛的. 因此由迭代
(17)式知, 极限函数u = lim

n→∞
un就是初值问题 (4),

(5)的精确解. un就是初值问题 (4), (5)的第n次近

似解.
再将行波变换 (3)式: z = x − t代入un式, 我

们便得到强阻尼广义 sine-Gordon方程特征问题
(1), (2)的第二次近似行波解U2(x, t)为

U2(x, t)

= C1 exp
[

c√
b2 − 4ac

(x− t)

]
+ C2 exp exp

[
1

2c

(
− b+

√
b2 − 4ac

)
(x− t)

]
+ C3
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−
∫ x−t

0

[
c√

b2 − 4ac

(
1

λ1
expλ1(ξ − x+ t)

− 1

λ2
expλ2(ξ − x+ t)

)
− 4a

c

]
×
[

d3u1

dξ3 − b

c

d2u1

dξ2 − a

c

du1

dξ

− 1

c

(
f(u0(ξ)) + f(u1(ξ))

)]
dξ, (21)

其中Ci, λj (i = 1, 2, 3, j = 1, 2)分别由 (8)—(10)
式和 (16)式表示, u0, u1由 (18)和 (19)式表示.

4 举 例

为了方便, 现讨论如下强阻尼广义 sine-
Gordon扰动发展方程特征问题

utt − uxx + 4ut + 5utx + utxx = u2, (22)

u |x−t=0 = 0, ut |x−t=0 = 1 ,

utt |x−t=0 = 0 . (23)

利用本文构造的变分迭代方法. 事实上,
比较广义 sine-Gordon扰动发展方程 (1). 可知

a = 4, b = 5, c = 1, f(u) = u2, g1(x) = g3 =

0, g2(x) = 1. 于是由 (8)—(10)和 (18)式, 选取发
展方程初始问题的初始近似u0 为

u0 = −2

3
exp(− z) +

1

24
exp(−8 z)− 5

8
. (24)

由 (19)和 (20)式. 依次可得u1和u2,

u1

= − 2

3
exp(− z) +

1

24
exp(−8 z)− 5

8

+

∫ z

0

[
1

3

(
1

4
exp(4(ξ − z))− exp(ξ − z)

)
− 16

]
×
[
− 2

3
exp(−ξ) +

1

24
exp(−8ξ)− 5

8

]2
dξ,

(25)

u2

= − 2

3
exp(− z) +

1

24
exp(−8 z)− 5

8

+

∫ z

0

[
1

3

(
1

4
exp(4(ξ − z))− exp(ξ − z)

)
− 16

]
×
[

d3u1

dξ3 + 5
d2u1

dξ2 + 4
du1

dξ

+

[
− 2

3
exp(− ξ) +

1

24
exp(−8 ξ)− 5

8

]2
+ (u1(ξ))

2

]
dξ, (26)

其中 u1由 (25)式表示.
将行波变换 (3)式代回 (25)式, 便得到强阻尼

广义 sine-Gordon扰动发展方程特征问题 (22), (23)
的一次近似行波解U1(x, t)为

U1(x, t)

= − 2

3
exp(−(x− t)) +

1

24
exp(−8 (x− t))

− 5

8
+

∫ x−t

0

[
1

3

(
1

4
exp(4(ξ − (x− t)))

− exp(ξ − (x− t))

)
− 16

]
×
[
− 2

3
exp(− ξ) +

1

24
exp(−8 ξ)− 5

8

]2
dξ.

(27)

由 (26)和 (27)式, 强阻尼广义 sine-Gordon扰
动发展方程特征问题 (22), (23)的二次近似行波解
U2(x, t)为

U2(x, t)

= − 2

3
exp(−(x− t)) +

1

24
exp(−8 (x− t))

− 5

8
+

∫ x−t

0

[
1

3

(
1

4
exp(4(ξ − (x− t)))

− exp(ξ − (x− t))

)
− 16

]
×
[

d3u1

dξ3 + 5
d2u1

dξ2 + 4
du1

dξ

]
+

[
− 2

3
exp(− ξ) +

1

24
exp(−8 ξ)− 5

8

]2
+ (u1(ξ))

2]dξ, (28)

其中 u1由 (25)式表示.
继续用相同的方法, 可以依次得到扰动发

展方程特征问题 (22), (23)的更高次近似行波解
Un(x, t) (n = 3, 4, · · · ).

5 微扰sine-Gordon方程

设强阻尼 sine-Gordon扰动发展方程 (1)中的
扰动项是微扰的. 为简单起见, 现设 f(x, t, u) =

ε exp(−u). 其中 ε为正的小参数. 相应的强阻尼
sine-Gordon微扰方程特征问题为

utt − uxx + aut + butx + c utxx = ε exp(−u),

0 < ε ≪ 1. (29)

u |x−t=0 = ϕ(x), ut |x−t=0 = 0 . (30)
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由关系 (18)—(20)式, 微扰方程特征问题 (29),
(30)的u0(z), u1(z)分别为

u0 = C1 exp
(

c√
b2 − 4ac

z

)
+ C2 exp exp

[
1

2c
(−b+

√
b2 − 4ac) z

]
+ C3 (31)

其中Ci (i = 1, 2, 3)由 (8)—(10)式表示

u1 = C1 exp
(

c√
b2 − 4ac

z

)
+ C2 exp exp

[
1

2c
(−b+

√
b2 − 4ac)z

]
+ C3

−
∫ z

0

[
c√

b2 − 4ac

(
1

λ1
expλ1(ξ − z)

− 1

λ2
expλ2(ξ − z)

)
− 4a

c

]
×
[
ε

c
exp(−u0(ξ))

]
dξ, (32)

其中Ci, λ̄j (i = 1, 2, 3, j = 1, 2)由 (8)—(10)和
(16)式表示, u0由 (31)式表示.

选定 a = 4, b = 5, c = 1, f(u) = u2,
g1(x) = g3(x) = 0, g2(x) = 1. 并分别取 ε = 1

和 ε = 0.5时, 可得到精确解uexa(z)和一次近似解

u1(z)的曲线图形分别见图 3 , 图 4所示. 从图 3和
图 4还可以看出, 当小参数 ε越小, 得到的近似解
曲线就越靠近精确解. 即得到的近似解的精度就
越高.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

z

u

uexa

u1

图 3 精确解 uexa(z)与一次近似解 u1(z)的曲线比较

(ε = 1)

同样, 可得到微扰方程特征问题 (29), (30)的
u2(z)为

u2

= C1 exp
(

c√
b2 − 4ac

z

)

+ C2 exp exp
(

1

2c
[−b+

√
b2 − 4ac]z

)
+ C3

−
∫ z

0

[
c√

b2 − 4ac

(
1

λ1
expλ1(ξ − z)

− 1

λ2
expλ2(ξ − z)

)
− 4a

c

]
×
[

d3u1

dξ3 − b

c

d2u1

dξ2 − a

c

du1

dξ

+
ε

c
(exp(−u0(ξ)) + exp(−u1(ξ)))

]
dξ, (33)

其中Ci, λj(i = 1, 2, 3, j = 1, 2)分别由 (8)—(10)
和 (16)表示, u0, u1分别由 (31)和 (32)式表示.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

z

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

u
uexa

u1

图 4 精确解 uexa(z)与一次近似解 u1(z)的曲线比较

(ε = 0.5)

由行波变换 (3)和关系 (33)式, 我们便得到微
扰 sine-Gordon方程特征问题 (29), (30)的二次近
似行波解U2(x, t)为

U2(x, t)

= C1 exp
[

c√
b2 − 4ac

(x− t)

]
+C2 exp exp

[ 1

2c
(−b+

√
b2−4ac)(x−t)

]
+C3

−
∫ x−t

0

[
c√

b2 − 4ac

[
1

λ1
expλ1 (ξ − x+ t)

− 1

λ2
expλ2(ξ − x+ t)

]
− 4a

c

]
×
[

d3u1

dξ3 − b

c

d2u1

dξ2 − a

c

du1

dξ

+
ε

c
(exp(−u0(ξ)) + exp(−u1(ξ)))

]
dξ,

其中Ci, λj(i = 1, 2, 3, j = 1, 2)分别由 (8)—(10)
式和 (16)式表示, u0, u1分别由 (31)和 (32)式表示.

因为强阻尼微扰方程特征问题 (29), (30)为微
扰问题, 因此我们还可用摄动方法来求得该问题的
渐近解, 并且可以用摄动理论证明 [22,23], 微扰问题
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(29), (30)的精确解uexa(x, t)与用泛函变分迭代方

法得到的n次近似行波解Un(x, t)具有如下的误差

精度:

uexa(x, t) = Un(x, t) +O(εn),

n = 1, 2, · · · , 0 < ε ≪ 1.

6 近似解析解的意义

我们由变分迭代方法得到强阻尼广义 sine-
Gordon扰动发展方程特征问题的近似解unapp(t)

是近似的解析关系式, 因此一般还可以通过解析运
算, 譬如进行微分、积分等运算, 继续对强阻尼广义
sine-Gordon扰动进一步研究, 得到其他相关的物
理性态. 特别是一些微扰方程通常出现跳跃过渡的
激波层现象的解.

例如, 我们可以通过近似行波解Un(x, t)计算

出关于x或 t的变化率的分布情况, 再如, 通过近
似函数Un(x, t)可计算出对应的波峰值等. 不但
如此, 我们还可采取措施, 人为地控制非线性 sine-
Gordon的扰动项, 使行波解达到满意的状态.

7 结 论

众所周知, 非线性方程一般是不能得到有限项
组成的解析精确解. 人们只能用数值方法得到它的
模拟解, 或者用近似解析解去逼近它. 然而由于用
数值方法得到的模拟解不能再进行解析运算, 从而
终止了对方程解的解析运算. 这样有时往往会忽略
对一些非线性方程的某些特性的研究. 特别是一些
微扰方程通常出现跳跃过渡的激波层现象的解, 有
时就会被忽略. 广义泛函变分迭代方法是通过近似
解析函数去逼近方程的精确解. 所以它还可用解析
的方法去继续探讨方程解的其他特殊物理性态.

本文采用的是经过修改的泛函变分迭代方法

的优点还在于这种思路和方法简捷. 同时, 用此方
法求得方程近似解的函数序列收敛速度的快慢, 也
取决于采用合适的初始近似函数. 例如本文选的
初始近似函数u0的选取是用非扰动情形下的典型

sine-Gordon方程的解 (7), 这是十分自然的. 它保
证了相应非线性方程具有较快地得到要求的精度

范围内的近似解.
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Abstract
A class of nonlinear strong damping sine-Gordon disturbed evolution differential equation is studied which appears

widely in mathematics and mechanics. Firstly, we introduce a traveling wave transformation, and obtain the exact
solution of degenerate equation. Then a functional calculating method for variational iteration is constructed, thus an
iterative expansion is found. Finally, the approximate traveling wave analytic solutions for the original strong damping
generalized sine-Gordon disturbed evolution equation are found. The arbitrary order approximate solutions, and the
simple variational iteration method are obtained with higher accuracy. The approximate analytic solution can make up
for the imperfection of the simple numerical simulation solution.
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