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基于快速全线性预测控制的混沌系统控制与同步∗

张园1) 徐琦1)2) 孙明玮1)† 陈增强1)

1)(南开大学计算机与控制工程学院, 天津 300071)

2)(军事交通学院, 天津市 300161)

( 2014年 7月 13日收到; 2014年 8月 16日收到修改稿 )

针对连续时间混沌 (超混沌)系统的控制问题, 提出了一种基于扩张状态观测器的快速全线性广义预测控
制算法. 利用线性扩张状态观测器估计和补偿混沌 (超混沌)系统的非线性动力学和存在的不确定性, 将原始
对象近似转化为积分器形式, 随后针对单积分器设计广义预测控制, 解决了预测控制计算量大的问题. 阶跃
系数矩阵可以直接得到解析解, 而对于未来输出的预测则可以根据最近两个时刻的输出采样值直接计算得
到, 避免了使用自校正算法和在线求解丢番图方程. 该线性算法可以直接应用于非线性对象的控制系统设计.
将该算法应用于典型Lorenz混沌系统的控制中, 数学仿真结果验证了有效性.

关键词: 混沌, 广义预测控制, 扩张状态观测器, 同步控制
PACS: 05.45.Gg, 02.30.Yy, 05.45.Pq DOI: 10.7498/aps.64.010502

1 引 言

混沌是非线性系统的一种特有属性, 表现为
有界的不稳定, 其基本特征是具有正的Lyapunov
指数、运动轨迹的不确定性和非周期性、对初值的

极端敏感性、长期行为的不可预测性、无线宽频功

率谱及遍历性等. 混沌系统的控制问题一直是一
个研究热点. 自从 1990年Ott, Grebogi和York提
出OGY混沌控制方法以来 [1], 涌现了许多混沌系
统控制方法, 如神经网络控制 [2,3]、非线性反馈控

制 [4]、分数阶PID控制 [5]、自适应控制 [6−8]、滑模控

制 [9] 等. 这些方法基本上都是非线性控制方法. 事
实上, 由于混沌是一类非线性系统的本质属性, 所
以人们自然更多地考虑到使用非线性控制非线性.
在为数不多的完全线性控制方法中 [10], 控制器的
设计需要混沌模型的特征参数. 到目前为止, 还没
有通用的线性控制方法可以实现对于一般的混沌

系统进行控制, 并且设计过程不直接依赖于系统的

特征参数.
在对混沌系统的控制与同步中, 预测控制的

设计受到一定关注 [11−13]. 预测控制中, 广义预测
控制 [14−17] (generalized predictive control, GPC)
是Clarke等在 1987年提出的, 并结合了辨识与自
校正机制, 与以往一些预测控制方法相比, 具有鲁
棒性强、能够处理开环不稳定和开环非最小相位对

象、能够有效克服系统滞后等优点, 并在线性系统
中获得成功的应用. 对于非线性系统, 预测控制在
机理上存在本质性缺陷, 也就是一般的非线性系统
导致模型预测难以进行 [18]. 因此, 为了在混沌系
统中应用GPC, 文献 [11—13]都使用递推最小二乘
法在线辨识混沌系统, 通过自校正机制实时对于混
沌模型进行线性化处理, 本质依然是一种非线性算
法. 文献 [11—13] 在算法简化方面开展了工作, 但
由于针对的是一个一般的线性模型, 还需要求解丢
番图方程, 计算量依然比较大.

本文通过引入线性扩张状态观测器 [19−21] (ex-
tended state observer, ESO), 对混沌 (超混沌)系
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统进行反馈补偿化简, 使得每个控制通道近似简化
为单积分器. 然后, 针对单积分器这种特殊的线性
对象设计GPC, 此时阶跃系数矩阵可以直接得到
解析解, 而通过分析丢番图方程的求解过程, 证明
了未来的输出预测可以根据最近两个时刻的输出

采样值计算得到, 避免了自校正算法和在线丢番图
方程的求解, 克服了计算量大的问题. 通过对于典
型Lorenz混沌系统的控制与同步,验证了算法的有
效性.

2 混沌系统的动态补偿线性化

设n维混沌 (超混沌)系统为

Ẋ = F (X), (1)

其中X = [x1, · · · , xn]
T为系统状态, F =

[f1, · · · , fn]T 为状态右函数向量, 这里 fi(i =

1, · · · , n)为n元连续函数. 设其中m(m 6 n)个

状态直接可控, 其角标分别是 r1, · · · , rm, 也就是被
控分系统为

ẋrk = frk(X) + urk , (2)

其中urk为对应的控制分量.
令xk,1 = xrk和xk,2 = frk(X), 得到状态方程

ẋk,1 = xk,2 + urk ,

ẋk,2 = ḟrk(X),

yrk = xk,1.

(3)

这里的xk,2定义为扩张状态. 针对 (3)式设计线性
ESO

żk,1 = zk,2 + l1(yrk − ȳrk) + urk ,

żk,2 = l2(yrk − ȳrk),

ȳrk = zk,1,

(4)

其中 l1和 l2为线性ESO的设计参数. 在文献 [22]
中给出了线性ESO的频带参数化设计方法, 即

l1 = 2ωo,

l2 = ω2
o .

(5)

选择合适的ωo, 可使

zk,2 ≈ frk(X). (6)

令

urk = u0,k − zk,2 ≈ u0,k − frk(X), (7)

其中u0,k为虚拟控制量. 将 (7)式代入到 (2)式中,
得到

ẋrk ≈ u0,k, (8)

它的传递函数为

xrk(s)

u0,k(s)
≈ 1

s
. (9)

因此, 通过线性ESO的动态补偿线性化作用,
可将原非线性混沌 (超混沌)系统的被控分系统转
化为了易于控制的积分器形式, 为后续使用预测控
制创造了便利. 这个设计过程与混沌 (超混沌)非线
性模型的具体形式和参数没有直接关系, 极大降低
了对于模型的敏感性.

3 混沌系统的快速全线性GPC算法

通过上述线性ESO的动态补偿线性化将混沌
(超混沌)系统的被控分系统近似转化成积分器形
式, 随后针对积分器设计GPC, 即得到基于ESO的
快速全线性GPC, 其设计结构框图如图 1所示.

⇁
−

yr

ESO

GPC

GPC

ESO

urk yrk⊲
xrk/frk↼X↽⇁urk

zk֒

u֒k

图 1 基于ESO的GPC控制框图

积分器 (9)式的离散形式为
xrk(z

−1)

u0,k(z−1)
≈ z−1B(z−1)

A(z−1)
, (10)

其中A(z−1) = 1 − z−1和B(z−1) = h, h为采样

步长.
考虑如下性能指标:

J =
N∑
j=1

[ŷrk(k + j|k)− yrk−d(k + j)]
2

+ λ

Nu∑
j=1

[∆u0,k(k + j − 1)]
2
, (11)

其中λ > 0为控制增量加权因子, N为预测

步长, Nu 6 N为控制步长, 即当 j > Nu时,
∆u0,k(k + j − 1) = 0, ŷrk(k + j|k)表示向前 j步
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的预测输出, yrk−d
(k + j)表示经过柔化后的参考

轨迹

yrk−d(k) = yrk(k),

yrk−d(k + j) = αyrk−d(k + j − 1)

+ (1− α)yr(k),

(12)

其中 yr(k)为当前设定值, 0 6 α 6 1为柔化因子.
根据文献 [14, 15], 令 ∂J

∂∆U0,k(k)
= 0,

∆U0,k(k) = (GTG+ λI)−1GT

× [Yrk−d(k)− Yrk−0(k)] , (13)

取∆U0,k(k)的第一个分量∆u0,k(k)为

∆u0,k(k) =
[
1 0 · · · 0

]
∆U0,k(k)

=
[
1 0 · · · 0

]
(GTG+ λI)−1GT

× [Yrk−d(k)− Yrk−0(k)] . (14)

针对积分器的GPC具有特殊的形式, 主要是
包括预测方程和未来控制增量系数矩阵可以直接

得到, 避免了一般系统的繁杂递推计算.
定理1 针对 (10)式设计GPC时, 当未来控

制增量为零时, 未来的输出预测 ŷrk(k + j|k) =

(j+1)yrk(k)− jyrk(k− 1), j = 1, · · · , N也就是求
解中用到的未来输出预测值与输入量无关.

证明 为对未来的输出值 ŷrk(k+ j|k)进行预
测, 需要求解丢番图方程 [14,15]

1 = Ej(z
−1)A(z−1)∆+ z−jFj(z

−1), (15)

其中∆ = 1− z−1, Ej和Fj为 z−1的待求多项式

Ej(z
−1) = e0 + e1z

−1 + · · ·+ ej−1z
−(j−1), (16)

Fj(z
−1) = fj0 + fj1z

−1. (17)

由于A(z−1)和B(z−1)的形式很简单, 利用数学归
纳法, 可直接求得

Ej(z
−1) = 1 + 2z−1 + · · ·+ jz−(j−1),

Fj(z
−1) = (j + 1)− jz−1.

(18)

对丢番图方程 (15)式两边同时乘以B(z−1),
有

B(z−1) = B(z−1)Ej(z
−1)A(z−1)∆

+B(z−1)z−jFj(z
−1). (19)

令

B(z−1)Ej(z
−1) = Gj(z

−1) + z−jHj(z
−1), (20)

其 中Gj 和Hj 为 z−1的 待 求 多 项 式, 且

degGj(z
−1) = j − 1, 可得

Gj(z
−1) =

B(z−1)

A(z−1)∆
. (21)

因此, Gj(z
−1)的系数为系统的阶跃响应系数的前

j项, 也就是

Gj(z
−1) = h+ 2hz−1 + · · ·+ jhz−(j−1). (22)

因为deg(B(z−1)Ej(z
−1)) = j−1和degGj(z

−1) =

j − 1, 可得

Hj(z
−1) = 0, (23)

而未来输出预测值为

ŷrk(k + j|k)

= Gj(z
−1)∆u0,k(k + j − 1) + Fj(z

−1)yrk(k)

+Hj(z
−1)∆u0,k(k − 1)

= Gj(z
−1)∆u0,k(k + j − 1)

+ Fj(z
−1)yrk(k). (24)

此时, 当未来控制增量为零时, 未来输出预测为

ŷrk(k + j|k) = Fj(z
−1)yrk(k)

= (j + 1)yrk(k)− jyrk(k − 1), j = 1, · · ·N.

证毕.
此外, (13)式中的GTG可以直接写出解析的

形式. 由 (22)式可得

G(i, j)N×Nu =

(i− j + 1)h, i > j,

0, i < j.
(25)

因此, 通过简单推导可以得到

GTG(i, j)

= h2
{1

6

(
N(N + 1)(2N + 1)

− max(i, j)(max(i, j)− 1)(2max(i, j)− 1)
)

− (i+ j − 2)
[1
2

(
N(N + 1)

− max(i, j)(max(i, j)− 1)
)]

+ (N − max(i, j) + 1) (i− 1)(j − 1)
}
, (26)

这也可以极大地降低计算量.

4 数值仿真研究

为了验证基于ESO的快速全线性GPC算法的
有效性,将该算法应用于Lorenz混沌系统的控制和
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同步问题.

4.1 Lorenz混沌系统的控制

Lorenz混沌系统模型为

ẋ = a(y − x),

ẏ = bx− xz − y,

ż = xy − cz,

(27)

其中参数为a = 10, b = 28和 c = 8/3时, Lorenz系
统处于混沌状态 [23].
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图 2 (网刊彩色)状态响应曲线
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图 3 控制量曲线

分别对 3个状态量x, y和 z加入控制信号

u11(k), u12(k)和u13(k), 控制任务为 3个状态分别
跟踪周期为 8, 幅值为 10的方波指令信号. 仿真的

积分步长设为 0.01 s, 采样控制步长也是 0.01 s; 初
始条件为x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = 0, u11(0) = 0,
u12(0) = 0和u13(0) = 0; 三通道的控制参数均选
取为N = 5, Nu = 2, λ = 0.00001和α = 0.4; ESO
的频带参数为ωo = 20.

系统的状态响应曲线如图 2所示, 控制量曲线
如图 3所示, ESO的估计曲线如图 4所示.

t/s

t/s

t/s
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-50
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50

f
↼x
↽ f↼x↽ f↼x↽
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f↼y↽ f↼y↽

f↼z↽ f↼z↽

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-100

0

100

f
↼z
↽

图 4 (网刊彩色)ESO估计曲线

从图 2可以得出, Lorenz系统的每个状态都可
以很好地跟踪指令信号. 从图 4可以看出ESO快
速捕获了扩张状态的动态变化.

4.2 Lorenz混沌系统的自同步

同步的主动Lorenz系统为
ẋ1 = a(y1 − x1),

ẏ1 = bx1 − x1z1 − y1,

ż1 = x1y1 − cz1.

(28)

从动Lorenz系统为
ẋ2 = a(y2 − x2) + u21,

ẏ2 = bx2 − x2z2 − y2,

ż2 = x2y2 − cz2.

(29)

系统参数的选取与 4.1一致. 与前一个例子不
同, 这里只采用一个通道的控制, 要实现三个通道
的同步. 这充分利用了混沌系统的本质特性: 可以
用较少的控制变量和能量实现对于全局的控制.

控制任务为使初始条件为 x2(0) = 0.5,
y2(0) = 0.5, z2(0) = 0.5和u21(0) = 0的从动系

统与初始条件为x1(0) = 3, y1(0) = 3和 z1(0) = 3
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的主动系统运动状态达成一致同步. 仿真的积分步
长设为 0.001 s, 采样控制步长是 0.01 s; 控制参数
选取为N = 50, Nu = 2, λ = 0.00001和α = 0.1;
ESO的频带参数为ωo = 15. 系统的状态响应曲线
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图 5 (网刊彩色)状态响应曲线

t/s

t/s

t/s

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-5

0

5

x

֓
x


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-5

0

5

y

֓
y


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-5

0

5

z

֓
z


图 6 误差曲线
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图 7 控制量曲线

如图 5所示, 主动系统和从动系统状态误差如
图 6所示, 从动系统控制量u21曲线如图 7所示, x
通道ESO的估计曲线如图 8所示. 从图 5和图 6可
以得出, 尽管只使用了一个通道的控制, 系统的 3
个状态都实现了自同步.
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图 8 (网刊彩色)ESO估计曲线

5 结 论

本文给出了一种应用于混沌 (超混沌)系统上
的基于ESO的快速全线性GPC算法, 利用线性E-
SO实时地估计并且补偿混沌系统被控分系统的非
线性函数部分, 将被控分系统转换为单积分器形
式, 然后针对积分器设计GPC. 该算法避免了递推
最小二乘法和参数自校正辨识的使用, 解决了非线
性模型难以预测的问题; 同时, 阶跃系数矩阵可以
直接得到解析解, 并通过分析丢番图方程, 证明了
未来的输出预测可以根据输出采样值直接计算得

到, 避免了在线丢番图方程的求解, 解决了计算量
大的问题. 通过对于Lorenz系统的控制同步数值
仿真, 验证了所提算法的有效性, 具有较强的实践
意义.
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Abstract
A kind of fast linear generalized predictive control (GPC) algorithm is proposed based on the extended state

observer for chaotic (hyperchaotic) systems. The linear extended state observer is employed to estimate and compensate
the nonlinear dynamics and the existing uncertainties of the chaotic (hyperchaotic) systems so that an integrator can be
obtained to serve as the model for GPC design. Using this scheme, the computational complexity can be substantially
reduced. A step coefficient matrix can be derived analytically and a future output prediction can be explicitly calculated
by only using the last two samples of the output. Therefore, the self-tuning algorithms and the Diophantine equation
can be completely avoided. The proposed method can be used to control nonlinear targets in a straightforward manner.
Simulation results show the effectiveness of this linear algorithm.
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