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扶手椅型石墨烯介观环中的持续电流∗

代楠 邓文基†

(华南理工大学物理系, 广州 510641)

( 2014年 7月 29日收到; 2014年 8月 30日收到修改稿 )

在紧束缚近似下, 解析求解了扶手椅型边界石墨烯介观环的能量本征值问题, 计算和讨论了不同大小尺
寸的介观环中持续电流随Aharonov-Bohm (A-B)磁通的变化, 并证明了能级和持续电流关于磁通变化的周
期性和特殊对称性. 研究表明, 持续电流显著地依赖于介观环的几何结构; 零能量附近的能级可以承载较大
的持续电流, 而远离零能量的其他能级对持续电流的贡献很小.

关键词: 石墨烯介观环, 持续电流, 推广的Bloch定理
PACS: 73.23.–b, 73.23.Ra, 73.22.Pr DOI: 10.7498/aps.64.017302

1 引 言

早在 1983年, Büttiker等就预言了Aharonov-
Bohm (A-B)磁通可以在一维介观金属环中产生持
续电流 [1]. 这一工作导致了大量相关的理论 [2,3]和

实验研究 [4−6] . 持续电流不仅存在于一维介观金
属环, 而且可以广泛地存在于介观圆筒 [7,8]、环形碳

纳米管 (TCNs) [9,10]、碳纳米管 (CNTs) [11−13]、多壁

碳纳米管 [14]、石墨烯环 [15−18]和拓扑绝缘体环 [19]

等量子系统中. 人们深入研究了系统的几何结
构 [15−17]、温度 [2,9,10]、掺杂 [11]、塞曼效应 [12], Rash-
ba耦合 [12], Habbard相互作用 [13]、结构形变 [10]、

手性 [10]和电流磁化 [20]等诸多因素对持续电流的

影响. 研究表明碳纳米管中的持续电流与它的半
径、手性以及费米面等有关, 实验研究也证实了通
过电子或空穴掺杂可以改变系统的费米能和持续

电流 [11], 但目前还没有详细具体的理论研究探讨
石墨烯介观环的横向通道数对持续电流的影响以

及各分离能级对持续电流的贡献. 1998年Lin等在
研究TCNs中的持续电流问题时过分简单地采用
了周期性边界条件 [9]; 2012年Huang等在研究石
墨烯介观环中的持续电流问题时 [12]发现了但没有

解释持续电流随磁通线性变化的特征, 也没有研究
各分离能级对持续电流的具体贡献.

本文采用解析和数值计算两种方法系统地研

究了扶手椅型边界石墨烯介观环的电子态和持续

电流. 第 2节建立了相应的紧束缚模型, 并采用
推广的Bloch定理 [21,22]解析求解了该有限系统在

A-B磁通作用下的能量本征值问题, 并证明了能量
本征值和持续电流关于特殊磁通数值的对称性和

反对称性. 在此基础上, 进一步计算了介观环内的
持续电流, 详细地分析和研究了持续电流随磁通线
性变化特征, 介观环几何尺寸对持续电流的影响以
及各分离能级可能承载的持续电流.

2 模型及解析推导

现有文献比较广泛地讨论了两种不同类型的

石墨烯介观环. 部分文献所定义的石墨烯环是切割
石墨烯单层薄膜所获得的不同几何结构, 例如六边
形石墨烯环 [15], 类金刚石石墨烯环 [16], 三角形石
墨烯环 [23], 以及圆环形石墨烯环 [18,24]等. 本文和
其他一些文献 [11,12,25]所研究的石墨烯环可想象为

由石墨烯纳米条带卷曲而成的管状结构, 其几何模
型与碳纳米管相同.

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11004063)和中央高校基本科研业务费专项基金 (批准号: 2014ZG0044)资助的课题.
† 通信作者. E-mail: phwjdeng@scut.edu.cn
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图 1 模型图 (a)石墨烯介观环平面图; (b) 梯子型原子链

考虑具有扶手椅型边界的石墨烯介观环, 它由
图 1 (a)所示的石墨烯纳米条带绕 z轴沿 y方向卷

曲而成若六角格子的边长为a0, 则 y方向最小周期

为 3a0, 介观环的周长为 3Na0. 若一个周期单元内
六角格子的数目为M , 则一个周期单元内左右两
侧的格点可依次标志为 1, 2, · · · , 2M + 1和 1′, 2′,
· · · , (2M + 1)′.

为简单起见, 我们以局限于中空部分的轴向
A-B型磁通ΦAB模拟磁场对电子的作用. 在紧束缚
近似下, 单电子的能量本征值方程可以普遍地写作

εαψα +
∑
⟨α,β⟩

tαβψβ = Eψα, (1)

其中α遍历所有格点, 等式左端对β的求和涉及格

点α所有的最近邻格点, tαβ = −t0 exp(iθαβ)标记
电子由格点β到α的跃迁矩阵元, 而 t0 = 3.033

eV [9,11], 原子的座能量 ε0 = 0. A-B磁通导致
的Peierls相位 [26−28]θαβ = (2π/Φ0)

∫ α

β
A · dℓ, 磁

通量子Φ0 = h/e, 其中h和 e分别为Planck常数
和电子的电荷. 若A-B磁通的矢势简单地选作
A = Φêφ/2πρ, 则存在两个典型的Peierls相因
子, 即格点 3到 3′相位 θ3′3 = θ, 格点 4到 3相位

θ43 = θ/2, 且 θ = 2πΦ/(3NΦ0), Φ正是穿过介观环
的A-B磁通.

注意到系统沿 y方向具有最小周期为3a0的平

移不变性, 根据Bloch定理可以将定态波函数设为

ψn,ℓ = φℓ e i3na0ky , (2)

其中下标n标示沿 y方向的周期单元, ℓ区分同
一周期单元内的不同格点. 周期性边界条件

ψN+n = ψn要求 y方向的波矢只能取分离值, 即

ky = 2kπ/3Na0, 其中k必须取整数, 例如k = 1, 2,
· · · , N . 将 (2)式中的波函数代入, 方程组 (1)可以
约化到一个周期单元, 即

Eφ2ℓ−1 + t0 e−iθ/2
φ2ℓ + t0 e−iθ/2

φ2ℓ−2

+t0 e iθ
φ(2ℓ−1)′ = 0,

Eφ2ℓ + t0 e iθ/2
φ2ℓ+1 + t0 e iθ/2

φ2ℓ−1

+t0 e−i(θ+3a0ky)φ(2ℓ)′ = 0,

Eφ(2ℓ−1)′ + t0 e iθ/2
φ(2ℓ)′ + t0 e iθ/2

φ(2ℓ−2)′

+t0 e−iθ
φ2ℓ−1 = 0,

Eφ(2ℓ)′ + t0 e−iθ/2
φ(2ℓ+1)′ + t0 e−iθ/2

φ(2ℓ−1)′

+t0 e i(θ+3a0ky)φ2ℓ = 0, (3)

它恰好也描述图 1 (b)所示的梯子型原子链中电子
的能量本征值问题.

若介观环的高度不受限制, 即M → ∞, 系统
沿 z方向具有最小周期为

√
3a0的平移不变性, 一

个周期单元内包含四个格点, 例如图中的格点 1, 2,
1′和 2′. 根据Bloch定理可进一步将 (2)式中的定
态波函数设为

(φ2ℓ, φ2ℓ−1, φ(2ℓ)′ , φ(2ℓ−1)′)

= e ikz(ℓ−1)
√
3a0(φ2, φ1, φ2′ , φ1′), (4)

代入 (3)式可得格点 1, 2, 1’和 2’的波函数满足方
程 

E/t0 1 + e i2ξz 0 e−i2ξy

1 + e−i2ξz E/t0 1 0

0 1 E/t0 1 + e−i2ξz

e i2ξy 0 1 + e i2ξz E/t0


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×


φ2 e−i2θ

φ1 e−i3θ/2

φ1′ e−iθ/2

φ2′

 = 0, (5)

其中 ξz =
√
3a0kz/2, ξy = 3(θ + a0ky)/2. 解方程

可得能量波矢的色散关系 [25,29]

E = ±t0
[
sin2 ξy + (cos ξy ± 2 cos ξz)2

]1/2
, (6)

且 ξz ∈ [−π/2,π/2], ξy ∈ [0,π].
若介观环的高度受到限制, 即M = 1, 2, 3, · · ·

取有限正整数, 此时晶格沿 z方向上的空间周期性

被破坏, kz 不再是好量子数, 能量本征函数不再是
(4)式的行波, 它们还必须满足边界条件

φ(2M+2) = φ(2M+2)′ = φ0 = φ0′ = 0. (7)

注意到 (6)式给出的能量本征值是关于波矢kz的偶

函数, 可以尝试将相向传播的行波φ(kz)和φ(−kz)
线性叠加获得满足边界条件 (7)式的能量本征函
数, 利用 (4)式可以写出[

φ2M+2(±kz), φ(2M+2)′(±kz)
]

= e±ikz(M+1)
√
3a0 [φ0(±kz), φ0′(±kz)] , (8)

代入 (7)式可得 sin kz(M + 1)
√
3a0 = 0, 所以波矢

kz只能取分离值, 即

ξz =
mπ

2 (M + 1)
, m = 1, 2, · · · ,M + 1. (9)

值得强调的是, 每选定一个 ξz, 由方程 (6)将得到 4
个不同的能量本征值, 例外的是m =M +1的特殊

情况, 实际上只有两个不同的能量本征值E = ±t0,
而且不依赖于A-B磁通的取值由于我们已经得到
了 4M + 2个驻波解, 所以可以断言扶手椅型边界
的石墨烯介观环内不存在单电子的边缘态, 全部能
量本征值可以表示为

E = ± t0

{
sin2 π

N

(
k +

Φ

Φ0

)
+
[

cos π
N

(
k +

Φ

Φ0

)
± 2 cos mπ

2 (M + 1)

]2}1/2

, (10)

其中m = 1, 2, · · · , M + 1, k取整数且k + Φ/Φ0 ∈
[0, N), 能量本征值的取值范围为 [−3t0, 3t0]. 显然,
能级随磁通的变化具有周期性, 最小周期为Φ0; 所
以不失一般性, 关于持续电流随A-B磁通变化的研
究可以限定在特殊的磁通范围内, 例如Φ ∈ [0, Φ0],

并且限定k = 0, 1, N − 1 [7]. 根据 (10)式还可以简
单证明

Ek,m

(
Φ0

2
+∆Φ

)
= EN−k−1,m

(
Φ0

2
−∆Φ

)
, (11)

即在Φ ∈ [0, Φ0]范围内, 系统的全部能级具有关于
A-B磁通Φ = Φ0/2 的对称性, 这一普遍性质可以
进一步简化我们的计算过程.

石墨烯介观环的单电子能级是否存在狄拉克

点是系统的重要特性 [12]根据 (10)式不难证明, 零
能量为系统能量本征值必须同时满足两个条件, 即
A-B磁通为磁通量子的整数倍Φ = p∗Φ0, 且环的高
度满足特殊条件, 即 2 (M + 1) = 3m∗, 其中m∗和

p∗分别可以为正整数和任意整数.
如所周知, 一旦确定了能量本征值Ep与A-B

磁通Φ的函数关系, 例如 (10)式, 就可以直接计算
相应的能量本征态可能承载的持续电流 [2,7], 即

ip = −∂Ep(Φ)

∂Φ
, (12)

所以化学势和温度分别为µ和T的介观环内总的

持续电流为 [9]

I = −
∑
p

f(Ep)ip, (13)

其中对 p求和遍历系统全部能量本征态, 电子占据
能量为Ep的量子态的概率由Fermi-Dirac分布函
数给出, 即

f(Ep) =
1

expβ (Ep − µ) + 1
, (14)

其中β = (kBT )
−1, kB表示Boltzmann常数. 考虑

到石墨烯每个碳原子贡献一个π电子的特殊性质,
在本文的研究中我们选择µ = 0. 在零温极限下,
正能量本征态无电子占据, 每个负能量本征态填充
两个电子, 自旋分别向上和向下.

结合 (11)式和 (12)式还可以证明: 在Φ ∈
[0, Φ0] 范围内, 系统的持续电流具有关于A-B磁
通Φ = Φ0/2反对称性, 即

I

(
Φ0

2
+ ∆Φ

)
= −I

(
Φ0

2
−∆Φ

)
, (15)

所以, 有关持续电流随磁通变化的计算和讨论甚至
可以限制在半个磁通量子的范围内.

3 数值计算与分析

根据前面的讨论, 我们可以采取两种不同途径
计算系统的持续电流, 或者直接求解紧束缚方程组
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(3)式, 或者采用本征能量的解析表达式 (10); 在验
证了能谱和持续电流关于磁通变化的周期性之后,
我们将A-B磁通的变化范围局限于一个磁通量子
以内

图 2展示了系统的能谱随磁通的变化. 与 (11)
式一致, 能谱的确关于半个磁通量子Φ = Φ0/2

是对称的. 若介观环的横向通道数满足条件

2 (M + 1) = 3m∗, 则能谱存在Dirac点, 且其附
近的能级随Φ显著变化, 如图 2 (a)所示; 若不满足
相应条件, 例如M = 3, 则能谱无Dirac点, 在零能
量附近存在能隙, 且附近能级随Φ变化不明显, 如
图 2 (b)所示.

在零温极限下, 可以更方便地研究介观环的几
何结构对持续电流有重要的影响; 低于化学势的所
有负能级都填充两个电子, 正能级对介观环的持续
电流没有贡献, 持续电流随A-B磁通变化的典型方
式如图 3所示. 除了持续电流随介观环的周长增大
而减小这一显著特征, 介观环的单电子能谱是否存

在Dirac点也是影响持续电流的重要因素. 图 3 (a)
中三个介观环的横向通道数分别为M = 23, 80, 单
电子能谱都存在Dirac点; 若M 6 N , 持续电流随
磁通变化几乎是线性的, 当M增大到一定程度后,
持续电流偏离线性关系. 图 3 (b)中三个介观环横
向通道数M = 24, 81, 系统能谱无Dirac点, 持续
电流数值随A-B磁通变化呈现正弦关系.

根据 (10)式和 (12)式计算可得, 能量本征值为
E的量子态上的持续电流为

i = ∓4πt0
NΦ0

t0
E

sin π
N

(
k+

Φ

Φ0

)
cos mπ

2 (M + 1)
, (16)

持续电流与能量本征值成反比, 所以零能量附近的
能级可能承载较大的持续电流, 而远离零能量的其
他能级对持续电流的贡献较小. 若介观环的单电子
能谱存在Dirac点, 则m∗ = 2 (M + 1) /3这一组包

括零能量在内的能级, 即k = 0, 1, · · · , N − 1, 产生
的持续电流可以解析求解, 即
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图 2 不同几何结构的介观环能级图 (a)存在Dirac点的介观环, N = 5, M = 2; (b)不存在Dirac点的介观环,
N = 4, M = 3
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图 3 (网刊彩色)零温极限下, 不同几何结构的介观环内持续电流随磁通的变化
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I∗ =
2π

NΦ0

t0

sin
(
π

4N

) [sin π
4N

(
1− 2Φ

Φ0

)]
≃2πt0
NΦ0

(
1− 2Φ

Φ0

)
. (17)

以N = 50, M = 23的介观环为例, 系统单电
子能谱存在Dirac点, 如图 4 (a)所示, 实线表示总
的持续电流随磁通的线性变化关系, 而空心圆表示
m∗ = 16的这组能级的持续电流值几乎与它全部

重合; 说明在该系统中其他能级对持续电流很少贡
献, 例如m = 15, 17能级的持续电流大约只占总电
流的万分之几, 如图 4 (b)所示. 然而当M足够大

时, 其他能级产生的小电流积累到一定程度, 持续
电流也会偏离线性关系, 如图 3 (a)绿色虚线所示.

若系统的单电子能谱不存在Dirac点, 持续
电流随磁通变化的线性关系 (17)式不再成立; 以
图 4 (c)所示N = 50, M = 25的介观环为例, 实线
所示的持续电流随磁通的变化接近正弦函数, 与红
色空心圆圈表示的m∗ = 2 (M + 1) /3 ≈ 17的一组

能级承载的持续电流基本符合, 而其他能级对持续
电流的贡献微小, 例如m = 16, 18能级的持续电流
大约只占总电流的百分之几, 如图 4 (d)所示.
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图 4 不同几何结构介观环中各分离的能级对持续电流的贡献情况
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Dirac点的介观环N = 80, M = 90
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在有限温度下, 电子受热激发将部分占据化
学势以上的能级; 随着温度升高, 持续电流将单
调减小. 值得指出的是, 在Dirac点附近能级间距
小, 温度对电流的影响显著, 如图 5 (a)中的介观环
M = 89; 若系统的单电子能谱无Dirac 点, Fermi
能附近能级间距大, 如图 5 (b)中的介观环M = 90,
温度升高到 100 K对介观环内的持续电流几乎没
有影响.

4 结 论

采用解析推导和数值计算两种途径, 系统地研
究了扶手椅型边界石墨烯介观环的电子态和持续

电流. 几何结构是决定介观环持续电流的重要因
素: 横向通道数一定时, 持续电流随介观环的周长
反比减小; 但介观环的周长一定时, 持续电流并不
简单地随横向通道数増大而增大; 系统的单电子
能谱是否存在Dirac点也是影响持续电流的关键因
素. 零能量附近的能级承载较大的持续电流, 而远
离零能量的能级对持续电流的贡献很小. 介观环内
的持续电流随温度的升高而单调地减小, 但即便升
高到200 K仍然可以观察到持续电流效应.
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Abstract
Based on the tight-binding model, the energy spectrum and persistent currents of mesoscopic graphene rings with

armchair edges are studied analytically and numerically. Characters of the persistent currents changing with Aharonov-
Bohm (A-B) magnetic flux in rings in different geometry are investigated in datail. The periodicity and special symmetry
of energy spectrum and persistent currents changing with the magnetic flux are revealed. It is demonstrated that the
persistent currents are determined by the geometric structures of the rings; the quantum states with small eigen-energies
may carry much larger currents than those quantum states with eigen-energies far away from zero.
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