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( 2014年 11月 8日收到; 2014年 12月 19日收到修改稿 )

面对土木工程与机械工程中广泛存在的轴对称力学问题, 采用具有离散点插值特性的无网格方法形函
数, 结合弹性力学空间轴对称问题的最小势能原理, 建立了轴对称构件力学分析的插值粒子法. 本文无网格
法方法构造形函数不依赖网格, 也具有像有限元法一样可直接施加边界条件的优点. 本方法能直接获得全域
连续应力场, 避免了有限元法应力后处理二次拟合带来的计算误差. 最后通过实例分析, 验证了所建立的无
网格方法的有效性.

关键词: 插值重构核粒子法, 空间轴对称, 弹性问题, 无网格方法
PACS: 02.60.Cb, 02.70.Pt, 46.25.–y DOI: 10.7498/aps.64.100204

1 引 言

在土木与机械等实际工程中, 有一类几何形
状、约束条件与外载荷都对称于某一固定轴的承

载构件, 此类构件的力学分析问题即为力学分析
的轴对称问题. 有限元法是常用的工程分析方
法, 但其在分析高速撞击、火灾混凝土构件裂纹
扩展、金属加工成型等涉及大变形等问题时, 所
得应力解的不连续和计算过程中的网格不断划分

与重构, 造成了计算量大、精确度降低等问题. 近
几年, 许多无网格法发展起来, 无网格方法的共
同特征是采用的一系列点来构造试函数, 是一种
基于点的逼近方法 [1−4]. 当前, 无网格Galerkin
法 (EFG) [5−7]和重构核粒子法 (RKPM) [8]是最重

要的无网格方法. 在这方面已有不少重要研究工
作 [9−13], 无网格局部Petrov-Galerkin(MLPG) 方
法是由Atluri等 [14,15]提出的另一种类型的无网格

方法, 并用到轴对称问题中. 国内学者也对重构核
粒子法及其应用进行了研究 [16]. 程玉民等 [17−27]

首先提出了复变量无网格法并用于求解各类力学

问题, 其中一部分采用重构核粒子法构造复数无网

格形函数的实部与虚部 [18,25,26], 其余采用了移动
最小二乘无网格法来构造. 何沛祥等 [28]采用无网

格Galerkin 法分析轴对称问题, 得到弹性力学中的
对称问题的无网格离散方程. 插值的重构核粒子法
(interpolating reproducing kernel particle method,
即 IRKPM,简称 IPM)的形函数是通过一个简单函
数引入插值特性, 并由重构条件构造富集函数, 从
而得到一个具有任意离散点插值特性的形函数. 本
文将此具有离散点插值特性的无网格法形函数和

弹性力学空间轴对称问题的积分控制方程相结合,
利用最小势能原理建立弹性力学空间轴对称问题

的插值粒子法. 该方法可直接施加边界条件, 具有
解题规模较小和精度高等优点.

2 轴对称弹性构件受力分析的插值
粒子法

2.1 问题的基本方程

针对工程中的空间轴对称问题, 常采用柱坐标
系 orθz 进行力学性能分析, z 为对称轴, r 为极轴,

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 51478290)和山西省自然科学基金 (批准号: 2013011022-6)资助的课题.
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θ为环向轴. 由弹性体几何形状、受力和约束各已
知分量都对称于 z轴可知, 位移、应变和应力都与
θ无关, 这些未知量只是 r和 z的函数. 任意一点的
位移只有 r方向的径向位移ur和 z方向的轴向位

移wz, 而 θ方向的位移为零. 于是, 这类问题只研
究其任意一个通过 z轴的子午面上的应力、应变和

位移即可.
在极半径平面 roz内, 可把问题域的截面划

分为M个任意直边四边形子域, 其中一个子域为
Ωe, 这些子域之和为分析对象的截面Ω. 该截面
绕 z轴旋转 2π, 即形成一系列直边四边形环形体.
在任意环形子域, 这里设体力向量为b、自然边界
上的已知表面力为 t̄和本质边界的已知位移为 ū.
则弹性体的位移u(x) = [urwz]

T = [uw]T、应力

σ = [σrσθσzτrz]
T和应变ε = [εrεθεzγrz]

T的关系

方程为

LTσ + b = 0, ε = Lu, σ =Dε. (1)

此外还应满足位移边界条件和力的边界条件. 上式
中, L为微分算子矩阵, D为轴对称问题的弹性矩
阵, 且

L =



∂

∂r
0

1

r
0

0
∂

∂z

∂

∂z

∂

∂r


, (2)

D =
E(1− µ)

(1 + µ)(1− 2µ)

×



1
µ

1− µ

µ

1− µ
0

µ

1− µ
1

µ

1− µ
0

µ

1− µ

µ

1− µ
1 0

0 0 0
1− 2µ

2(1− µ)


, (3)

其中, E和µ分别为材料的弹性模量和泊松比.

2.2 2D轴对称问题插值的重构核粒子法位
移试函数

对于域Ω上任意计算点x,定义试函数u(x)的

插值形式为

u(x) ≈ uh(x) =
∑

ΨI(x)uI(x ∈ Ω), (4)

这里, uI = u(xI)为试函数在粒子xI的值; ΨI(x)

为插值的重构核粒子法粒子xI的形函数ΨI(x) =

Ψ̂I(x) + Ψ̄I(x), 其中 Ψ̂I(x)为粒子xI处的权函数

与其在该粒子的值的比值, 其权函数紧支域尺
寸小于该粒子到最近粒子的距离; Ψ̄I(x)为由

基函数向量采用重构条件构造的光滑函数, 其
权函数紧支域尺寸大于该粒子到最近粒子的

距离, 最小取值应保证在径向包含的粒子数不
小于基函数多项式的次数. ΨI(x)的导函数为

ΨI(x)i = A
T
i (x)B(x)+AT(x)Bi(x). 插值的重构

核粒子法形函数与其导数的具体列式见文献 [29].
对于 (1)式空间轴对称问题的极轴与对称轴形

成的平面域Ω, 在其上布置N个离散粒子, 则任意
计算点x处的位移可由各粒子 I的形函数子阵ψI

和粒子位移uI = [uIwI ]
T的插值形式来表示, 即

u(x) ≈ uh(x)

=ψun =

ψ1 0 · · · ψn 0

0 ψ1 · · · 0 ψn




u1

w1

...

un

wn


=
∑

ψIuI , (5)

其中, ψ为形函数矩阵, n为计算点影响域内的粒
子数, 粒子 I的形函数子阵ψI为

ψI =

ψI 0

0 ψI

 . (6)

由 (1), (2)和 (5)式可得应变

ε =Luh = Bun

=



∂ψ1

∂r
0

∂ψ2

∂r
0 · · · ∂ψn

∂r
0

ψ1

r
0

ψ2

r
0 · · · ψn

r
0

0
∂ψ1

∂z
0

∂ψ2

∂z
· · · 0

∂ψn

∂z

∂ψ1

∂z

∂ψ1

∂r

∂ψ2

∂z

∂ψ2

∂r
· · · ∂ψn

∂z

∂ψn

∂r





u1

w1

u2

w2

...

un

wn


=
∑

BIuI , (7)

其中, B为应变矩阵, BI为粒子xI的应变子阵, 且
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BI =



∂ψ1

∂r
0

ψ1

r
0

0
∂ψ1

∂z

∂ψ1

∂z

∂ψ1

∂r


. (8)

2.3 空间弹性轴对称问题的插值粒子法

稳定状态的弹性体的势能Π为应变能U与外

力功W之差, 即

Π =U −W

=
1

2

∫
Ω

εTσdΩ

−
(∫

Ω

uTbdΩ +

∫
Γt

uTt̄dΓ
)
. (9)

当轴对称受力弹性体划分为M个任意直边四边形

环形子域, 则Π ≈
M∑
e=1

Πe, 其中子域 e的势能为

Πe =Ue −W e

=
1

2

∫
Ωe

εTσdΩ

−
(∫

Ωe

uTbdΩ +

∫
Γet

uTt̄dΓ
)
. (10)

在任意子域, 构造如 (5)式所示的满足位
移边界条件的试函数, 再应用势能最小原理

min
uh∈BC(ū)

Πe, 即 ∂Πe

∂ue
= 0, 可得

Keue = fe, (11)

其中, Ke, ue和fe分别是子域积分计算所涉及的

离散粒子集的刚度矩阵、位移和力向量, 且

Ke =

∫
Ωe

BTDBdΩ

=

∫
Ae

∫ 2π

0

BTDBrdθdrdz

=2π

∫
Ae

BTDBrdrdz, (12)

fe =

∫
Ωe

ψTbdΩ +

∫
Γ e
t

ψTt̄dA

=2π

∫
Ae

ψTbrdrdz + 2π

∫
let

ψTt̄rdl, (13)

Ke
IJ =2π

∫
Ae

BT
I DBJrdrdz, (14)

fe
I =2π

∫
Ae

ψT
I brdrdz + 2π

∫
let

ψT
I t̄rdl, (15)

Ke
IJ为K

e的 2 × 2阶子阵, fe
I 为f

e的 I粒子处的

等效力2元向量.
对各单元运用 (11)式, 代数叠加即可得

KuN = f , (16)

该式就是工程弹性轴对称构件分析的插值重构核

粒子法的整体刚度方程. 其中, K , uN和 f分别

为整体刚度矩阵、全部离散粒子的位移和外力列阵,
N为域A布置的粒子总数.

由 (14)和 (15)式可得

KIJ =
∑
e

Ke
IJ , (17)

fI =
∑
e

fe
I , (18)

其中 I, J = 1, 2, · · · , N ; KIJ为K的子阵, fI为f
的2元向量.

求解 (16)式时, 由于构造位移试函数的插值的
重构核粒子法形函数在分析域的每个离散粒子都

具有Kroneckerδ函数特性, 故可直接施加本质边界
条件. 求得uN后, 由 (7)式可求得各子域计算点的
应变, 再由本构方程求出应力.

3 数值算例

3.1 受内压的柱状孔隙

混凝土中的一个柱状孔隙如图 1所示, 受内压
q = 100 MPa作用, 内径为2a = 20 mm, 外径2b =
100 mm. 材料弹性模量设为E = 4.5 × 104 MPa,
µ = 0.2. 当构件为无限长时, 其解析解为

σr =
qa2(r2 − b2)

r2(b2 − a2)
,

σθ =
qa2(r2 + b2)

r2(b2 − a2)
,

u =
1− µ

E

a2rq

b2 − a2
+

1 + µ

E

a2b2q

(b2 − a2)r
.

 

图 1 受内压的柱状空隙混凝土筒件

Fig. 1. Concrete cylinder as bearing internal pressure.
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用本文 IRKPM方法求解时, 截取其长度
100 mm, 将其放置在光滑的水平基础上进行分
析. 其为轴对称问题, 求解时在分析域布置11× 19

个粒子, 如图 2所示. 选用三次样条函数作为权函
数和长方形紧支域, 取一次基函数, 每个子域均采
用4× 4点的Gauss积分.

求得的在 z = 50 mm横截面的径向位移u、径

向应力σr和环向应力σθ如图 3 —图 5所示.

z

o
r

1
0
0

a=10

b=50

图 2 模型简图

Fig. 2. Simplified diagram of analysis model.

0 10 20 30 40 50
0

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

r/mm

/
m

m
 

Analytical

IRKPM

图 3 z = 50横截面的位移 u

Fig. 3. Displacement u on cross section z = 50.

IRKPM

0 10 20 30 40 50
-100

-80

-60

-40

-20

0

r/mm

/
M
P
a

Analytical

图 4 z = 50横截面的应力 σr

Fig. 4. Stress σr on cross section z = 50.

由以上图形中与解析解的比较, 可见 IRKPM
分析结果具有较高精度.

r/mm

IRKPM

Analytical

0 10 20 30 40 50
0

20

40

60

80

100

/
M
P
a

图 5 z = 50横截面的应力 σθ

Fig. 5. Stress σθ on cross section z = 50.

3.2 带锥形缺陷的受压圆柱

圆柱桩基段的直径 1000 mm, 长为 1000 mm.
它的材料弹性模量为E = 4.5 × 104 MPa, 泊松比
µ = 0.2. 在两端面受均布压力p = 50 MPa的作用,
如图 6所示.

p

图 6 两端受均匀压力的带锥形缺陷圆柱

Fig. 6. Column with conical defect as bearing uniform
pressure on both ends.

50 100 200 300 400 500
0

100

200

300

400

500

p

r

z

图 7 模型简化图

Fig. 7. Simplified diagram of analysis model.
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用本文 IRKPM求解空间轴对称问题时, 在分
析域子午面上布置 11× 11个粒子, 如图 7所示. 选
取矩形紧支域, 采用一次基函数, 权函数采用三次
样条函数, 在子午面的各子域的积分采用 4 × 4的

高斯数值积分.
本例有限元分析时, 网格逐步加密到解几乎不

再变化为止, 以模拟问题精确解. 而用本文方法求
解采用图 7的粒子分布方案.

图 8和图 9分别为用 IRKPM和有限元法
(FEM)求得的 z = 0截面的 r方向位移ur和对称

轴 z上的位移w.

r/mm
0 100 200 300 400 500

0

2

4

6

8

10

u
r
/
1
0

-
2
 m

m

FEM

IRKPM

图 8 z = 0截面的 r方向位移 ur

Fig. 8. Displacement ur in the r direction on cross sec-
tion z = 0.

w
⊳
1
0

-
2
 m

m

FEM

IRKPM

0 100 200 300 400 500

-5

-4

-3

-2

-1

0

z/mm

图 9 对称轴 z上的位移w

Fig. 9. Displacement w on the symmetry axis z.

从应力分析情况看, 本文 IRKPM和FEM求
得的应力只有 z方向分量是显著的, 其余应力分量
都较小. 图 10是 z = 0截面上不同径向位置的 z分

析的应力分量σz, 从中可见缺陷周边存在 3倍的应
力集中现象.

通过以上图 8、 图 9和图 10的对比表明,
IRKPM法具有较好的精度.

以上算例表明, 本文提出的 IRKPM在分析弹
性力学空间轴对称问题时, 具有较好的精度和稳
定性.

IRKPM

r/mm

0 100 200 300 400 500

-150

-100

-50

0

z
/
M
P
a

FEM

图 10 z = 0截面的应力 σz

Fig. 10. Stress σz on cross section z = 0.

4 结 论

1)本文依据插值的重构核粒子法形函数耦合
弹性力学空间轴对称问题的最小势能原理, 建立了
弹性力学空间轴对称问题的插值的粒子法, 并推导
出相应的矩阵求解方程.

2)由于插值粒子法形函数具有点插值函数特
性, 形成位移试函数摆脱了对网格的依赖, 是精度
较高的无网格数值模拟方法, 本文方法可直接施加
边界条件, 提高了计算效率.

3)简单工程算例表明, 该方法在求解空间轴对
称问题时, 可以直接形成分析对象全域连续应力
场, 避免了有限元法应力后处理二次拟合误差, 具
有较好的计算稳定性, 从而验证了本文所提出的无
网格方法的有效性.
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Abstract
For the mechanical analyses of the axisymmetric structures in civil and mechanical engineering, combining the

interpolating reproducing kernel particle method and the principle of minimum potential energy of space axisymmetrical
elastic problems, the interpolating particle method for space axisymmetrical problem of elasticty is presented. And the
corresponding matrix equations are deduced. This method employs the shape function with interpolating properties of
scatter points and forms the displacement trial function to get rid of dependence on meshes, so it has an advantage that
it can directly exert boundary conditions and can increase the computation efficiency. This method can obtain the global
continuous stress field directly and avoid the fitting calculation error of stress in the post-processing of finite element
method, then it is a high-precision numerical simulation method. Numerical examples are given to show the validity of
the new mesh-less method in the paper.

Keywords: interpolating particle method, space axisymmetry, elastic mechanics problems, meshless
method
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