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从离散的角度研究带边界的 1 + 1维经典标量场和Dirac场的正则量子化问题. 与以往不同的是, 这里将
时间和空间两个变量同时进行变步长的离散, 应用变步长离散的变分原理, 得到离散形式的运动方程、边界条
件和能量守恒的表达式. 然后, 根据Dirac理论, 将边界条件当作初级约束, 将边界条件和内在约束统一处理.
研究表明, 采用此方法, 不仅在每个离散的时空格点上能够建立起Dirac括号, 从而可以完成该模型的正则量
子化；而且, 该方法还保持了离散情况下的能量守恒.

关键词: 正则量子化, 边界条件, Dirac约束, Dirac括号
PACS: 03.70.+k, 04.60.Ds DOI: 10.7498/aps.64.100301

1 引 言

正则量子化是将经典理论过渡到量子理论的

途径之一, 在现代物理学中占据重要地位. 正则量
子化需要将经典变量算符化, 同时, 需要将经典的
Poisson括号 (对于奇异系统而言, 则是Dirac括号)
用量子括号来取代. 因此, 经典的Poisson括号或
者Dirac括号在正则量子化过程中起关键的作用.
对于局限在有限空间中的经典场, 由于边界的存
在, 经典的场变量在边界上满足一些特殊的条件,
即边界条件. 边界条件通常以场变量和它们的正则
共轭动量的代数组合形式出现, 在某些特殊的情况
下, 还有可能包含它们的空间微商. 由于边界的存
在, 会对经典场的正则量子化带来新的问题. 因为
一般而言, 场变量与其正则共轭动量所满足的经典
Poisson括号 (对于由奇异拉氏量描述的模型, 则为
Dirac 括号)在边界上会和边界条件相矛盾. 这就
需要我们谨慎处理边界条件, 扩展Poisson 括号或

者Dirac括号, 使之能够和边界条件相容.
最先关注此问题并展开细致研究的是文献 [1].

在此文中,作者将边界条件作为初级Dirac约束,研
究了有限空间中的 1 + 1维标量场的正则量子化问

题. 研究结果表明, 将边界条件当作初级Dirac 约
束从而得到的Dirac 括号与边界条件是相容的. 鉴
于理论上所感兴趣的模型大多数都是由奇异拉氏

量来描述的这一事实, 文献 [2]在以往研究的基础
上更进了一步. 因为他们所研究的模型既含有内在
约束 (即模型是由奇异拉氏量所描述), 同时又因为
局限在有限空间, 存在边界. 文献 [3]从经典解空间
研究了此类问题, 随后, 该方法又被用于带边界的
复标量场的正则量子化的研究 [4].

从离散的角度研究此问题最近也有涉及. 文
献 [5]研究了存在边界时的经典Dirac场的量子化
问题. 研究者们将空间变量做了等步长的离散, 将
一个连续自由度的体系转化成了一个离散自由度

体系, 采用Dirac理论 [6]和Faddeev-Jackiw[7]方法
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研究了此模型的正则量子化问题. 但是, 在此研究
中, 仅仅对空间变量做了离散化的处理, 因而没有
平等地对待时间和空间变量. 事实上, 用离散的方
法研究正则量子化的问题可以追溯到文献 [8, 9].
该文献采用了Faddeev-Jackiw 方法从离散的角度
研究了B-背景场下的开弦的量子化问题, 但也仅
仅是对空间变量进行了离散化.

最早对时间变量进行离散化研究的是李政道

教授. 在文献 [10]中, 李政道教授在Lagrange 力学
的范畴内将时间作为动力学变量进行非等步长的

离散, 对其变分得到了离散形式的能量守恒方程.
在哈密顿力学范畴内, 文献 [11]和 [12]采用等步长
离散, 提出了保辛结构算法. 在他们的研究中, 原
先连续理论的辛结构在离散的过程中得到了保持,
但是, 离散形式的能量不守恒. 文献 [13—15] 将先
前的工作结合起来, 将变分原理推广到离散情形,
提出了变步长的离散变分原理 (VDDVP). 研究表
明, 采用该原理既保持了原有理论的辛结构, 也保
持了离散的能量守恒. 随后, 作者们又将此研究推
广到经典场论情形. 最近, 文献 [16]基于相空间中
离散的拉氏量的对称性, 应用该原理采用数值模拟
的方法研究了耦合的非线性谐振子, 研究表明, 这
个方法既能够保持辛结构, 也能保持离散情况下的
守恒量.

本文应用VDDVP分别研究有限空间中的标
量场和Dirac旋量场的正则量子化问题. 因为所研
究的经典场被局限在有限的空间, 因而, 在空间的
边界上会出现边界条件. 另外, Dirac 场是由奇异
拉氏量来描述的, 因而, 具有内在的约束. 本文的
研究表明, 采用VDDVP可以在每一个离散的时空
格点上建立起Poisson 或者Dirac 括号, 而且保持
了离散的能量守恒. 本文的组织如下：第二节研究
有限空间中标量场的正则量子化问题；在第三节研

究的模型是既含有内在约束、又具有边界的有限空

间中的Dirac场的量子化. 第四节给出进一步的讨
论和展望.

2 有限空间中标量场的正则量子化

有限1 + 1维空间中无质量标量场的作用量为

S =

∫ π
0

dx
∫ T

0

dt 1

2
gµν∂

µϕ(t, x)∂νϕ(t, x), (1)

其中, gµν = gµν = diag(+,−). 将时间变量

t ∈ [0, T ]离散成非等步长的M个小段, 每一
段记为∆ti = ti+1 − ti, i = 0, 1, · · · ,M − 1,M .
同样, 将空间变量 x ∈ [0, π] 离散化成非等步

长的N个小段, 每一段记为 ∆xj = xj+1 − xj ,
j = 0, 1, · · · , N −1, N . 因而, 连续的场变量 ϕ(x, t)

将被对应的离散变量ϕi,j取代. 场变量对时间和空
间的微分则被对时间和空间的差分取代：

∆0ϕ
i,j =

ϕi+1,j − ϕi,j

ti+1 − ti
,

∆1ϕ
i,j =

ϕi,j+1 − ϕi,j

xj+1 − xj
. (2)

显然, 当 Max ∆ti → 0 和 Max ∆xi → 0时, 离散
的理论过渡到了连续理论.

将作用量 (1)离散化后得

SD =
∑
i,j

∆ti∆xjL
(i,j)
D , (3)

这里

L
(i,j)
D =

1

2
[(∆0ϕ

(i,j))2 − (∆1ϕ
(i,j))2] (4)

是离散形式的拉氏量密度. 对离散形式的作用量
(3)全变分, 得到 [13]

δtSD = δvSD + δhSD, (5)

其中, δvSD 和 δhSD 分别是作用量沿着竖直和水

平方向的变分. 通过计算, 它们分别是

δvSD

=
∑
i,j

∆ti∆xi
[
Lϕi,jδvϕ

i,j

+
1∑

µ=0

(−)µ+1∆µ(E
−1
µ ∆µϕ

i,jδvϕ
i,j)

]
,

δhSD

=
∑
i,j

∆ti∆xi
[
Lϕi,jδhϕ

i,j

+
1∑

µ,ν=0

(−)µ+1∆µ(E
−1
µ ∆µϕi,jδhϕ

i,j

−E−1
µ T

µ(i,j)
Dν δxν(i,j))

+

1∑
µ,ν=0

(−)µ+1∆µ(E
−1
µ T

µ(i,j)
Dν )δxν(i,j)

]
. (6)

计算过程中会用到离散形式的Leibniz法则 [13],

∆µ(f
i,jgi,j) = (∆µf

i,j)gi,j + (Eµf
i,j)∆µg

i,j .
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其中, Eµ, E−1
µ (µ = 0, 1) 是移动算符, 它对 ϕi,j

的运算规律是

E0ϕ
i,j = ϕi+1,j , E−1

0 ϕi,j = ϕi−1,j ,

E1ϕ
i,j = ϕi,j+1, E−1

1 ϕi,j = ϕi,j−1. (7)

(6)式中, [Lϕi,j ] = −∆0(∆0ϕ
i−1,j)+∆1(∆1ϕ

i,j−1),
T i,jDµν = ∆µϕ

i,j∆νϕ
i,j − Li,jD gµν 是离散的能量 -

动量张量. 最小作用量原理 δtSD = 0要求沿着

竖直和水平方向的作用量变分要同时为零, 即
δvSD = 0, δhSD = 0. 由 δvSD = 0, 我们得到
Dirichlet边界条件

ϕi,0 = ϕi,N = 0, (8)

或者Neumann边界条件
ϕi,1 − ϕi,0

x1 − x0
=
ϕi,N − ϕi,N−1

xN − xN−1
= 0, (9)

和离散形式的Euler-Lagrange方程

[Lϕi,j ] = −∆0(∆0ϕ
i−1,j) + ∆1(∆1ϕ

i,j−1) = 0.

(10)
由 δhSD = 0, 得到

[Lϕi,j ]∆vϕ
i,j +

1∑
µ=0

(−)µ+1∆ν(E
−1
µ T

µ(i,j)
Dν ) = 0,

(11)
或者写为

[Lϕi,j ]δµϕ
i,j −∆1(∆1ϕ

i,j−1∆µϕ
i,j−1 + δ1µL

i,j−1
D )

+ ∆0(∆0ϕ
i−1,j ∆1ϕ

i−1,j) + ∆0(H
i−1,j
D ) = 0.

(12)

上式的最后一项, 就是能量对时间的变化率. 可以
看出, 只有离散是非等步长时, 上式才存在解.

由离散的作用量 (3), 我们对每一个离散的场
变量 ϕi,j 定义正则共轭动量,

πi,j =
∂Li,jD

∂(∆0ϕi,j)
= ∆0ϕ

i,j . (13)

则 (ϕi,j ,πk,l)之间的非零Poisson括号为

{ϕi,j , πk,l} = δikδjl. (14)

系统的哈密顿量密度为

H =
∑
j

∆xj(πi,j∆0ϕ
i,j − LijD)

=
1

2

∑
j

∆xj [(πi,j)2 + (∆1ϕ
i,j)2]. (15)

容易看出, 在边界上, 基本的Poisson括号 (14)
和边界条件 (8)或者 (9) 是不相容的. 为了能够进
行正则量子化, 我们必须对基本的Poisson 括号进
行修改, 使得在空间内部和原有的Poisson括号一
致,在边界上与边界条件相容. 限于篇幅,我们只研
究Neumann边界条件 (9), 并且, 我们只考查 x = 0

的这一端点, 另一端点 x = π 的结果可以从我们的

方法平行地得出.
采用文献 [1]的观点, 将边界条件当作初级

Dirac约束 [6], 记为

θ
(0)
i = ϕi,1 − ϕi,0 ≈ 0 i = 0, 1, 2, · · · ,M. (16)

值得注意的是, 当把边界条件作为初级约束后, 这
样的初级约束共有 M + 1 个. 我们还需要进一步
检验是否有次级约束存在, 为此, 定义总哈密顿量,

HT = H + λiθ
(0)
i , (17)

其中, λi是拉氏乘子. 根据Dirac理论 [6], 必须进一
步确定是否还存在次级约束, 这可以由初级约束的
自洽性条件{θ(0)i , HT } ≈ 0 得出. 初级约束的自洽
性给出次级约束

θ
(1)
i = ∆x1πi,1 −∆x0πi,0 ≈ 0. (18)

可以验证, 次级约束 (18)的自洽性条件不会导致更
多的约束, 并且由于约束 (θ(0)i , θ

(1)
i )之间的Poisson

括号不弱等于零,因此,它们都是第二类的. 将初级
约束和次级约束统一标记为ΘI = (θ

(0)
i , θ

(1)
i ), I =

1, 2, · · · , 2(M + 1), 则约束ΘI之间的Poisson 括号
所构成的矩阵和它的逆矩阵分别为

{ΘI , ΘJ}

= i(∆x0 +∆x1)σ2 ⊕ σ2 ⊕ · · · ⊕ σ2︸ ︷︷ ︸
M+1

(19)

和

{ΘI , ΘJ}−1

= − i(∆x0 +∆x1)−1 σ2 ⊕ σ2 ⊕ · · · ⊕ σ2︸ ︷︷ ︸
M+1

. (20)

正则变量 (ϕi,j ,πi,j) 之间的Dirac 括号, 可以由
Dirac 括号的定义

{A,B}D = {A,B}−{A,ΘI}{ΘI , ΘJ}−1{ΘJ ,B}

算出. 经过直接的计算, 得到

{ϕi,j , ϕk,l}D = {πi,j , πk,l}D = 0,
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{ϕi,j , πk,l}D

= δikδjl − δik[(δl1 − δl0)(∆x1δj1 −∆x0δj0)

×(∆x1 +∆x0)−1]. (21)

可以直接验证上面所得到的Dirac括号在空间内部
(即x ∈ (0,π))与基本的Poisson 括号完全一样, 但
是在边界上 (即 x = 0)和Neumann边界条件 (16)
相容.

基于正则变量 (ϕi,j , πi,j)之间满足的Dirac括
号 (21),正则量子化只需要做代换

ψi,j → ψ̂i,j , πi,j → π̂i,j , { , }D →
1

i
[ , ]. (22)

3 带 边 界 的 经 典Dirac场 的 正 则
量子化

在这一节中, 我们将从离散的角度研究带边界
的 1 + 1维Dirac场的正则量子化问题. 这个问题
在文献 [5]中已经有过研究, 但是离散化仅仅对空
间变量进行, 时间仍然是连续变量, 因而离散是不
彻底的. 这里, 我们把时空变量都进行离散化处理.
Dirac场的作用量为

S =

∫ T

0

dt
∫ π
0

dx1
2

igµν(ψ̄γµ∂νψ − ψ̄γµ
←−
∂νψ)

=

∫ T

0

dt
∫ π
0

dx1
2

i(ψ̄γµ∂µψ − ψ̄γµ
←−
∂ µψ).

(23)

这里, ψ = ψ(x, t) 是两分量的旋量; γµ是两维
的Dirac矩阵, 满足代数关系 {γµ, γν} = 2gµν ,
µ, ν = 0, 1; ψ̄ = ψ†γ0是ψ的Dirac共轭. 与标量
场的处理类似, 将时间和空间变量离散化, 将场
变量ψ, ψ̄对时间的微商∂tψ, ∂tψ̄和对空间的微商
∂xψ, ∂xψ̄分别用对应的差分

∆0ψ
i,j =

ψi+1,j − ψi,j

ti+1 − ti
,

∆1ψ
i,j =

ψi,j+1 − ψi,j

xj+1 − xj
,

∆0ψ̄
i,j =

ψ̄i+1,j − ψ̄i,j

ti+1 − ti
,

∆1ψ̄
i,j =

ψ̄i,j+1 − ψ̄i,j

xj+1 − xj
(24)

来代替. 作用量 (23)的离散形式为

SD =
∑
i,j

∆ti∆xjLi,jD , (25)

这里,

Li,jD =
1

2
i(ψ̄i,jγµ∆µψ

i,j −∆µψ̄
i,jγµψi,j) (26)

是离散形式的拉氏量密度. 对作用量 (25)进行全变
分, 得到

δtSD = δvSD + δhSD. (27)

和标量场情况类似, δvSD和 δhSD分别是作用量沿

着竖直和水平方向的变分, 它们分别是：

δvSD =
i
2

{∑
i,j

∆ti∆xj [Lψ̄i,jδvψ
i,j + δvψ̄

i,jLψi,j ]

+

1∑
µ=0

∆µ[E
−1
µ ψ̄i,jγµδvψ

i,j

+E−1
µ δvψ̄

i,jγµψi,j ]

}
(28)

和

δhSD

=
i
2

∑
i,j

∆ti∆xj
{
[Lψ̄i,jδhψ

i,j + δhψ̄
i,jLψi,j ]

+
1∑

µ,ν=0

(−)µ+1∆µ

[
E−1
µ ψ̄i,jγµδhψ

i,j

+ E−1
µ δhψ̄

i,jγµψi,j − 2E−1
µ TµDνδx

ν(i,j)
]

+

1∑
µ,ν=0

(−)µ+1∆µ(2E
−1
µ T

µ(i,j)
Dν )δxν(i,j)

}
, (29)

这里,

Lψ̄i,j = ∆µψ̄
i,jγµ +

1∑
µ=0

∆µ(E
−1
µ ψ̄i,j)γµ = 0,

Lψi,j = γµ∆µψ
i,j +

1∑
µ=0

∆µ(E
−1
µ ψ̄i,j)γµ = 0

(30)

是离散的Dirac方程及其共轭方程;

T
ν(i,j)
Dµ =

1

2
ψ̄i,jγµ∆νψ

i,j +
1

2
∆νψ̄

i,jγµψi,j

+ gµνL
i,j
D (31)

是离散形式的能量 -动量张量. 根据最小作用量原
理, 作用量的变分应该为零, 这要求作用量沿着竖
直和水平方向的变分应该同时为零. 由 δvSD = 0,
我们得到运动方程 (30)和边界条件,

ψi,0 = ψi,N = 0, ψ̄i,0 = ψ̄i,N = 0. (32)

由 δhSD = 0, 我们得到：

Lψ̄i,jδvψ
i,j + δvψ̄

i,jLψi,j
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+ 2
1∑

µ=0

(−)µ+1∆µ

(
E−1
µ T

µ(i,j)
Dν

)
= 0. (33)

将此式展开后可以看出, 只有当离散是变步长时,
上式才能存在解, 即离散形式的能量才能守恒.

与上节所研究的标量场类似, 我们将边界条件
当作初级约束, 记为

Λ
(0)
i = ψi,0 ≈ 0, Λ̄

(0)
i = ψ̄i,0 ≈ 0,

Λ
(N)
i = ψi,N ≈ 0, Λ̄

(N)
i = ψ̄i,N ≈ 0. (34)

对每一个离散的场变量引入与之对应的正则动量,

πi,j =
∂Li,jD

∂(∆1ψi,j)
= −1

2
iψ̄i,jγ0,

π̄i,j =
∂Li,jD

∂(∆1ψ̄i,j)
= −1

2
iγ0ψi,j . (35)

正则哈密顿量为

Hc =
∑
j

∆xj [πi,j∆1ψ
i,j+π̄i,j∆1ψ̄

i,j−Li,jD ]. (36)

因为正则变量ψi,j , ψ̄i,j ,πi,j 和 π̄i,j 都是Grass-
mann 数, 因此, 它们之间的反对易关系为

{ψi,j , ψ̄k,l} = {πi,j , π̄k,l} = 0,

{ψi,j , πk,l} = {ψ̄i,j , π̄k,l} = −δikδjl. (37)

从正则动量的定义 (35), 我们发现正则动量的定义
给出了正则动量和场变量之间的关系, 用Dirac的
语言来说, 它们是初级约束. 将其标记为

Φi,j = πi,j +
1

2
iψ̄i,jγ0 ≈ 0,

Ψ i,j = π̄i,j +
1

2
iγ0ψi,j ≈ 0

i = 0, 1, · · · ,M, j = 0, 1, · · · , N. (38)

因此, 共有2(M +1)× (N +1)个约束. 由于内在约
束 (38)和边界条件 (34) 与基本的反对易关系 (37)
相矛盾, 因此, 我们必须对基本的反对易关系 (37)
进行适当的修改, 使其能够与内在约束和边界条件
相容. 为此, 我们采用文献 [1]的观点, 将边界条件
(32)和内在约束 (38)等同起来, 当作Dirac约束, 采
用Dirac 理论来研究此模型. 与上一节标量场类似,
我们只研究x = 0这一端, 另一端 (x = π) 的结果,
可以通过相同的方法得到.

由此,系统共有2(M +1)× (N +1)+2(M +1)

个初级约束, 并且可以直接验证这些初级约束不
会导致次级约束. 为了计算Dirac括号, 我们需要
计算由这些约束之间的Poisson括号所构成的矩阵

及其逆矩阵, 这个计算量无疑是比较大的. 为了简
化计算, 我们借助文献 [17]中的定理, 将计算过程
分为两步：第一步先计算由内在约束构成的中间

Dirac 括号, 然后再计算最终的Dirac 括号. 我们将
所有的内在约束 (38)记为 Γ I,J = (Φi,j ,Ψ i,j), 则
内在约束Γ I,J 之间的Poisson 括号构成的矩阵为

{Γ I,J ,ΓK,L}

= − iγ0 (σ1 ⊕ σ1 ⊕ · · · ⊕ σ1)︸ ︷︷ ︸
M+1

⊗ (σ1 ⊕ σ1 ⊕ · · · ⊕ σ1)︸ ︷︷ ︸
N+1

, (39)

其逆矩阵为

{Γ I,J ,ΓK,L}−1

= iγ0 (σ1 ⊕ σ1 ⊕ · · · ⊕ σ1)︸ ︷︷ ︸
M+1

⊗ (σ1 ⊕ σ1 ⊕ · · · ⊕ σ1)︸ ︷︷ ︸
N+1

. (40)

由此, 计算得到正则变量之间的中间Dirac括号为

{ψi,j , πk,l}IDB = −1

2
δikδjl,

{ψi,j , ψ̄k,l}IDB = −iγ0δikδjl. (41)

接下来, 我们利用中间Dirac括号, 计算由约束 (34)
决定的最终Dirac括号. 我们将约束 (34)统一记为
ΛI = (Λ

(0)
i , Λ̄

(0)
i ), I = 1, 2, · · · , 2(M +1). 则约束

ΛI 之间的中间Dirac 括号构成的矩阵及其逆矩阵
分别为

{ΛI ,ΛJ}IDB = −iγ0 (σ1 ⊕ σ1 ⊕ · · · ⊕ σ1)︸ ︷︷ ︸
N+1

(42)

和

{ΛI ,ΛJ}−1
IDB = iγ0 (σ1 ⊕ σ1 ⊕ · · · ⊕ σ1)︸ ︷︷ ︸

N+1

. (43)

正 则 变 量ψi,j , ψ̄i,j , πi,j和 π̄i,j之 间 的Dirac
括号由

{A,B}D = {A,B}IDB − {A,ΛI}IDB

× {ΛI ,ΛJ}−1
IDB{ΛJ , B}IDB (44)

决定. 经过计算, 我们得到了最终的Dirac括号,
结果为

{ψi,j , πk,l}D = − 1

2
δikδjl +

1

2
δikδj0δl0,

{ψ̄i,j , π̄k,l}D = − 1

2
δikδjl +

1

2
δikδj0δl0,
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{ψi,j , ψ̄k,l}D = − iγ0δikδjl + iγ0δikδj0δl0. (45)

可以直接验证, 在空间内部, 即x ∈ (0, π), 以上
Dirac括号与 (41)式 (即无边界的情形)一致, 并且
在边界上与边界条件相符.

正则量子化通过如下的代换即可完成

ψi,j → ψ̂i,j , ψ̄i,j → ˆ̄ψi,j , πi,j → π̂i,j ,

π̄i,j → ˆ̄πi,j , { , }D →
1

i
[ , ]+. (46)

4 结 论

本文从离散的角度, 研究了带边界的经典标量
场和Dirac场的正则量子化问题. 因为经典场被局
限在有限空间中, 因而经典场在空间的边界上的行
为 (即边界条件)会与在空间内部有所不同, 因此必
须区别处理. 我们采取了离散化的方案, 将边界条
件作为初级Dirac 约束来研究此问题. 与已有的研
究不同的是, 我们将时间变量和空间变量都做了离
散化的处理, 并且为了保持离散的能量守恒, 我们
选取了非等步长的离散方案. 由于标量场是由“正
规”拉氏量来描述的, 因此, 该模型相对来说较为
简单, 没有内在约束, 量子化的过程显得比较直接.
但是Dirac 场是由“奇异”拉氏量来描述的, 因此,
该模型中不仅仅具有边界条件, 而且还具有内在约
束, 这就使得约束的数量大大增加；并且内在约束
和边界条件在空间的边界上会纠缠起来, 这些都为
直接计算Dirac括号、进而实现正则量子化带来了
一定的困难. 为此, 我们采用分两步走的方法, 将
Dirac 括号的计算分成两步进行. 即先计算由内在
约束构成的“中间”Dirac 括号, 然后计算由剩余约
束, 即边界条件构成的最终的Dirac 括号, 这样就
大大简化了计算过程. 作为本文结果的一个直接的
自洽性检验,可以验证,本文最终得到的Dirac括号
在空间边界上与边界条件自洽, 在空间内部与普通
的Dirac括号一致.

在本文的模型中, 标量场不含内在约束, Dirac
场的内在约束是第二类的, 而边界条件作为Dirac

约束也是第二类的, 因此不存在约束类别的突变.
事实上, 含有规范自由度的模型 (事实上, 这是我们
最感兴趣的)所含内在约束往往都是第一类的. 但
是在空间的边界上, 内在约束与边界条件会纠缠在
一起而变成第二类的约束, 也就是说, 约束类别的
突变问题就会出现. 在研究这类模型的正则量子化
时, 如何处理边界条件, 如何引入约束固定条件, 如
何刻画内在约束在边界上的类别的突变, 这些都是
需要进一步研究的问题.
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Abstract
We study the problem of canonical quantization of classical scalar and Dirac field theories in the finite volumes

respectively in this paper. Unlike previous studies, we work in a completely discrete version. We discretize both the
space and time variables in variable steps and use the difference discrete variational principle with variable steps to
obtain the equations of motion and boundary conditions as well as the conservation of energy in discrete form. For the
case of classical scalar field, the quantization procedure is simpler since it does not contain any intrinsic constraint. We
take the boundary conditions as primary Dirac constraints and use the Dirac theory to construct Dirac brackets directly.
However, for the case of classical Dirac field in a finite volume, things are complex since, besides boundary conditions, it
contains intrinsic constraints which are introduced by the singularity of the Lagrangian. Furthermore, these two kinds of
constraints are entangled at the spatial boundaries. In order to simplify the process of calculation, we calculate the final
Dirac brackets in two steps. We calculate the intermediate Dirac brackets by using intrinsic constraints. And then, we
obtain the final Dirac brackets by bracketing the boundary conditions. Our studies show that we can not only construct
well-defined Dirac brackets at each discrete space-time lattice but also keep the conservation of energy discretely at the
same time.
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