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Duffing系统随机相位抑制混沌与随机共振
并存现象的机理研究∗
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1)(西安财经学院统计学院, 西安 710100)

2)(陕西科技大学设计与艺术学院, 西安 710021)

( 2014年 7月 13日收到; 2014年 12月 24日收到修改稿 )

针对随机相位作用的Duffing混沌系统, 研究了随机相位强度变化时系统混沌动力学的演化行为及伴随
的随机共振现象. 结合Lyapunov指数、庞加莱截面、相图、时间历程图、功率谱等工具, 发现当噪声强度增大
时, 系统存在从混沌状态转化为有序状态的过程, 即存在噪声抑制混沌的现象, 且在这一过程中, 系统亦存在
随机共振现象, 而且随机共振曲线上最优的噪声强度恰为噪声抑制混沌的参数临界点. 通过含随机相位周期
力的平均效应分析并结合系统的分岔图, 探讨了噪声对混沌运动演化的作用机理, 解释了在此过程中随机共
振的形成机理, 论证了噪声抑制混沌与随机共振的相互关系.

关键词: 混沌, 随机相位, 随机共振, Lyapunov指数
PACS: 05.45.–a, 05.40.–a DOI: 10.7498/aps.64.100501

1 引 言

噪声在实际工程环境中广泛存在, 因此研究噪
声对系统的影响具有很强的现实意义. 一般情况
下, 人们常直观地认为噪声的存在会降低系统运动
的规律性, 对系统的实际运动起着障碍作用. 然而,
近些年来人们在非线性科学领域的研究发现, 很多
情况下噪声起着反直观的建设性作用, 如: 噪声促
使系统的稳定化、噪声抑制混沌、噪声诱导同步、随

机共振等现象.
在噪声抑制混沌、促进系统有序状态形成方

面, Matsumoto和Tsuda [1]首次报道了某些系统在

合适的噪声强度情况下将会达到更加有序的状态;
Ramesh和Narayanan [2]讨论了在服从均匀分布噪

声环境中几种非反馈方法的混沌控制. 杨晓丽和
徐伟 [3]讨论了有界噪声对系统抑制混沌、诱导混

沌的双重作用功效; Wei 和Leng [4]研究了白噪声

对Duffing系统动力学行为的影响, 发现白噪声可
增强系统的稳定性; Yoshimoto等 [5]研究了噪声对

Belousov-Zhabotinsky映射的混沌影响, 发现噪声
可以抑制系统的混沌行为. 文献 [6—8]分别讨论了
随机相位对混沌的控制, 证实在一定的条件下随机
相位也可以实现系统稳定化, 促使系统从混沌运动
转向规则的有序运动, 从而可以实现混沌控制. 近
几年来, 其他研究者亦对上述问题进行了广泛探
讨 [9].

随机共振是一种非常著名的现象, 通常是双稳
或单稳非线性系统中存在的随着噪声强度增强系

统的信噪比 (SNR)等量化指标呈现钟形曲线的现
象. 其中位于量化指标峰值处的噪声强度是最优噪
声强度水平, 在此位置系统的信号信息明显被噪声
放大. 因此, 随机共振是一种很有意义的现象, 在
过去的 30年中已在物理、化学、生物学等领域进行
了大量的理论与试验研究 [10−17]. 目前, 除了传统
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的随机共振研究外, 人们也对混沌系统中的随机共
振现象进行了一些研究, 如文献 [11]讨论了分叉点
附近发生的随机共振, 文献 [12]研究了混沌内部激
变条件下系统的无噪声随机共振, 文献 [13]讨论了
单势阱混沌系统中的随机共振, 文献 [14]研究了混
沌干扰条件下自适应随机共振系统设计问题.

尽管噪声抑制混沌与随机共振现象都分别在

各自领域得到了广泛研究, 但很少报道过它们两
者并存的现象. 文献 [17]在噪声与周期力作用下两
个耦合的混沌系统中, 发现随机共振与噪声诱导
有序并存的现象, 且随机共振最优噪声水平恰为
Lyapunov指数最小值处, 指出混沌系统中噪声诱
导有序是一种随机共振现象. 这一结果很新颖, 但
相关动力学机理的深入分析仍有待开展, 而且由于
文献 [17]中Lyapunov指数最小值恰好为零, 因此
对于Lyapunov指数最小值非零的情形, 随机共振
曲线最优噪声水平与Lyapunov指数最小值点、零
点的对应关系尚不明确.

本文在我们前期研究工作 [8]的基础上,通过考
察随机相位噪声对混沌Duffing 系统的影响, 发现
了噪声抑制混沌与随机共振并存的现象, 并且从混
沌过渡到非混沌的Lyapunov指数临界值恰为随机
共振的最优噪声水平, 最后从动力学角度探讨了随
机相位噪声的作用机理.

2 随机相位作用下的Duffing系统

2.1 噪声抑制混沌

考察如下带有随机相位噪声的Duffing系统:

ẍ+ αẋ− x+ x3 = γ cos[ωt+ σξ(t)], (1)

这里 α 和 γ分别表示系统阻尼系数和周期力振幅,
ξ(t)表示标准的高斯白噪声, 它满足: ⟨ξ(t)⟩ = 0,
⟨ξ(t)ξ(t+ τ)⟩ = δ(τ), 这里 ⟨·⟩表示均值. 下面我们
固定 α = 0.25, γ = 0.27, ω = 1.0, 研究随机相位对
系统 (1)动力学的影响.

当σ = 0, 方程 (1)是一个确定性Duffing系统,
图 1给出了它的Poincaré截面和时间历程图. 由
图 1可见, 系统的吸引子为典型的混沌吸引子, 时
间历程图不规则, 因此, 此时系统为混沌运动状
态. 为了定量刻画系统从混沌转变为非混沌运动
这一过程, 以每隔 0.001的大小增加噪声强度σ的

值, 图 2给出了系统最大Lyapunov指数随噪声强
度的变化曲线, 这里Lyapunov指数利用了Wolf算

法 [18], 并对 100个样本轨道平均后所得. 从图 2可
见, 开始时系统Lyapunov指数为正, 但当噪声强
度达到临界值σc ∼= 0.022时, 最大Lyapunov指数
突然从正变为负, Lyapunov指数在σc ∼= 0.022处

接近于零, 此后, 增大噪声强度, 系统Lyapunov指
数的符号始终为负. 图 3和图 4给出了σ = 0.03与

σ=0.1情形系统的Poincaré截面和时间历程图. 结
合图 3和图 4可知,系统呈现稳定的吸引子,时间历
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图 1 原确定性系统运动状态 (σ = 0) (a) Poincaré 截
面; (b)时间历程图
Fig. 1. Dynamical behavior of the system (1) with
σ = 0: (a) Poincaré section; (b) time history.
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图 2 最大Lyapunov指数 λ随噪声强度 σ的变化曲线

Fig. 2. Largest Lyapunov exponent λ versus noise in-
tensity σ.
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图 3 系统 (1)在参数 σ = 0.03时的运动状态 (a) Poincaré 截面; (b)时间历程图

Fig. 3. Dynamical behavior of the system (1) with σ = 0.03: (a) Poincaré section; (b) time history.
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图 4 系统 (1)在参数 σ = 0.1时的运动状态 (a) Poincaré 截面; (b)时间历程图

Fig. 4. Dynamical behavior of the system (1) with σ = 0.1: (a) Poincaré section; (b) time history.

程在瞬态阶段之后较为规则, 但随着噪声强度增大
时间历程随机性波动增强. 因此原系统的混沌运动
在临界值σc ∼= 0.022后转变为非混沌运动, 且此后
随着噪声强度的增大, 系统围绕周期轨道随机波动
程度增强.

2.2 随机共振

目前, 用于刻画随机共振的指标有很多, 如信
噪比、驻留时间分布、功率谱放大因子等. 本文利用
响应幅值 (response amplitude)来刻画随机共振现
象, 该指标定义为 η = R1/R0

[19,20], 这里R1表示

噪声背景下输入信号频率处系统响应的功率谱峰

高度, R0为确定性情形下的谱峰高度. 如果 η 关于

σ呈现钟形变化曲线且在最优噪声水平σmax处达

到最大值, 则存在随机共振现象.
对于给定的噪声强度, 我们对 100个样本轨道

平均来计算 η的值. 当噪声强度σ增加时, 图 5给
出了 η 与σ的变化曲线. 从图 5可见, 随着噪声强
度σ的增加, η将增加, 在σmax ∼= 0.022处达到最大

值, 随后随着σ的增加 η将减小, 从而呈现钟形变

化曲线图像, 在σmax ∼= 0.022处 η接近 1.5, 说明噪
声的作用使得系统信号功率谱峰明显提高, 即系统
发生了随机共振. 图 6给出了σ = 0与σ = 0.022情

形下系统的功率谱曲线, 易见噪声的存在确实提高
了原系统中周期 1运动的谱峰. 值得注意的是, 此
处随机共振最优噪声水平σmax恰为噪声抑制混沌

的临界点σc, 即随机共振最优噪声水平对应于最大
Lyapunov指数的零点位置.
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0
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1.0
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σ

η

图 5 响应幅值 η随噪声强度 σ的变化曲线

Fig. 5. The varying curve of the response amplitude η

with the noise intensity σ.
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图 6 不同噪声强度 σ下系统 (1)的功率谱 (a) σ = 0;
(b) σ = 0.022

Fig. 6. The power spectral of the system (1) under
different noise intensity σ: (a) σ = 0; (b) σ = 0.022.

3 随机相位的作用机理

下面分析随机相位的作用机理. 方程 (1)带有
随机相位噪声的周期力可写为

γ cos[ωt+ σξ(t)]

=γ cos[σξ(t)] cos(ωt)− γ sin[σξ(t)] sin(ωt). (2)

由于 ξ(t)为标准高斯白噪声, 因此 ⟨sin[σξ(t)]⟩ = 0,
即有

γ⟨cos[ωt+ σξ(t)]⟩ = γ̄ cos(ωt), (3)

这里 γ̄ = γ⟨cos[σξ(t)]⟩. 由于 ξ(t)为高斯白噪声, 数

值仿真中经常使用下式模拟, ξ(t) = ∆W (t)

∆t
, 其中

∆W (t)为维纳过程的增量且服从N(0,∆t)的正态

分布, ∆t为时间增量. 因此

γ̄ =γ⟨cos[σξ(t)]⟩

=
1√

2π∆t
γ

∫ ∞

−∞
cos

(
σ

y

∆t

)
e−

y2

2∆t dy

=γ e− σ2

2∆t . (4)

在实际数值仿真中∆t事前已经确定, 因此由上式
可见增大噪声强度σ, γ⟨cos[σξ(t)]⟩将减小, 特别是
当σ → ∞, γ̄ → 0. 因此由 (3)式, 从平均意义上来

看, 增大噪声强度σ, 相当于原来确定性系统中周
期力振幅减小, 从而存在某一合适σ值, 使得原系
统在相空间大范围区域的混沌运动发生改变, 变为
某一局部空间范围内的非混沌运动形式. 这为总体
上理解随机相位噪声抑制混沌指明了方向. 为了验
证上述分析的正确性, 我们给出了确定性系统 (5)
关于周期力振幅γ的分岔图 (系统其他参数同上),
如图 7所示, 以此考察γ减小时确定性系统的运动

规律.

ẍ+ αẋ− x+ x3 = γ cos(ωt). (5)
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图 7 系统 (5)关于参数 γ的分岔图

Fig. 7. The bifurcation diagram of the system (5) with
the parameter γ.

由图 7可见, 若减小周期力振幅γ, 系统 (5)最
终将从混沌运动过渡到稳定的周期 1运动状态, 因
此对于系统 (1)来说增大噪声强度总体上相当于
原确定性系统 (5)周期激励幅值减小, 最终原来
的混沌运动在随机噪声作用下将被抑制. 为了进
一步考察噪声作用下系统 (1)的运动与 γ变化时

系统 (5)运动间是否存在差异, 结合图 7 , 取参数
γ = 0.325与γ = 0.35两种情形予以讨论, 其中前
者位于图 7中的周期窗口, 后者位于最右边的混沌
区. 图 8和图 9分别展示了γ = 0.325时系统 (1)的
运动状态与Lyapunov指数关于σ的变化情况. 由
图 8和图 9可见, 随着σ增大, 系统将首先由周期
三运动转化为混沌运动, 然后再由混沌运动转化
为非混沌运动, 且此后继续增大σ, 系统一直为非
混沌运动状态. 图 10给出了 γ = 0.35时系统 (1)
的Lyapunov指数关于σ的变化曲线. 由图 10可见,
系统 (1)由混沌运动最终仍将过渡为非混沌运动状
态, 但系统 (1)在随机相位作用下的运动稍微有别
于确定性系统 (5)减小γ时的运动情况, 这是因为
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系统 (5)在减小幅值γ时将首先过渡为周期三运动

(见图 7 ), 然后是混沌运动, 最终转变为非混沌. 但
系统 (1)在增大σ时并不经过周期三, 原因在于含
有随机相位噪声的周期力 (2)具有随机性, 周期三
离混沌仅一步之遥, 在随机波动下周期三并不稳
定, 经过激变形成混沌, 这也是上述γ = 0.325时周

期三运动首先转化为混沌运动的原因. 因此, 系统
(1)在随机相位作用下的运动稍有别于确定性系统
(5)减小γ时的运动, 两者存在细微差别. 但最终总
体上来说, 增大噪声强度相当于原确定性系统周期
激励幅值减小.
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图 8 不同噪声强度下系统的运动状态 (γ = 0.325)
(a) σ = 0; (b) σ = 0.05; (c) σ = 0.1

Fig. 8. Dynamical behaviors of the system (1) when
γ = 0.325: (a) σ = 0; (b) σ = 0.05; (c) σ = 0.1.

最后, 随机共振的发生是由于随机相位促使系
统转化为非混沌状态, 系统的有序程度增强, 因此
随机共振曲线最优噪声强度刚好对应于混沌转变

为非混沌运动的临界点处, 随后继续增大噪声强
度, 过量的噪声促使系统在新的稳定态附近随机波
动 (见图 3和图 4 ), 且随着噪声强度的增大, 在稳定
态处停留时间减小, 在其附近随机波动性增大, 因
此输入信号频率处系统响应谱峰高度又随之降低.
总之, 本文中随机共振现象的形成是由于随机相位
抑制了混沌, 系统实现了有序状态转变这一缘故,
而随机共振曲线最优噪声强度刚好位于Lyapunov
指数的零点处.
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图 9 最大 Lyapunov指数 λ随噪声强度 σ的变化曲线

(γ = 0.325)
Fig. 9. Largest Lyapunov exponent λ versus noise in-
tensity σ when γ = 0.325.
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图 10 最大 Lyapunov指数 λ随噪声强度 σ的变化曲线

(γ = 0.35)
Fig. 10. Largest Lyapunov exponent λ versus noise
intensity σ when γ = 0.35.

4 结 论

通过本文随机相位对Duffing混沌系统的作用
可以得到如下结论: 1)随机相位抑制混沌运动的临
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界值恰为随机共振曲线最优噪声水平处; 2)随机相
位强度的增加总体来说相当于原确定性系统周期

力振幅的减小, 因此最终必然存在某一噪声强度使
得系统大范围的混沌运动解体, 呈现小范围的非混
沌运动, 此时系统运动规则程度增强, 表现为输入
信号频率处的响应幅值增大; 此后过量的噪声尽管
不会改变系统Lyapunov指数的符号, 但将增加系
统在稳定运动附近的随机波动程度, 降低输入信号
频率处的响应幅值. 因此本文随机共振现象形成的
原因是随机相位抑制了混沌, 系统实现了有序状态
的这一动力学机理.
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Abstract
Noise, which is ubiquitous in real systems, has been the subject of various and extensive studies in nonlinear

dynamical systems. In general, noise is regarded as an obstacle. However, counterintuitive effects of noise on nonlinear
systems have recently been recognized, such as noise suppressing chaos and stochastic resonance. Although the noise
suppressing chaos and stochastic resonance have been studied extensively, little is reported about their relation under
coexistent condition. In this paper by using Lyapunov exponent, Poincaré section, time history and power spectrum,
the effect of random phase on chaotic Duffing system is investigated. It is found that as the intensity of random phase
increases the chaotic behavior is suppressed and the power response amplitude passes through a maximum at an optimal
noise intensity, which implies that the coexistence phenomenon of noise suppressing chaos and stochastic resonance
occurs. Furthermore, an interesting phenomenon is that the optimal noise intensity at the SR curve is just the critical
point from chaos to non-chaos. The average effect analysis of harmonic excitation with random phase and the system’s
bifurcation diagram shows that the increasing of random phase intensity is in general equivalent to the decreasing of
harmonic excitation amplitude of the original deterministic system. So there exists the critical noise intensity where the
chaotic motion of large range disintegrates and non-chaotic motion of small scope appears, which implies the enhancing
of the regularity of system motion and the increasing of the response amplitude at the input signal frequency. After that,
the excess noise will not change the stability of the system any more, but will increase the degree of random fluctuation
near the stable motion, resulting in the decreasing of the response amplitude. Therefore, the formation of stochastic
resonance is due to the dynamical mechanism of random phase suppressing chaos.
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