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红外无损探测中多宗量多热源反演问题的研究∗

张立广 屈惠明†

(南京理工大学电子工程与光电技术学院, 南京 210094)

( 2014年 7月 18日收到; 2014年 12月 18日收到修改稿 )

为研究红外无损探测稳态多热源反演逆问题, 建立不同形状的均质与非均质稳态热传导模型, 其中内热
源个数、位置、强度、面积均为未知项. 基于数值算法中有限元算法对模型进行离散分析, 化简有限元矩阵方
程, 最终转化为对Ax = b高度欠定方程的求解. 首次利用分段多项式谱截断奇异值分解法处理内热源逆问
题, 并对算法进行改进, 有效改善了该算法在处理多热源反演时存在的严重的热源叠加效应. 根据反演出的
内热源信息, 利用有限元算法计算重构出整个模型内所有节点的温度分布. 运用数值仿真Comsol软件和具
体实物实验对算法进行有效性评估, 并验证算法在不同热传导模型中的表现. 结果表明, 算法能够准确反演
出多热源各参量信息, 在非均质材料模型中仍能准确地反演出热源项, 并有效重构出模型内温度场. 该算法
可应用于材料无损检测及人体红外医学成像等领域.

关键词: 无损探测, 多内热源反演, 分段多项式谱截断奇异值分解法, 有限元
PACS: 81.70.Fy, 02.30.Zz, 44.10.+i, 47.11.Fg DOI: 10.7498/aps.64.108104

1 引 言

传热学反问题的研究包含两类: 一是对于内
部温度可测、边界条件未知的热辐射系统, 待求量
往往为模型的边界条件、初始条件或模型热导系

数; 二是对于边界条件已知、热源项未知的系统,
这类问题被称为内热源逆问题, 待求量为热源项
或是希望通过边界温度重构出整个模型的温度场.
热源逆问题属于高度的不适定 (ill-posed)问题 [1,2],
即解的惟一性和解的稳定性都不满足. 过去几十
年内, 一维热传导逆问题的研究逐渐成熟, 进而延
伸至多维领域. 最近, 热源逆问题的研究已有报
道. 如Kolodziej等 [3], Yan等 [4]利用基本解方法

(the method of fundamental solutions, MFS)研究
二维稳态热源项反演问题, 但该方法求解的前提是
需要探测一部分内部点的温度信息; Hazanee等 [5]

利用边界元法结合Tikhonov正则化方法研究二维
瞬态热源项反演问题; 还有些学者用其他方法研究

该类问题, 如变异迭代算法 [6]、逐次逼近算法 [7]、直

接数值方法 [8]、有限差分法等 [9]. 涉及的热源逆问
题主要有对空间依赖 [10,11]、随时间变化的热源项

反演问题 [5,12,13]. 总体来看, 最近的研究多集中在
通过数值算法求解热源逆问题, 求解的稳定性和准
确度都能达到预期, 但一些方法的局限性仍需要探
测少数内部点的温度信息, 多数研究方法也并没有
进行实验验证, 而基于无损检测的多热源稳态非均
质条件下的热源反演问题的研究尚未见报道. 本
文主要研究稳态均质及非均质条件下的多热源反

演问题, 且不需要以有损方式获得模型内部若干点
的温度信息. 对该问题的研究意义在于: 仅通过无
损探测模型边界的温度信息就可以重构出模型内

温度场, 不需事先知道模型内热源的数目等先验信
息, 模型内部除热导率已知外其他条件均未知, 热
源也不需等效为点热源. 无损重构稳态多热源逆问
题的研究难点在于以下几个方面: 热源数目未知,
多热源的位置、强度、面积参量会导致边界温度分

布形状复杂多变, 系统病态性成倍增强. 多热源叠
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加效应使得热源数目难以准确判定. 另外, 热源强
度和热源面积对模型边界温度分布形状的作用效

果比热源位置小, 同时两者的作用又比较相似 [14].
如果存在多个强度不同大小不一的热源, 反演的难
度会进一步增大, 特别是对于距离比较近的热源,
很容易出现将多个热源等效为一个大的热源的情

况. 也很容易出现一个热源的强度比真实值小, 而
面积比真实值大, 或者一个热源的强度转移到另外
一个热源上. 上述问题对反演算法的要求进一步
加大. 人体红外无损探测的研究需要解决多热源
非均质热源反演问题, 本文所要研究的模型也非常
符合这种情况. 对于这种复杂的热传导系统, 本文
采用有限元算法对模型进行离散分析, 化简离散后
的传热方程, 转化为基础的Ax = b 欠定方程求解.
通过采集边界温度, 简化传热方程, 化简出求解方
程组, 由于方程组高度欠定, 这里采用改进的分段
多项式谱截断奇异值分解法 (piecewise polynomial
truncated singular value decomposition methods,
PPTSVD)方法求解该方程组, 并采用Comsol软件
仿真和实验来验证算法的可行性与准确性.

2 有限元算法求解二维热传导模型

利用有限元算法求解稳态热传导问题时, 稳态
过程不需要考虑物体的初始温度场情况, 而只需考
虑边界换热条件. 有限元算法通过将二维模型剖

分成有限单元后, 依据所研究模型的形状对应的形
函数求解出模型各个单元结点的温度信息. 采用
Galerkin法建立单元稳态温度场的有限元列式, 针
对图 1中的二维热传导模型及其对应的边界换热
条件, 各剖分单元的积分公式为∫ e

Ω

[
∂Ni

∂x

(
λx

∂[N ]

∂x

)
+

∂Ni

∂y

(
λy

∂[N ]

∂y

)]
{T }ndΩ −

∫ e

Γ1

NiQdΓ

+

∫ e

Γ2

NihTadΓ −
∫ e

Γ2

Nih[N ]{T }edΓ = 0, (1)

其中, N为有限元的形函数矩阵, Ni代表形函数.
可将 (1)式简化为

[Kl×l]e[T l×1]e = [F l×1]e, (2)

其中 l为所剖分网格每个小单元的顶点数目,[
Kl×l

]e
代表二维热传导模型单元热传导矩阵,[

T l×1
]e
为待求解各剖分单元节点温度组成的向

量,
[
F l×1

]e
为单元热载荷矩阵.

这里我们采用具有代表性的形状进行分析, 以
圆形和长方形为例, 图 1给出了这两种形状的剖分
方案.

这里采用三节点的三角形单元, 可使最终得出
的相邻节点温度过渡比较自然. 将各个单元组成结
构整体进行分析. 导出整个结构节点位移与节点温
度之间的关系, 建立整个结构的刚度方程.

T

(a)
(b)

图 1 (网刊彩色) 不同形状的热传导模型有限元剖分示意图 (a)二维矩形域热传导模型有限元剖
分示意图; (b) 二维圆域热传导模型有限元剖分示意图
Fig. 1. (color online) Finite element grid division schematic diagram of heat conduction
model which has different shapes: (a) finite element subdivision schemes of 2-D rectangular
domain heat conduction model; (b) finite element subdivision schemes of 2-D circular domain
heat conduction model.
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分析步骤: 首先按一定的集成规则, 将各单元
刚度矩阵集合成总的结构整体刚度矩阵, 引入边界
换热条件, 并将单元等效结点荷载集合成整体等效
结点荷载列阵. 化简分析总传热方程:

Kn×nT n×1 = F n×1,

T n×1 = Kn×n−1

F n×1,

Cm×nT n×1 = Cm×nKn×n−1

F n×1,

Cm×nT n×1

= Cm×nKn×n−1

(F n×1
q + F n×1

a ),

Tm×1
s = Cm×nKn×n−1

(F n×1
q +F n×1

a ),

Cm×nKn×n−1

Fn×1
q

= Tm×1
s −Cm×nKn×n−1

F n×1
a ,

(3)

Am×nxn×1 = bm×1, (4)

其中, m为边界上的节点总数, n为模型边界和内
部所有节点总数; F 总热荷载矩阵由环境温度荷载
和内热源荷载量组成, 而环境温度载荷总是作用在
边界节点上, 内部节点处的环境温度载荷总是零;
而边界节点上的内热源温度载荷也总是零; Fq代

表内热源温度载荷, 为待求量; Fa代表环境温度载

荷为已知量. 在有限元算法中, 二维平面各节点顺
序按照一定的排布顺序进行排列, 我们可根据排列
规律求出边界节点的位置坐标系数矩阵C, 使得
CT = Ts.

当给定内热源和边界条件时, 由于K是正定

矩阵, 逆矩阵一定存在, 节点温度向量可由下式
求出:

T n×1 = Kn×n−1

F n×1

= Kn×n−1

(F n×1
q + F n×1

a )

= T n×1
a + T n×1

q . (5)

待求温度场是由内热源温度载荷和环境温度载荷

产生的温度场叠加.
问题转化为求解 (4)式线性方程组中的未知量

x, 其中A = CK−1, b = Ts − CK−1Fa. C, K,
Ts, Fa 均为已知量.

3 欠定方程的PPTSVD解

由待求方程组 (4)可知, 未知数个数远大于方
程组个数, 待测量为边界节点温度, 待求量为平面
内所有节点的内热源温度载荷, 方程高度欠定, 方

程解不惟一. 解决这类方程的途径通常有正则化、
最小范数解等. 正则化方法可分为直接解法和迭代
解法. 传统的直接解法有Tiknohonov正则化法 [15]

和谱截断奇异值分解法 (truncated singular value
decomposition, TSVD) [16]、广义谱截断奇异值分

解法 (truncated generalized singular value decom-
position, TGSVD等 [17], 迭代法有最速下降法 [18]、

遗传算法 [19]、共轭梯度算法等 [20]. 欠定方程稀疏
解的求解方法由于图像领域压缩感知的研究日益

受到关注, 解决这类问题主要是利用最小范数解.
然而本文中所涉及的问题与压缩感知问题又有非

常大的区别, 具体表现在采点的空间分布上. 在通
过大量仿真验证后, 传统的正则化方法和最小范数
解往往不能得到合理的解, 均表现在求出的内热源
荷载分布太过分散以及内热源分量过于趋于模型

边界的情况. 求解结果滤波特性非常平滑和连续,
不适于解具有阶跃不连续性的热源载荷的特征信

息. 在经过大量的方法探索以及认真对该热源反演
逆问题进行分析后, PPTSVD正则化方法进入了
我们的视野.

PPTSVD是由TSVD和L1最小范数解构成.
在TSVD 方法通过截断阈值抑制掉一些多余的大
的峰值谱和噪声, 而L1范数解过程求解出信号量

并排除掉另一部分噪声. 相较于传统的TSVD方
法, PPTSVD利用了关于解的部分先验信息, 可求
阶跃不连续热源特征的热源反演问题, 求解结果符
合预期.

3.1 奇异值分解 (singular value decom-
position, SVD)

系数A矩阵代表边界节点坐标系数矩阵与热

传导矩阵的逆矩阵. 对A矩阵进行奇异值分解:

Am×n = Um×mΣm×nV Tn×n

, (6)

m × m维矩阵U的列为AAT的正交特征向量;
n × n维矩阵V 的列为ATA的正交特征向量;
AAT和ATA存在相同的特征值, 为λ1, λ2, · · · ,
λi (i 6 m); m × n矩阵Σ的对角元素σii =

√
λi,

且呈降序排列.
离散不适定问题的特征在于具有一个奇异值

衰减到零的系数矩阵A. V 矩阵代表热传导强度

修正谱, Σ 代表修正量级, U代表重整后的热传

导强度谱. 调整Σ可起到滤除无关信号量和部分
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相关噪声的作用. 由此, 引出截断奇异值谱的方法
TSVD.

3.1.1 TSVD正则化方法
简言之, TSVD方法就是截断所有由噪声引起

的小的奇异值σi, 大的奇异值得到保留.

Am×n
k =

k∑
i=1

um×1
i σiv

T1×n

i k < m, (7)min ∥xn×1∥2
min ∥Am×nxn×1 − bn×1∥2,

(8)

(7)式中的um×1
i 为U矩阵的第 i列的列向量;

vT1×n

i 为V 矩阵的第 i列的列向量的转置. 用Ak

代替原来的A系数矩阵, 求解结果为

xn×1
k =

k∑
i=1

uT1×m

i bm×1

σi
vn×1
i k < m, (9)

上式中b = Ts − CK−1Fa, 其中的Ts为理想条件

下采集到的边界温度值, k为人为选定的阈值系数.
TSVD求出的内热源能量往往是平滑、连续的,

且倾向于呈现出最小的能量谱并表现出趋向模型

边界的情况. 一方面, TSVD解并没有利用关于内
热源能量解的先验信息, 另一方面, 对小的奇异值
进行截断的结果在抑制掉噪声的同时势必损失大

量有效的相关信号量. 这两方面都是由于TSVD强
行截断了小的奇异值谱, 造成小的奇异值谱中有效
的相关信号量也被排除掉了. 如果能有效地求出被
截断的小奇异值谱中的相关信号量, 同时抑制掉无
关噪声, 并将该能量谱叠加到原来的TSVD 解中,
求解结果或可达到预期.

3.1.2 PPTSVD正则化方法
PPTSVD的思想正是在TSVD解中叠加小奇

异值谱中的相关成分. 如何提取小奇异值谱中的相
关信号量成为求解的关键.

PPTSVD方法通过替换TSVD中的 ∥x∥2为
∥Lx∥1, 求解约束方程如下:

min
∥∥Lp×nxn×1

∥∥
1

�(p 6 n),

subjectedto min
∥∥Am×n

k xn×1 − bm×1
∥∥
2
. (10)

由 (9)式求出xk后, 被截断掉的小奇异值谱中
的V 子矩阵Vkn中包含有内热源强度谱的有效相

关信号. Vkn矩阵是由Vk+1, · · · , VN列向量构成,
由下式表示:

V
n×(n−k)
kn =

[
V n×1
k+1 ,V n×1

k+2 , · · · ,V n×1
n

]
. (11)

从被截断的强度谱中提取修正项, 对原来的
TSVD 解进行校正, 可从下面的线性方程中求出修
正项Vknw:

min
∥∥∥(Lp×nV n−k

kn )w(n−k)×1 −Lp×nxn×1
k

∥∥∥
1

p 6 n, (12)

Vknw项存在于Ak的零空间中, 实际上 (12)式就
是在求 (10) 式, 目的是在满足TSVD 解的同时
使Lx的一范数最小. w至少满足线性方程组

LVknw = Lxk中的n− k个方程. 从被截断的Vkn

谱中提取出修正项, 需要求出修正系数w. Vknw作

为内热源载荷场的修正项, 对TSVD解起到抑制噪
声、增强信号谱的作用.

最终内热源项的解为

Xn×1
L,k = xn×1

k − V
n×(n−k)
kn w(n−k)×1. (13)

在上述求解问题中L矩阵是解题的关键. L矩

阵被称为正则化算子矩阵, 传统的PPTSVD算法
中L矩阵往往取为一阶或多阶微分算子逼近矩阵,
Lx项意味着提取那些具有突变、变化率比较大的

相关信号量. PPTSVD方法最初用于地质勘测反
演问题的研究中, 其后被用在核磁共振、压缩图像
恢复等领域 [21,22]. 但该热源逆问题与之前其适用
的研究问题之间还是存在明显的差距, 其中最重要
的一点是已知信息即方程右端已知项全分布在模

型边界上, 而之前的问题是已知点均匀地分布在模
型内部. 如果仍然按原来的思路选取L矩阵, 仍会
存在求解的最终热源载荷场趋向于边界的情况.

L矩阵应包含有求解具体问题的与信号成分

相关的先验信息. 对于本文所研究的问题来说, 更
合理的L矩阵可以使求出的内热源载荷集中, 并对
求解时存在的热源场趋于边界的效应进行改善. 通
过传热正问题的研究, 我们知道最终的温度分布
与内热源载荷的分布模式息息相关. 由于系数矩
阵A中含有平面所有节点的坐标信息, 各个节点与
边界的距离不同, 将该差异应用于L 矩阵上, L阵
可取为

Lm×n = diag(A1, A2, · · · , Ai, · · · , An)

i 6 n, (14)

该种正则化算子的矩阵选择方案最早见于文

献 [23], Ai为A矩阵第 i列向量的模, 对角阵L可

逆, 对内热源小的奇异值谱起到归一化的作用. 该
矩阵包含有内热源载荷场节点坐标的先验信息, 起
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到区域加权作用. 对于 (12)式中的Lxk, 其效果是
对处在边界上的节点热源载荷量的加权激励系数

较大, 对处于内部节点的热源载荷量的加权激励系
数较小. 在 (13)式的最终解中, 修正项的符号和原
TSVD解的符号相反, 能够改善最终正则解趋于边
界的效应. 该修正项最终起到抑制边界信息并将能
量谱集聚于模型内部的作用.

在实际求解过程中, 线性L1问题求解属于线

性规划问题. 线性规划问题的求解通常有图解法、
单纯形法、椭球法及投影尺度法等. 这里采用最常
用、最广泛的单纯形法进行求解. 单纯形法需从最
初解开始进行反复迭代, 直到求出最优解. 实际求
解中, 采用优化的大M单纯形法优化迭代次数 [24].

截断系数k的大小并不是确定的, PPTSVD通
过迭代试探出使最终解的残差达到最小时的最佳

截断系数.
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图 2 (网刊彩色) 未经改进的PPTSVD算法重构模型内温度与仿真温度对比 (a)稳态三热源圆
域平面内热源分布仿真; (b) 未经改进的PPTSVD反演重构出的温度分布图; (c) 仿真得到的稳态
三热源矩形域平面内热源分布; (d) 未经改进的PPTSVD反演重构出的温度分布图
Fig. 2. (color online) Contrast between temperature filed in model obtained by PPTSVD
solution before improved and simulation: (a) the temperature distribution obtained by sim-
ulation in circular model with three heat sources; (b) the temperature distribution domain
obtained by PPTSVD solution before improving in the same conditions; (c) the temperature
distribution obtained by simulation in circular model with three heat sources; (d) the temper-
ature distribution obtained by PPTSVD solution before improving in the same conditions.

多热源情形时, 方程 (10)右侧b矢量的高斯性

增强, 更难准确地估计出所有源的分布. 在实际求
解中, 也往往会遇到将多个小热源等效成处于这几
个小热源所组成多边形质心位置的一个实际不存

在的大的热源. 图 2列举了几种算法严重估计错误
的情况. 从图中可以看出, 多热源的等效作用使得
算法估计结果与实际模型内的温度分布存在较大

偏差. 反演结果只能显示出内热源的大致分布走
向, 在求解多热源问题时难以得到准确的解, 计算
出的热源数目可能增加也可能减少. 当热源较多
时, 必须对PPTSVD算法进行改进.

修正思想如下: 修改单次PPTSVD求解中的
迭代容差和最大迭代次数, 使最终迭代解表现出一
定的差异度. 修改单次迭代容差及最大迭代次数的
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图 3 针对多热源等效问题PPTSVD算法修正流程图

Fig. 3. The flow chart of PPTSVD improvement towards multiple heat sources equivalent effect.

效果表现为源项的大小和位置围绕真实值附近的

杂散分布. 对该结果继续进行迭代排除, 迭代排除
过程类似于对数据做聚类分析, 并使得能量集聚于
组团块的几何中心. 估计热源不可能存在的区域,
对初步求解出的热源项x进行降序排序, 根据经验
选取阈值. 阈值限下的点的位置坐标存入D矩阵

中, 并重组Ab矩阵.
Cm×nKn×n−1

F n×1
q

= Tm×1
s −Cm×nKn×n−1

Fn×1
a

Ds×nF n×1
q = 0

⇒

Am×n
0 F n×1

q = bm×1
0

Ds×nF n×1
q = 0

⇒

[
Am×n

0

Ds×n

]
F n×1
0 =

[
bm×1
0

0s×1

]
⇒A(m+s)×nxn×1 = b(m+s)×1, (15)

其中 s为通过经验从初解中选取的阈值下的节点个

数, 把这些内热源载荷量非常小的节点近似为0, 即
当作已知量看待; D矩阵为坐标系数矩阵, DFq项

代表从初解中选出内热源载荷量非常小的节点, 在
下一步求解中将这些节点看作已知量; A0b0矩阵

是从未重组前的初始矩阵, 对矩阵重组增加矩阵行
数意味着增加线性方程组的数量. 排除掉这些近似
认为不可能存在热源载荷量的节点, 使得Ax = b

方程中的未知数数目减小.
修正后的反演多热源信息的PPTSVD算法流

程如图 3所示.
在图 3所示的PPTSVD算法求解过程中, 我

们发现最终的截断参数k往往落在m/2(边界总结
点个数的 1/2)处附近, 且反演结果随k值变化并不

明显. 为减小迭代次数, 缩短程序运行时间, 我们
在改进的算法中直接取推荐的k值, 即k = m/2.
每次运算包含两步, 利用PPTSVD求解初始的x

和对x估计排除掉近似不可能的热源坐标后重组

Ab矩阵再次求解x. 将多次求解的结果求平均, 可
以得到热源项可能分布区域的初步结果. 对该平均
值重新进行排除热源重组Ab过程, 再次求解x, 得
到最终的热载荷场. 该过程相当于将分散的热源重
新进行聚集.

4 算法有效性仿真和实验验证

对于上述算法进行验证, 即算法是否能够比较
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准确地估计多热源信息.

4.1 算法仿真验证

首先利用Comsol仿真软件模拟不同热源条件
在二维平面内稳态情况下的温度分布. 给定一定数
目的热源, 热源位置、强度、面积均为已知项, 通过
已知的热源条件, 利用Comsol仿真软件计算出模
型的温度分布. 采集模型边界的温度分布情况作为
输入条件, 通过改进的PPTSVD 算法反演热源分
布情况, 利用反演出来的热源项, 通过 (5)式求出整
个二维有界平面内的温度分布情况. 对Comsol计
算出来的模型的温度场与利用算法反演重构出的

温度场进行对比分析并比较给定的热源与反演出

的热源的各项参数.

4.1.1 二维均质三热源模型

二维热传导模型边界与外界发生自然对流.
外界设定为空气, 环境温度为 20 ◦C, 边界半径
r0 = 6 cm. 将内热源当作恒温热源来处理, 此时
内热源部分的热传导系数可以忽略; 内热源半径为
r1, 温度为T位置为 (x, y) [以圆心为基准, 圆心坐
标为 (0, 0)].

热传导模型内部传热方式以热传导方式为主,
热传导参数为 0.5 W·m−1·◦C−1, 辐射换热在模型
各部分之间温差不大的情况下可以忽略不计. 模型
与环境间考虑自然热对流情况, 换热系数与边界温
度有关, 这里模型达到稳态时边界温度在 30 ◦C左
右, 这里换热系数取为10 W·m−2·◦C−1 [25].

表 1 内热源反演结果与真实值对比

Table 1. Internal heat source inversion results com-
pared with the real value.

坐标 x

/cm
坐标 y

/cm
内热源温度

T/◦C
面积 a

/cm2

热源 1 实际值 2.03 3.00 60 12.56

计算值 2.25 2.64 58.5 7.07

误差 1.83% 3% 2.5% 43.71%

热源 2 实际值 −1.97 3.00 60 28.27

计算值 −1.63 2.97 60.7 15.90

误差 2.83% 0.25% 1.17% 43.76%

热源 3 实际值 −1.97 −3.00 60 12.56

计算值 −1.23 −2.16 60.5 8.55

误差 6.17% 7% 0.83% 31.93%

三热源模型可在一定程度上代表多种热源条

件. 边界温度分布形状比较复杂, 随机性加强, 求

解方程组的病态性增大, 更难得到最佳的正则解.
传统算法在估计多热源情形时大都会遇到热源等

效的问题, 这里主要验证改进后的PPTSVD算法
的可行性. 采集模型边界温度分布如图 4 所示, 输
入模型边界温度, 利用PPTSVD算法反演热源项,
重构出模型所有节点的温度分布, 仿真和反演情况
对比如图 5所示.
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图 4 稳态三热源仿真模型边界温度

Fig. 4. The boundary temperature distribution of three
heat sources steady-state model obtained by simulation.
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图 5 (网刊彩色) 三热源稳态圆域仿真与反演温度分布情
况对比 (a) 稳态三热源圆域平面内仿真温度分布; (b) 改
进PPTSVD算法反演重构出的温度分布
Fig. 5. (color online) Contrast between temperature
field of the three heat sources steady-state model ob-
tained by simulation and algorithm: (a) the tem-
perature distribution obtained by simulation in cir-
cular steady-state model with three heat sources;
(b) the temperature distribution obtained by improved
PPTSVD solution in the same conditions.
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表 1中热源项位置坐标误差的计算方式为给
定值和反演值之差与模型大小的比值. 由于求解
方程组高度欠定, 存在多解的情况, 加上欲匹配的
未知数个数成倍增加, 求解真实解的难度进一步增
大. 反演结果的精确度仍在可接受的范围内.

上述模型的三组热源的强度设定为一致的, 热
源面积不同. 反演出的热源的强度与实际值稍有不
同, 多个热源的强度可能会相互影响叠加, 造成其
中一个热源的强度比实际的大、而另两个比实际小

的情况. 我们发现热源面积与热源强度往往呈现
出互补的效果, 即当反演出的热源强度大于给定值
时, 热源面积往往表现得比较小, 此消彼长. 这样
的结果也符合预期. 热源强度和面积对边界温度的
影响作用是相似的. 在小范围内确实并不容易求出
两者的精确值, 而对于反演出的热源位置则相对比
较准确.

有限元法的优点就是可以适应多种形状, 针对

矩形的二维有界平面, 我们也对其进行仿真验证.
这里仍然采用相同的边界条件、相同材料、相同的

环境温度. 采用正方形平面, 边长为20 cm. 对二维
矩形平面施加三热源, 采集表面温度分布如图 6所
示，输入模型边界温度，利用 PPTSVD 算法反演
平面内的温度分布，反演结果与仿真结果比较如

图 7所示.
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图 6 矩形域稳态三热源仿真得到的四个边界的温度分布

Fig. 6. The boundary temperature distribution of
three heat sources steady-state rectangle model ob-
tained by simulation.
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图 7 (网刊彩色) 稳态矩形域模型仿真与反演重构温度分布对比 (a)矩形域稳态三热源仿真温度分布; (b)矩形域
稳态三热源反演重构温度分布

Fig. 7. (color online) Contrast between temperature field of steady-state rectangle model obtained by
simulation and algorithm: (a) the temperature distribution obtained by simulation in rectangle steady-state
model with three heat sources; (b) the temperature distribution obtained by improved PPTSVD solution in
the same conditions.

表 2 内热源反演结果与给定值对比

Table 2. Contrast between real internal heat sources
distribution and obtained by algorithm.

坐标 x

/cm
坐标 y

/cm
内热源温度

T/◦C
面积 a

/mm2

热源 1 实际值 11.6129 14.89 46 1

计算值 11.3978 15.3191 45.5 0.81

误差 1.08% 2.15% 1.09% 19%

热源 2 实际值 7.096 7.324 44 1

计算值 6.8817 6.808 45 0.72

误差 1.07% 2.58% 2.27% 28%

热源 3 实际值 15.9139 8.51 43 1

计算值 15.2688 7.87234 45.3 1.20

误差 3.23% 3.19% 5.35% 20%

由表 2 , 热源项各参数的误差水平表现令我们
比较满意, 此处三个热源的真实强度是不同的, 反
演出来的三个热源的强度比较相近, 和上一组试验
对比分析, 算法的稳定性不足. 多热源情况叠加起
来对边界温度产生影响, 根据边界温度进行反演时
热源面积也会干扰热源强度项. 在热源强度相差不
大时, 反演结果趋于将热源强度的效果转移为热源
面积的作用.

4.1.2 二维非均质三热源模型

上述两组实验均验证了均质稳态情况下算法

的反演情况. 下面我们将给出一个简单的例子验证
改进的PPTSVD算法反演非均质材料模型时的准
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确性.
如图 8 , 矩形域模型被分成 4个热导率不同的

区域, 其中S1区域热导率 k = 1 W·m−1 · ◦C−1,
S2区域 k = 0.1 W·m−1 · ◦C−1, S3区域 k =

0.5 W·m−1 · ◦C−1, S4区域 k = 2 W·m−1 · ◦C−1.
同时给定三个不同位置、强度不同的热源进行

加热. 环境温度为 20 ◦C, 边界换热系数h = 10

W·m−2 · ◦C−1, 模型为正方形, 边长为20 cm, 仿真
得到模型边界温度分布如图 9，由仿真得到的模型
内温度分布与算法反演重构出的模型内温度分布

对比如图 10所示.

S3 S4

S1 S2

图 8 介质不均匀的三热源矩形域模型

Fig. 8. The three heat sources rectangle model with
inhomogeneous thermal conductivity.

由图 9可以看出, 非均匀介质模型稳态情况下
边界的温度分布曲线形状更加复杂. 从表 3中可以
看出, 改进的PPTSVD算法仍然可以比较精确地
求取出热源的位置参数. 而对热源强度和热源面积
的估计仍然不足, 3个热源均表现为反演热源面积

比实际值小, 而热源强度比实际值大. 该现象有可
能与热导率的变化和算法本身的有限元剖分有关,
值得进一步探究. 改进的PPTSVD算法对于非均
质稳态模型总体的反演结果比较令人满意, 克服了
传统数学分析方法的弊端, 展现出数值算法可应对
复杂模型方面的优势.
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图 9 介质不均匀的三热源矩形域模型稳态下边界温度分

布图

Fig. 9. The boundary temperature distribution of
three heat sources rectangle steady-state model with
inhomogeneous thermal conductivity.

表 3 内热源反演结果与真实值对比

Table 3. Contrast between real internal heat sources
distribution and obtained by algorithm.

坐标 x

/cm
坐标 y

/cm
内热源温度

T/◦C
面积 a

/mm2

热源 1 给定值 5.4167 12.0987 37.7 1

反演值 5.25 11.1111 38.1 0.49

误差 0.83% 4.94% 1.06% 51%

热源 2 给定值 6.0833 3.4568 38.1 1

反演值 6.0833 3.3745 38.5 0.85

误差 0% 0.41% 1.05% 15%

热源 3 给定值 16.75 7.3251 40 1

反演值 17.1667 7.1605 41.3 0.36

误差 2.08% 0.82% 3.25% 64%
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图 10 (网刊彩色) 非均质稳态矩形域模型仿真与反演重构温度分布对比 (a) 非均质矩形域稳态
三热源仿真温度分布; (b)非均质矩形域稳态三热源反演重构温度分布
Fig. 10. (color online) Contrast between temperature field of steady-state inhomogeneous
model obtained by simulation and algorithm: (a) the temperature distribution obtained by
simulation in rectangle steady-state model with three heat sources; (b) the temperature
distribution obtained by improved PPTSVD solution in the same conditions.
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4.2 实验验证有效性评估

由于本文是研究二维多热源反演问题, 在具体
实验条件下,理想的二维条件难以达到. 在这里,我
们考虑当物体长度远大于横截面半径时, 沿长度方
向的物体导热可以近似忽略. 选取了形状比较规则
的圆柱状石蜡,石蜡的密度约0.9 g·cm−3,热传导参
数为0.558 W·m−1 · ◦C−1, 比热容为3.2 J·g−1·K−1.

r

c

θ

x

图 11 (网刊彩色) 圆柱截面弧度坐标与正视图坐标关系
示意图

Fig. 11. (color online) The relationship of curve coor-
dinate and front view coordinate in cylindrical profile.

石蜡具有良好的可塑性和均匀性. 圆柱形的
石蜡的高度h为 15 cm, 半径 r为 3.375 cm, 高度
与半径的比为 4, 该情况可近似当作二维情形处
理. 热源采用 3 mm半径的加热棒, 加热棒垂直
插入圆柱石蜡模型内. 利用温度控制器控制加热
棒的温度. 环境温度为恒温 25 ◦C, 换热系数取为
10 W·m−2 · ◦C−1. 用温度控制器控制加热棒的温
度. 当边界温度不再变化时, 认为模型达到稳态,
边界温度由红外热像仪获取. 实验示意图见图 13 .
由于采用的实验模型为圆柱状石蜡, 采集的边界为
圆柱曲面, 需解决圆柱侧表面曲面拼接的问题. 圆
柱每旋转120◦, 用红外热像仪采集一幅圆柱的正视
图 (图 12 (a)). 将每一幅圆柱侧表面的正视图按圆
柱的曲面关系 (如图 11所示)展开, 即将圆柱的侧
表面曲面平铺展开; 将三幅展开后的侧表面热像图
拼接成完整的圆柱侧表面 (如图 12 (b)所示). 利用

其中的一条边界, 计算出边界的温度. 这里以三热
源情况时的实验条件为例, 说明圆柱侧表面正视热
像图展开的过程.c = r(π/2− θ),

x = r cos θ.
(16)

(a)

(b)

图 12 圆柱侧表面正视图及其经拼合后的完整侧面热像

图 (a) 圆柱侧表面正视图; (b)圆柱侧表面热像图
Fig. 12. Cylindrical side surface front view and its
complete side surface themography through splicing:
(a) cylindrical side surface front view; (b) cylindrical
side surface thermography.

根据弧长 c与采集到的正视图像素点所在坐标

轴上的距离x的关系, 利用 (16)式求出正视图上像
素点对应的弧长坐标. 坐标全部映射完毕后, 即可
将该正视图展开成其对应的侧表面热像图. 将3 幅
局部的侧表面热像图拼合成完整的侧表面热像图.

由于不能观察到圆柱石蜡模型中间横截面的

温度分布情况, 只给出平行横截面圆柱顶层温度分
布情况作为参考.

(a) 单热源情况
单热源石蜡采集的边界温度分布如图 14所示,

模型上底面的温度分布与算法反演重构出的圆柱

中间截面的温度分布见图 15 .

X-Y 

R=3.375 cm

z

H
=

1
5
 c

m

S

图 13 物理实验示意图

Fig. 13. Physics experiment schematic.
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图 14 稳态单热源石蜡采集的边界温度分布图

Fig. 14. The boundary temperature distribution of
single heat source steady-state paraffin model.

虽然稳态时圆柱上底面的温度分布情况并不

能代表圆柱中间截面的温度分布情况, 但是两者之
间的不同仅在于上底面的边界条件不同, 由于加热
棒是垂直插入圆柱体中, 上底面的温度分布的等温
线形状特征与中间截面是相近的. 热源的各项参

数即加热棒的各项参数是已知的, 这里给出上底面
的温度分布情况仅在于定性比较算法反演重构出

的温度场分布特征是否符合真实的实验情况. 由
图 15 和表 4的数据可以看出, 算法对于单热源模
型还是可以精确地得到热源的位置, 重构出的温度
场分布特征也与上底面相近.

表 4 内热源反演结果与真实值对比

Table 4. Contrast between real internal heat sources
distribution and obtained by algorithm.

坐标 x/cm 坐标 y/cm
内热源温度

T/◦C
面积 a/mm2

实际值 −0.4 1.6 51 28.27

计算值 −0.3 1.7 51.6 19.63

误差 1.33% 1.33% 1.18% 30.56%
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图 15 (网刊彩色) 稳态单热源圆柱实验模型上底面的温度分布与算法反演重构出的圆柱中间截面的温度
分布情况对比 (a)单热源圆柱石蜡稳态上底面温度分布; (b)由边界温度反演重构出的模型截面温度分布
Fig. 15. (color online) Contrast between temperature field in top side surface of cylindrical physics
experiment steady-state model with single heat source and obtained by algorithm in the middle
profile of cylindrical model: (a) the temperature distribution of top side surface in steady-state
cylindrical with single line heat source; (b) the temperature distribution of middle profile obtained
by improved PPTSVD solution from boundary temperature.
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图 16 稳态双热源石蜡采集边界温度分布图

Fig. 16. The boundary temperature distribution of
two heat sources steady-state paraffin model.

(b) 双热源情况
双热源石蜡采集边界温度分布如图 16所示,

圆柱实验模型上底面的温度分布与算法反演重构

出的圆柱中间截面的温度分布见图 17 .

表 5 内热源反演结果与真实值对比

Table 5. Contrast between real internal heat sources
distribution and obtained by algorithm.

坐标 x

/cm
坐标 y

/cm
内热源温度

T/◦C
面积 a

/mm2

热源 1 实际值 0.76 1.78 52 28.27
计算值 0.75 1.41 51 24.86
误差 0.15% 4.93% 1.92% 12%

热源 2 实际值 1.74 −0.15 54 28.27
计算值 1.63 −0.09 55 15.90
误差 1.47% 0.8% 1.85% 43.7%

双热源情况下, 热源相比实际情况, 有向内收
的趋势, 两个热源之间的距离变近了. 由表 4和
表 5可以看出, 与单热源情况相比, 热源的强度与
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真实值之间的误差加大, 出现了热源叠加效应对算
法的干扰, 但重构出的温度相对分布与上底面仍然
是相近的.
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





⊲

⊲

⊲

⊲





֓⊲

֓⊲
֓⊲

֓⊲

(a)
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图 17 (网刊彩色) 稳态双热源圆柱实验模型上底面的温
度分布与算法反演重构出的圆柱中间截面的温度分布情

况对比 (a)双热源圆柱石蜡稳态上底面温度分布; (b)由
边界温度反演重构出的模型截面温度分布

Fig. 17. (color online) Contrast between temperature
field in top side surface of cylindrical physics exper-
iment steady-state model with two heat sources and
obtained by algorithm in the middle profile of cylin-
drical model: (a) the temperature distribution of top
side surface in steady-state cylindrical with two line
heat sources; (b) the temperature distribution of mid-
dle profile obtained by improved PPTSVD solution
from boundary temperature.

(c)三热源情况
三热源石蜡采集边界温度分布如图 18 所示,

圆柱实验模型上底面的温度分布与算法反演重构

出的圆柱中间截面的温度分布见图 19 .
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图 18 稳态三热源石蜡采集边界温度分布图

Fig. 18. The boundary temperature distribution of
three heat sources steady-state paraffin model.

从表 6可以看出, 与相应仿真部分对比, 算法
反演精确度有所下降, 表现为热源有进一步往内收
的趋势, 热源间的距离减小, 同时热源间的相互影
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图 19 (网刊彩色) 稳态三热源圆柱实验模型上底面的温
度分布与算法反演重构出的圆柱中间截面的温度分布情

况对比 (a)三热源圆柱石蜡稳态上底面温度分布; (b)由
边界温度反演重构出的模型截面温度分布

Fig. 19. (color online) Contrast between temperature
field in top side surface of cylindrical physics experi-
ment steady-state model with three heat sources and
obtained by algorithm in the middle profile of cylin-
drical model: (a) the temperature distribution of top
side surface in steady-state cylindrical with three line
heat sources; (b) the temperature distribution of mid-
dle profile obtained by improved PPTSVD solution
from boundary temperature.

表 6 内热源反演结果与真实值对比

Table 6. Contrast between real internal heat sources
distribution and obtained by algorithm.

坐标 x

/cm
坐标 y

/cm
内热源温度

T/◦C
面积 a

/mm2

热源 1 实际值 −2.11 0.69 43.6 28.27

计算值 −2.59 0.41 44.3 22.89

误差 6.4% 3.73% 1.606% 9.03%

热源 2 实际值 1.12 1.37 43.8 28.27

计算值 1.43 1.37 44.6 21.23

误差 4.13% 0% 1.826% 24.90%

热源 3 实际值 0.89 −0.79 46.2 28.27

计算值 0.71 −0.79 48 12.57

误差 2.4% 0% 3.896% 55.54%
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响也进一步加强. 即便如此, 从上述实验反演结果
来看, 对于分离的热源, 算法仍能较好地对热源进
行定位和对模型内温度场重构. 与仿真不同, 实际
实验时, 可能由于石蜡的热导率分布不均、环境温
度的变化、忽略实验模型与外界发生辐射传导换热

以及忽略Z轴方向的传热等方面的原因会导致反

演误差水平增大.

5 总 结

针对仿真和实验对PPTSVD算法有效性和准
确性的验证评估结果, 可以看出对于均质和非均质
材料模型, 算法都能够较为准确地估计出热源的各
项参数, 并对热源进行成像重构出模型内的温度
场. 在热源较多的情况下, 算法估计出的热源位置
较为准确, 但对热源强度和热源面积的估计仍存在
较大的偏差. 这是由于求解方程组高度欠定, 加上
热源的强度和面积对边界的温度分布具有相同的

作用导致的, 这一部分还值得后续进一步研究. 在
对非均质材料进行仿真验证时, 发现热源面积相对
实际情况有减小的趋势, 这可能与热导率材料的分
布与算法本身的有限元剖分结构有关. 然而, 针对
热源反演的大部分应用场合对热源场的强度的绝

对值信息要求并不高, 他们更在乎的是整个模型温
度场的相对分布. 在对算法进行实验验证时, 在热
源较多的情况下容易出现热源间距离减小, 热源
往模型内部收紧的现象. 在现有算法基础上, 后续
的工作需进一步研究三维稳态多热源模型反演的

情况.
边界温度分布的形状信息对热源的反演起着

至关重要的作用. 我们利用红外热像仪采集边界
的温度分布, 并解决了圆柱面的曲面拼接问题. 之
所以采用圆柱状模型是因为它非常适合研究人体

组织内热源反演方面的相关应用. 比较遗憾的是,
由于当前实验室条件有限, 并没有对非均质材料
热源反演问题进行实验验证, 只进行了部分仿真
验证.
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Abstract
This study deals with the case of multiple internal heat source inversion problem of steady-state based on nonde-

structive infrared detection. We construct homogeneous and heterogeneous steady heat conduction models of different
shapes. Neither the number of heat sources, nor their locations, nor their sizes nor their intensities are known. We
use the finite element method (FEM) based on numerical algorithm to analyze the two-dimensional model discretely.
The internal heat conduction process of model is analyzed. The resultant temperature field can be decomposed into the
temperature field caused by the ambient temperature and those given by internal heat sources. We simplify the finite
element matrix equation according to decomposition process above. Finally, the problem boils down to solving the highly
underdetermined matrix equation of Ax = b. The unknown x item corresponds to internal thermal heat source field.
The piecewise polynomial spectral truncated singular value decomposition (PPTSVD) is applied for the first time to the
inverse heat source problem. Its regular operator matrix is changed from the original more order differential operator
matrix to regional node weighted matrix. After replacement this solution improves the effect of heat source field tending
to the boundary. Results of the solution confirms a real heat source field when there are less heat sources or different
heat sources are far from each other. But there also exits a serious superimposed effect between neighboring heat sources.
We improve the algorithm to study this problem through using the iterative elimination process which complies with the
idea of spreading heat source field and then gathering. The iteration tolerance and number of times belonging to one
single PPTSVD solving process are reduced. Through iterating the multiple PPTSVD solving process and reconstructing
matrixes A and b in each iteration, we obtain the scatter heat source field distribution surrounding real field. Finally,
this scattered distribution solution is gathered again. According to the heat source parameter calculated by algorithm,
the temperature field of whole model can be reconstructed using FEM. Comsol numerical simulation and real physical
experiments are performed to verify the validity and accuracy of the algorithm in different heat conduction models. The
results demonstrate that the algorithm can access each parameter of multiple heat sources. Even in the heterogeneous
model, it can still obtain accurate results and reconstruct the temperature field of the two-dimensional model. The
algorithm can be applied to non-destructive material detection and human infrared medical imaging fields.

Keywords: nondestructive detection, multiple internal heat sources inversion, piecewise polynomial
truncated singular value decomposition methods, finite element method
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