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一类可变禁区的不连续系统的加周期分岔∗

杨科利†

(宝鸡文理学院非线性研究所, 宝鸡 721016)

(陕西师范大学物理与信息技术学院, 理论与计算物理研究所, 西安 710062)

( 2014年 10月 9日收到; 2015年 2月 2日收到修改稿 )

研究了一类可变禁区不连续系统的加周期分岔行为, 发现由可变禁区导致不同类型的加周期分岔. 研究
表明, 系统的迭代轨道和禁区的上下两个边界均可发生边界碰撞, 从而产生加周期分岔. 基于边界碰撞分岔
理论, 定义基本的迭代单元, 解析推导出了相应的分岔曲线, 在全参数空间中给出了不同加周期所出现的范
围. 与数值模拟结果比较, 理论分析结果与数值结果高度一致.

关键词: 不连续, 禁区, 边界碰撞分岔
PACS: 05.45.–a DOI: 10.7498/aps.64.120502

1 引 言

自李雅普诺夫和庞加莱开创了非线性动力学

研究以来, 非线性动力学引发了研究者的广泛关
注, 也得到了显著的发展. 以前的大量工作多集中
于对时间连续系统的研究. 最近, 一类离散时间系
统、分段线性映射引起了研究者的兴趣. 这类系统
在经济 [1]、社会、生物以及工程领域 [2]都有广泛的

应用, 能够很好地解释我们身边的一些神秘的自然
现象. 分段线性系统的一个重要特性就是分段函
数的边界可以将系统的相空间划分成不同的区域,
且每一区域都有不同的函数表达式. 每一个区域
中的函数表达式除了函数域两端的取值外, 函数是
处处光滑的, 而函数域两端的取值将导致函数在此
处不可微, 称其为不连续边界. 随着系统参数的变
化, 当系统的稳定点落在不连续边界上, 随后系统
参数发生微小的变化, 将导致系统的状态有很大的
改变, 称之为边界碰撞分岔. 这类分岔在电子及电
气工程领域有重要意义.

随着对分段线性系统的深入研究, 研究者发现

实际的动力学系统不仅仅有不可微的这一种情况,
它还有另一种情形, 即动力学系统中存在禁区, 在
数学上表现为系统的函数表达式本身就不连续, 例
如神经元模型、心脏模型 [3]、张弛及冲击振子 [4,5]、

控制系统 [6]和DC-DC转换器 [7]等. 近年来, 相继
报道了一些有关含有禁区的分段线性系统的研究

结果 [8,9]. 归根于线性系统的特性, 这类系统常常
可以解析地进行分析, 但是由于有禁区的存在, 在
禁区的边界不同动力学的开关将会产生丰富的动

力学现象. 何大韧等 [10−15]对同时含有禁区和不可

逆属性的分段线性映射系统做了一系列的研究工

作, 发现当系统中同时包含禁区和不可逆两种属性
时, 系统将展现出奇特的动力学行为. Qu等 [16]最

近也在相同的系统中发现了不同吸引子共存的特

性, 并给出了其形成的机理.
然而, 以前的工作主要集中在固定禁区和不可

逆相互作用的研究. 事实上, 实际系统中还存在做
可变禁区的情形, 例如神经元模型中放电电压峰值
和重置电压之间存在一个禁区, 并且对于大多数神
经元这一重置电压没有固定的数值 [17,18], 它是可
变的, 这就产生了一可变禁区. 对于含可变禁区的
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分段线性不连续系统的研究还相对较少, 可变禁区
在边界碰撞分叉中所起的作用还不明朗. 因此有必
要对含可变禁区的不连续系统的分岔行为进行深

入的研究.
本文着重研究可变禁区下分段线性系统的分

岔现象, 进一步研究由可变禁区导致的加周期分
岔. 本文的第二部分给出含有可变禁区分段线性系
统的具体数学模型, 第三部分对加周期现象进行详
细的理论分析和讨论, 最后给出简要的结论.

2 模 型

本文所用模型是由张弛振子简化而来, 它同时
含有禁区和不可逆两种属性. 对于固定禁区和不可
逆两种属性同时出现已有广泛的研究 [19,20]. 模型
的数学表达式如下:

xn+1 = fm(xn) = km · xn + bm (mod 1), (1)

其中 m = 1, 2, 3, 4, 表示模型有四段分支. 同时有

k1 =
yb − ya

xb
, b1 = ya, x ∈ [xa, xb];

k2 =
yc − yb + µ

xc − xb
,

b2 = yb − µ− k2 · xb, x ∈ [xb, xc];

k3 =
1− yc − ε

x0
, b3 = 1− xf · k3, x ∈ [xc, xf];

k4 = constant, b4 = constant, x ∈ [xf, 1.0].

由于函数值无法迭代到 f2(xc)和 f3(xc)之间所夹

区域, 我们称此区域为禁区; f1(x)和 f2(x) 函数

值有重叠的区域, 我们称其为不可逆区. 这里 ε

和µ为系统的两个控制参数, 分别控制系统的可
变禁区的大小和系统的不可逆属性. 其他参数
分别为x0 = 0.147121, xa = 0.0, ya = 0.203921,
xb = 0.107663, xc = 0.350000, yc = 0.460000,
xf = 0.497121, yb = ya − µ, k4 = 0.405507和

b4 = −0.201586. 何大韧先生对这类映射做过一系
列的研究工作 [19,20], 由于这一系统同时具有不连
续和不可逆两种动力学属性, 发现了许多有趣的现
象, 模型相对比较成熟. 然而由于以前的研究工作
仅针对固定禁区的情形, 在实际系统中常常存在可
变禁区的情形, 本文尝试讨论含有可变禁区时系统
的动力学的变化. 可变禁区在实际系统中表现为:
神经元模型中放电电压峰值和重置电压之间的不

连续区域, 并且对于大多数神经元这一重置电压没

有固定的数值, 导致这一不连续是可变的, 此外在
金融领域也有相应的可变不连续分段映射模型. 因
此此模型与许多实际系统密切相关. 我们着重研究
可变禁区下分段线性系统的分岔现象, 弱化不可逆
属性的影响, 所以限定 ε在 [0.3, 0.5]范围内. 此时
无论µ怎么变化, 系统都不会迭代到 f1分支上, 系
统的动力学行为主要由可变禁区影响.

3 结果与分析

为了研究系统的分岔行为, 我们以 ε 和µ为控

制参数数值分析系统的周期或混沌状态, 数值结
果见图 1 . 图 1中灰色表示系统处于混沌态, 其他
颜色代表系统处于周期态, 由蓝色到红色, 周期
逐渐增高. 从图 1可以看出, 除了右下角系统处
于混沌态以外, 在其他参数下系统都将处于周期
态, 最低的周期分别是周期 4和周期 5, 分别用P4

和P5表示, 其他周期如P5的左侧有P4, P9, P14,
P19, · · · ; P5的右侧有P16, P21, P26, P31, · · · ,
都是以加5 的加周期状态出现.

0.0415 0.05817 0.07483

0.36600

0.43267

0.49933

P 

P
 
ε

µ

P

P
 

P

P
 


P 

P 
P 

图 1 (网刊彩色) 基于参数 ε 和 µ系统的分岔图. 灰色表
示系统处于混沌态, 其他颜色代表系统处于周期态, 由蓝
色到红色, 周期逐渐增高
Fig. 1. (color online) Bifurcation diagram based on
the ε and µ. Gray indicates chaotic state, other col-
ors indicate periodic state, and the color changes from
blue to red with the increase of the period.

下面逐一分析不同周期态形成的条件. 首先
分析P5周期态, 为了描述清楚, 选取P5 区域中

的 3个位置的参数分别绘制系统迭代的蛛网图, 保
持µ = 0.05不变, 分别选取禁区宽度 ε = 0.3815,
0.4, 0.442, 系统迭代的蛛网图如图 2 (a)—(c)所示.
由图 2可以看出, 周期 5区域的右边界对应着不动
点从右侧开始碰撞禁区的右边界, 周期 5区域的
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左边界对应着不动点从左侧开始碰撞禁区的左

边界. 周期 5区域就是由禁区左边界碰撞线和右
边界碰撞线围成的区域, 处于此区域内时系统将
表现出稳定的周期 5状态, 见图 2 (c). 仔细分析
图 2 , 可以发现周期 5迭代具有一定的规律, f2分

支上迭代 3次, f3和 f4 分支上分别迭代一次, 即
f2 → f2 → f2 → f3 → f4 → f2. 此时系统与禁区
左侧边界碰撞的条件应为

f2f2f4f3f2(xc) = xc. (2)

同样地, 与禁区右侧边界碰撞应满足

f2f2f2f4f3(xc) = xc. (3)

解方程 (2)和 (3), 可得

BL
P5 = ε(µ), (4)

BR
P5 = ε(µ), (5)

这里BL
P5和BR

P5分别表示与禁区的左边界和右边

界的碰撞曲线, 它们都是 ε和µ的函数. 这两条
曲线之间的区域就形成了稳定的周期 5状态, 如

图 2 (d)所示. 应用同样的方法, 也可以确定出周期
4区域的右边界BR

P4, 即图 2 (d)中黑色曲线. 比较
图 2 (d)和图 1 , 理论分析的结果和数值模拟的结果
完全一致.

接下来分析图 1中的两个加周期区域. 首先分
析周期 5左侧的加周期区域. 这一区域中最大的加
周期区域是周期 9, 我们以周期 9为例分析加周期
区域的边界. 按照分析周期 5区域的方法, 仍然固
定µ参数, 改变禁区的宽度 ε, 绘制不同参数下的蛛
网图, 寻找周期9迭代的规律.

图 3给出了不同参数条件下系统的蛛网图, 可
以看出, 周期 9 和周期 5有相似的地方, 都会出现
与禁区的两个边界相碰撞的情形, 而且周期 9迭代
也有一定的规律, f2分支上迭代 5次, f3和 f4分支

上分别迭代两次, 即 f2 → f3 → f4 → f2 → f2 →
f3 → f4 → f2 → f2. 为了方便起见, 我们定义两个
迭代单元,

I5 = f2f2f4f3f2,

I4 = f2f2f4f3, (6)
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PB
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图 2 (网刊彩色) 周期 5状态下, 不同 ε 和 µ参数时系统迭代的蛛网图 (a)与禁区右侧发生边界碰撞, ε = 0.3815,
µ = 0.05; (b) 稳定周期 5迭代蛛网图, ε = 0.4, µ = 0.05; (c)与禁区左侧发生边界碰撞, ε = 0.442, µ = 0.05; (d)理论分
析周期 5存在的区域
Fig. 2. (color online) The iteration sequences of stable period-5 attractor for the control parameter µ = 0.05:
(a) collide with the gap on the right side, ε = 0.3815; (b) stable period-5 attractor, ε = 0.4; (c) collide with the gap
on the left side, ε = 0.442; (d) the result of theoretical prediction for period-5 attractor.
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图 3 (网刊彩色) 周期 9状态下, 不同 ε 和 µ参数时系统迭代的蛛网图 (a)与禁区右侧发生边界碰撞, ε = 0.427,
µ = 0.033; (b) 周期 9迭代蛛网图, ε = 0.45, µ = 0.033; (c)与禁区左侧发生边界碰撞, ε = 0.47, µ = 0.033; (d)理论预测
周期 9存在的区域
Fig. 3. (color online) The iteration sequences of stable period-5 attractor for the control parameter µ = 0.033:
(a) collide with the gap on the right side, ε = 0.427; (b) stable period-9 attractor, ε = 0.45; (c) collide with the gap
on the left side, ε = 0.47; (d) the result of theoretical prediction for period-9 attractor.

详细迭代见图 3 , 这样周期 9就可以看作两个迭代
单元 I5和 I4组合而成, 即 I4I5. 周期 9发生边界碰
撞的情形只能够是迭代单元 I4从右侧与禁区的上

边界碰撞, 迭代单元 I5从左侧与禁区的下边界碰

撞. 所以稳定的周期 9只能处于这两条边界碰撞线
以内的区域, 即

I4I5(xc) = xc,

I5I4(xc) = xc. (7)

解方程 (7), 可得周期9与禁区的上下两个边界碰撞
的边界碰撞曲线,

BL
P9 = ε(µ),

BR
P9 = ε(µ). (8)

周期 9将出现在由方程 8两条边界碰撞曲线所围成
的区域, 见图 3 (d), 与图 1比较, 可以看出我们的理
论分析结果和数值模拟的结果完全一致.

以上我们分析了周期 9区域的形成条件, 发现
周期9是由两个迭代单元 I5和 I4组合而成, 实际上
周期 5 左侧的加周期区域都可以按照此方法分析,
它们都是由 I5和 I4两个迭代单元按一定顺序组合

形成. 通过绘制不同参数下的蛛网图 (为了简便起
见, 这里不再给出图形), 发现这一区域的周期状
态都是按照以下规律由两个迭代单元 I5和 I4组合

而成:

(I5)
nI4I5, n = 0, 1, 2, · · · , (9)

n = 0对应周期9, n = 1对应周期14, 以此类推. 同
时, 发生边界碰撞的情形也只能够是迭代单元 I4从

右侧与禁区的上边界碰撞, 迭代单元 I5 从左侧与

禁区的下边界碰撞. 所以相应的周期状态发生边界
碰撞应满足

(I5)
nI4I5(xc) = xc,

(I5)
n+1I4(xc) = xc. (10)

解方程 (10), 可得相应周期轨道与禁区的上下两个
边界碰撞的边界碰撞曲线,

BL
P4+5n

= ε(µ),

BR
P4+5n

= ε(µ). (11)

对于周期 5左侧的区域, 其中任意两个周期之间的
区域仍可以按照上述的方法进行分析, 不再赘述.
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图 4 (网刊彩色) 周期 16状态下不同 ε和 µ参数时系统迭代的蛛网图 (a)与禁区右侧发生边界碰撞, ε = 0.421,
µ = 0.074; (b)周期 16 迭代蛛网图, ε = 0.423, µ = 0.074; (c)与禁区左侧发生边界碰撞, ε = 0.425, µ = 0.074; (d)理论
预测周期 16存在的区域
Fig. 4. (color online) The iteration sequences of stable period-16 attractor for the control parameter µ = 0.074:
(a) collide with the gap on the right side, ε = 0.421; (b) stable period-16 attractor, ε = 0.423; (c) collide with the
gap on the left side, ε = 0.425; (d) the result of theoretical prediction for period-16 attractor.

接下来我们讨论周期 5区域右侧的加周期状
态. 以最容易出现的周期 16为例, 仍然选取不同的
参数绘制周期16轨道迭代的蛛网图, 结果如图 4所
示. 由图 4 可以看出,周期16轨道是由两个 I5迭代

单元和 1个 I6组成, 即 I5I6I5, 其中 I5 迭代单元可

以从右侧靠近禁区的上边界与边界碰撞 (图 4 (a)),
I6 迭代单元可以从左侧靠近禁区的下边界与边界

碰撞 (图 4 (c)). 分析图 4发现, 迭代单元的迭代顺
序应为

I5 : f2f2f2f4f3,

I6 : f2f2f2f4f3f2. (12)

相应的稳定的周期 16只能处于这两条边界碰撞线
以内的区域, 即

I5I5I6(xc) = xc,

I5I6I5(xc) = xc. (13)

解方程 (13), 可得周期16与禁区的上下两个边界碰
撞的边界碰撞曲线,

BL
P16 = ε(µ),

BR
P16 = ε(µ). (14)

周期 16将出现在由方程 (14)两条边界碰撞曲线所
围成的区域, 如图 4 (d)中箭头所指区域. 此区域中
的其他周期轨道仍然是由 I5 和 I6两个迭代单元组

成, 其一般的组合形式为 (I5)
nI6, n = 0, 1, 2, 3,

· · · , 当n 给定, 其所对应的周期区域的两个边界可
以按照边界碰撞曲线求解:

(I5)
nI6(xc) = xc,

(I5(xc))
n−1I6I5(xc) = xc. (15)

解方程 (15), 可得相应周期轨道与禁区的上下两个
边界碰撞的边界碰撞曲线:

BL
P6+5n

= ε(µ),

BR
P6+5n

= ε(µ). (16)

对于周期 5右侧的区域, 其中任意两个周期之间的
区域仍可以按照上述的方法进行分析, 如图 5中由
蓝色和绿色虚线所围成的红色区域, 实际上此区域
还有其他更高周期存在, 我们只给出了低于 30的
周期区域.
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图 5 (网刊彩色) 全参数空间理论分析求解出的分岔图.
阴影区域为混沌态, 其他颜色代表不同的周期态, 白色区
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Fig. 5. (color online) The result of theoretical pre-
diction based on the ε and µ. The grey shaded area
indicates chaotic state, other colors indicate periodic
state, and the white color indicate the longer period.
The dash line denotes the border collision curve.

图 1所示的分岔图右下方有一块混沌区域, 在
混沌区域和周期态之间有一条明显的分界线, 接下
来理论分析这条分界线. 由图 5可以看出, 这一条
分界线刚好处于左右边界碰撞分岔同时发生的区

域, 如BL
P5和BR

P5 的交叉点, BL
P16和BR

P16的交叉

点, BL
P21 和BR

P21 的交叉点, BL
P26和BR

P26的交叉

点等, 所以可以由此解出这边界线, 其应满足

BL
Pn

= BR
Pn

. (17)

由于BL
Pn
和BR

Pn
都是 ε 和µ的函数, 解方程 (17)可

以求得一组 (εn0 , µn
0 ), 连接所有的 (εn0 , µn

0 )就构成
了周期和混沌态的分界线, 如图 5红色实线所示.

图 5给出了理论分析得到的周期态所存在的
区域, 我们只给出了周期小于 30的周期态的分布.
比较图 1的数值模拟结果, 理论分析结果和数值结
果高度一致, 说明本文分析方法是可信的.

4 结 论

本文研究了具有可变禁区的不连续系统的分

岔行为, 发现系统的禁区宽度作为控制参数时会导
致不同的加周期现象. 由于禁区的存在, 此时系统
的不连续有两个边界, 禁区的上下两个边界. 详细
的分析表明此类加周期出现的原因正是迭代轨道

和禁区的上下两个边界碰撞而产生的, 相应的周期
轨道所处的区域就对应着禁区上下边界碰撞所限

制的参数范围内. 按照边界碰撞的思想, 通过定义
基本迭代单元, 我们解析出不同加周期区域在全参

数空间中的分布. 通过分析全参数空间下系统由混
沌到周期的过渡规律, 理论分析出了系统中混沌和
周期的边界线. 通过与数值模拟结果比较, 证明我
们的理论分析结果与数值结果高度一致. 研究可变
禁区不连续动力学的分岔有助于深入理解不连续

性对系统动力学的影响, 丰富人们对不连续动力系
统的认识, 有助于我们认识含有可变不连续的实际
系统. 此外能够帮助我们深入理解神经元的放电模
式和神经网络中形成的各种同步斑图.
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Abstract
The period-adding bifurcations in a discontinuous system with a variable gap are observed for two control param-

eters. Various period-adding bifurcations are found by simulations. The bifurcation diagram can be divided into two
different zones: chaos and period. The period attractor takes up a considerable part of the parameter space, and all of
them show stable period attractors. The periodic zone can also be divided into three different zones: stable period-5
attractor, period-adding bifurcations on the right side of period-5 attractor, and period-adding bifurcations on the right
side of period-5 attractor. We choose various control parameters to plot the cobweb of period attractor, and find that
it will exhibit a border-collision bifurcation and the period orbit loses its stability, once the position of iteration reaches
discontinuous boundary. The discontinuous system has two kinds of border-collision bifurcations: one comes from the
gap on the right side, and the other from the gap on the left side. The results show that the period-adding phenomena
are due to the border-collision bifurcation at two boundaries of the forbidden area. In order to determine the condition
of the period orbit existence, we also choose various control parameters to plot the cobweb of period attractor. The
results show that the iteration sequence of period trajectory has a certain sequence with different iteration units. The
period trajectory of period-adding bifurcation on the left side of period-5 attractor consists of period-4 and period-5
iteration units, forming period-9, period-13 and period-14 attractor. The period trajectory of period-adding bifurcation
on the right side of period-5 attractor consists of period-6 and period-5 iteration units, forming period-11, period-16 and
period-21 attractor. All attractors can be easily shown analytically, owing to the piecewise linear characteristics of the
map. We analyze its underlying mechanisms from the viewpoint of border-collision bifurcations. The result shows that
the period attractor can be determined by two border-collision bifurcations and the condition of stability. Based on
the theoretical and iteration unit, the border-collision bifurcations, two border collision bifurcation curves are obtained
analytically. The result shows that the theoretical and numerical results are in excellent agreement.
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