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一种识别关联维数无标度区间的新方法∗

周双1)2)† 冯勇1) 吴文渊1)

1)(中国科学院重庆绿色智能技术研究院, 自动推理与认知重庆市重点实验室, 重庆 400714)

2)(中国科学院大学, 北京 100049)

( 2014年 12月 10日收到; 2015年 2月 9日收到修改稿 )

在计算关联维数过程中, 为了减少人为因素识别无标度区间带来的误差, 提出一种基于模拟退火遗传模
糊C均值聚类识别无标度区间的新方法. 该方法根据无标度区间对应曲线的二阶导数在零附近波动的变化特
征, 利用分类算法进行识别. 首先对双对数关联积分的离散数据进行二阶差分; 然后利用模拟退火遗传模糊
C均值聚类方法对该数据进行分类, 选出在零附近波动的数据; 再剔除粗大误差保留有效数据; 最后进行统计
分析识别出线性度最好的作为无标度区间. 应用新方法对两个著名的混沌系统Lorenz 和Henon 进行了仿真,
计算结果与理论值非常符合. 实验表明, 所提出的新方法与主观识别、K-means和 2-means方法比较, 可以有
效自动识别无标度区间, 减少误差, 计算结果更加精确.

关键词: 关联维数, 无标度区间, 分形, 模糊聚类
PACS: 05.45.Df, 05.45.–a, 05.45.Pq, 05.45.Tp DOI: 10.7498/aps.64.130504

1 引 言

分形理论是在 20世纪 70年代由Mandelbrot
创立的, 用于定量描述非线性系统的运动的重要理
论. 分形的特点是分维数, 简称分维. 目前, 常见的
分维主要有: Hausdorff维数、信息维数、Lyapunov
维数、关联维数等. 其中关联维数相对简单易于实
现, 已经广泛应用在天体物理 [1]、故障诊断 [2]、信号

处理 [3]、水文预测 [4] 等等.
自然界的大多数分形只存在于无标度区间内,

一旦超越了这个范围, 分形就不复存在了. 如天空
中云彩的边界只在 1—1000 km的无标度区间内具
有自相似性, 在此范围外, 就不再具有分形特征 [5].
又如一些多孔材料也是只有在一定的标度范围内

才具有自相似性和标度不变性 [6]. 上述例子中的标
度就是测量的单位, 也称为尺度. 无标度性是指研
究的客体与尺度没有关系, 即无论测量的单位如何

改变, 所研究的客体的性质, 如复杂程度、非规则
性和形态等, 不随尺度的变化而改变. 因此确定分
形客体的无标度区间是准确求得分形维数的重要

保证, 进而在计算关联维数算法中, 无标度区间的
选择决定着关联维数是否准确的重要因素. 为了
找到无标度区间, 往往采用主观识别, 但结果不准
确. 为了减少误差, 急需一种客观自动识别无标度
区间的方法来得到更加准确的关联维数. 近年来,
很多学者对此进行了研究, 得到了很多成果. 如
Yokoya等 [7], Maragos等 [8], Kim 等 [9], Harikrish-
nan等 [10]的方法, 具有一定经验性, 缺乏理论依据;
如汪富泉等的三折线法 [11], S形曲线拟合法 [12] 等,
这种方法基于特殊的曲线模型, 但关联积分曲线不
能简单看作特殊的曲线; 如Judd 算法 [13], 虽然这
种方法不需要计算无标度区间, 但针对一些系统具
有较好的估计; 如熊杰等 [14]的无标度区间识别只

针对交通流的多重分形; 如党建武等 [15]提出基于

置信度和相关性的分组递归确定无标度区间, 如
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巫兆聪 [16]提出的基于标准偏差的自适应方法, 但
计算繁琐; 如杜必强等 [17], 王成栋等 [18]和吴虎胜

等 [19]的结果基于分段拟合法, 但对于大数据计算
比较复杂; 如K-means方法 [20], 2-means 方法 [21]

等结果, 这两种方法的核心过程和所使用的聚类算
法可能导致陷入局部最优解.

为了解决这些问题, 根据无标度区间对应曲线
的二阶导数变化特征, 本文提出利用新的聚类算法
对双对数曲线点的二阶差分数据进行分类, 再结合
统计学理论进行无标度区间的识别. 首先, 判别实
际系统是否是混沌系统, 这样采用G-P算法计算出
的混沌特征更有效 [22]; 第二步, 构造相空间计算关
联积分; 然后, 对双对数曲线点的二阶差分数据, 利
用模拟退火遗传模糊C均值聚类算法进行分类, 识
别出零附近波动数据, 再剔除粗大误差, 接下来利
用统计方法识别出无标度区间; 最后, 对该区间对
应的点进行最小二乘法拟合得到关联维数. 通过对
Lorenz和Henon混沌系统的仿真, 验证了该算法的
有效性.

2 方 法

2.1 G-P算法

计算关联维的方法是采用Grassberger和Pro-
caccia在Whitney的“嵌入定理”和Packard的重
建相空间理论基础上提出的G-P算法 [23,24]. 首先,
对时间序列 {x(n)}, 采用时间差法重构m维相空

间中的相点, 即X(i) = [x(i), x(i + τ), · · · , x(i +
(m − 1)τ)], i = 1, 2, · · · , N , 其中m为嵌入维

数; τ为延迟时间; N为重构后相空间的点数,
N = n − (m − 1)τ . 然后统计出相空间中两点
距离小于半径的个数, 从而得到关联积分

C(m, r) =
2

N(N − 1)

×
N∑
i̸=j

H(r − ∥X(i)−X(j)∥), (1)

其中H(·)为Heaviside阶跳函数. 当x < 0时,
H(x) = 0. 当x > 0时, H(x) = 1. C(m, r)是

一个积累分布函数, 它描写了相空间中的吸引子
上两点之间距离小于 r的概率, 刻画了相对于相
空间某参考点X(i)在 r 内的相点聚焦的程度, 而
且关联维数与关联积分存在C(m, r) ∝ rD(m), 当

关联维数随着嵌入维数的增加, 最后达到一饱
和值, 此时的关联维数为吸引子的关联维数, 即
D2 = lim

m→∞
lim
τ→0

lnC(m, r)

ln r
. 对于确定的系统, 在

双对数坐标中绘出 ln r-lnC(m, r)曲线, 其中线性
度最好的区域所对应的区间就是无标度区间 (如
图 1所示), 再利用最小二乘法对该区域的点拟合得
到的直线斜率即为关联维数.


ln r

ln
C

↼m
֒ 
r
↽

  

图 1 无标度区间示意图

Fig. 1. Schematic diagram of scaling region.

2.2 模拟退火遗传模糊C均值聚类算法

模拟退火算法是Kirkpatrick等在 1983年提出
一种模拟热力学中物理退火过程的随机优化算法,
不论在组合优化问题, 还是在连续空间优化问题
上都有广泛的应用 [25]. 模拟退火算法的操作过程
如下:

1) 初始温度 t(充分大), 随机生成初始解S, 最
大迭代次数L;

2) 以目前解为中心随机产生新的邻近解S′;
3) 计算增量∆C = C(S′) − C(S), 其中C(S)

为评价函数;
4) 若∆C < 0则接受S′作为新的当前解, 否则

以概率 e(−∆C/Kt)(其中K为物理学中的常数)接
受S′ 作为新的当前解;

5) 如果满足终止条件则输出当前解作为最优
解, 结束算法, 否则降低温度, 继续迭代2)—4).

遗传算法是由Holland在 1975年提出的一种
模拟生物进化过程的概率搜索算法 [26], 其基本运
算过程如下:

1) 初始化: 随机生成M个个体作为初始群体;
2) 个体评价: 计算群体中各个个体的适应度;
3) 选择运算: 从种群中以一定概率选择适应

度好的个体组成新种群;

130504-2
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4) 交叉运算: 从 3)中得到的新种群中选择两
个个体, 按一定概率交叉得到新体;

5) 变异运算: 从 4)中得到的新种群中随机选
择一个个体,按一定概率变异到新个体;

6) 终止条件判断: 若满足条件, 则以进化过程
中所得到的具有最大适应度个体作为最优解输出,
终止计算.

模糊C均值聚类 (FCM)是基于距离的聚类
算法, 用模糊理论对数据进行分析和建模的方
法, 建立了数据类属的不确定性描述, 能比较
客观地反映现实世界, 作为K-means 的改进算
法 [27], 具有很高的搜素速度, 但是对聚类中心
的初值十分敏感, 如果初值选择不当, 它会收
敛到局部极小点. 其基本思想是通过优化目标

函数J =

c∑
j=1

n∑
i=1

[uj(xi)]
b||xi − Cj ||2(其中uj(xi)

是第 i个数据点xi对于 j类的隶属度函数, 且
c∑

j=1

uj(xi) = 1; c为设定的类别数目; Cj , j = 1,

2, · · · , c为每个聚类的中心; n为数据点的个数; b
为模糊程度常数) 得到每个数据点对所有类别中
心的隶属度, 从而决定样本点的类属以达到分类的
目的.

由于遗传算法 (GA)把握总体的能力较强, 但
局部搜索能力差; 而模拟退火算法 (SA)具有较
强的局部搜索能力. 因此可以将遗传算法和模
拟退火算法相互结合取长补短用于FCM算法
中, 这样使该聚类算法更有效、更快速地收敛到
全局最优解 [28]. 模拟退火遗传模糊C均值聚类

(SAGAFCM)算法具体详细步骤如下 (其流程图如
图 2所示):

1) 初始化参数: 种群个体大小, 最大进化次数
MAXGEN, 交叉概率,变异概率,退火初始温度T ,
温度冷却系数k, 终止温度Tend;

2) 随机初始化 c个聚类中心, 并生成初始种群
Chrom, 对每个聚类中心计算个样本的隶属度, 以
及每个个体的适应值 fi;

3) 设置循环计数变量gen = 0;
4) 对群体Chrom实施选择、交叉和变异等遗

传操作, 对新产生的个体利用公式重新计算各个聚
类中心、各样本的隶属度, 以及每一个体的适应度
值 f ′

i , 若 f ′
i > fi, 则以新个体替换旧个体, 否则, 以

概率P = exp((fi−f ′
i)T )接受新个体,舍弃旧个体;

5) 若 gen < MAXGEN, 则 gen = gen + 1, 转
至步骤4), 否则, 转至步骤6);

6) 若Ti < Tend, 则算法成功结束, 返回全局最
优解; 否则降温操作Ti+1 = kTi, 转至步骤3).

gen=0

c 

gen MAXGEN

Ti  Tend

Ti⇁/KTi

Y

N

N

Y

图 2 模拟退火遗传模糊C均值聚类算法流程图
Fig. 2. Flow chart of the simulated annealing genetic
fuzzy C-means clustering algorithm.

2.3 无标度区间识别新方法

无标度区间对应的曲线是一段相对波动较小

的直线段, 直线段的一阶导数是常数, 因而无标度
区间对应点的一阶导数会在常数附近微小波动, 其
余点会波动较大. 但如果存在多个直线段, 并不在
同一条水平直线上, 满足条件的点会在不同的常数
附近波动, 从图 3中可知很难进行分类识别直线段
(无标度区间对应的直线段). 因此, 考虑无标度区
间对应曲线的二阶导数等于零或近似为零, 这样满
足条件的点都会在零附近做微小波动, 而其他点会
在零以上或零以下做较大的正波动和负波动, 进而
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图 3 双对数关联积分的一阶差分曲线示意图

Fig. 3. The first order differential of the double loga-
rithm correlation integral curve.

可以分出两类 (即零附近波动和正波动或零附近波
动和负波动), 或者三类 (即零附近波动、正波动和
负波动). 具体分类数目根据曲线二阶差分图变化
特征而定 (注: 由于离散数据不能求导数, 因此用
一阶差分近似一阶导数, 二阶差分近似二阶导数).
不妨假设数据分为三类, 识别无标度区具体步骤
如下:

1) 判别实际系统是否是混沌系统;
2) 对时间序列 {x(i), i = 1, 2, · · · , n}进行处

理, 初始嵌入维数m ∈ Z+(Z+ 为正整数), 利用互
信息计算出延迟时间 τ , 采用时间差法重构相空间
X(i) = [x(i), x(i+τ), x(i+2τ), · · · , x(i+(m−1)τ)],
i = 1, 2, · · · , n− (m− 1)τ ;

3) 利 用G-P算 法 对 相 空 间 中 的 点 计
算得到双对数点集 {(ln r(i), lnC(m, r(i)), i =

1, 2, · · · , N ′}, 并对其进行二阶差分得到集
合S1 = {lnC(m, r(i))′′, i = 1, 2, · · · ,M}(这里
lnC(m, r(i))′′为 lnC(m, r(i))的二阶差分符号),其
中 r(i) ∈ [rmin, rmax], rmin 为相空间中两点最小距

离, rmax 为相空间中两点最大距离;
4) 将数据S1利用模拟退火遗传模糊C均值聚

类算法分为正波动、负波动及零波动三类数据, 由
于无标度区间对应曲线的二阶导数会在零附近波

动, 因此保留零波动数据S2, 见图 4 ;
5) 在分类过程中, 可能会把异常点分类到零

波动数据中, 因此根据统计学中的 3σ准则 [29], 设
定误差范围, 剔除S2中粗大误差点, 保留有效数据,
记为S3;

6) 在图 4中, 可以看出存在多个直线段, 也就
是对应多个可能的无标度区间, 要从中选择出对应
的数据线性度最好的, 因此对S3中指标为连续自

然数的区间 (图 4所示的直线段对应的区间, 通常
这里需要区间内所含点的个数大于等于 3) 对应的
双对数曲线点集分别进行线性回归分析, 如果通过
相关系数显著性检验, 选择波动最平缓 (即方差最
小)的数据, 进行最小二乘法线性拟合, 计算出拟合
直线的斜率, 此斜率为关联维数, 否则, 转到步骤
4), 此时令S1 = S3.

        
֓

֓
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图 4 双对数关联积分的二阶差分曲线示意图

Fig. 4. The second order differential of the double
logarithm correlation integral curve.

2.4 实验仿真

Lorenz系统是 1963年洛伦兹在讨论天气预报
和大气湍流现象时提出的第一个确定方程得出混

表 1 不同算法比较

Table 1. Comparison of different algorithms

模型 参数 主观识别法
K-means
方法

2-means
方法

新算法 理论值

Lorenz


dx/dt = 10(y − x)

dy/dt = 28x− xz − y

dz/dt = xy − (8/3)z

[x0, y0, z0] = [12, 2, 9],
N = 10000,

嵌入维数 m = 12

2.100± 0.061 2.381 2.064 2.052 2.05± 0.01

Henon

xn+1 = yn + 1− 1.4x2
n

yn+1 = 0.3xn

随机生成初始值 [x0, y0],
N = 10000,

嵌入维数 m = 12

1.334± 0.056 1.407 1.240 1.269 1.25± 0.02
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沌解的实例. Henon系统是 1976年法国天文学家
伊侬从研究球状星团时提出一种最简单的混沌吸

引子系统, 并用它建立的理论成功解释了太阳系的
稳定性问题. 为了验证算法的有效性和准确性, 通
过对这两个系统进行仿真, 并与文献 [21]中的方法

进行比较, 结果如表 1所示. 从此表中可以看出新
方法是有效可行的, 而且比其他方法计算更准确.

3 结 论

1) 通过对两个经典混沌系统的仿真, 新算法
计算出的关联维数与理论值符合度高, 验证了该方
法的有效性; 2) 本文根据无标度区间对应的曲线
的二阶导数变化特征, 利用模糊C均值算法的快速
收敛性, 又利用了模拟退火和遗传算法的全局搜索
性, 不至于陷入局部最优解; 3) 相对于主观识别、
K-means 和 2-means 方法更能有效地用于无标度
区间识别; 4) 新方法涉及高等数学、模式识别理论
和统计学知识, 因此无标度区间的确定是有理论依
据的, 而且计算过程易于计算机实现, 减少了人为
干预, 能够实现无标度区间的自动识别, 这也为其
他分维的无标度区间识别提供了参考.
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Abstract
A random fractal exhibits self-similarity over the scaling region, this is different from the regular fractal. The

scaling region obtained by the proper method for the exact fractal dimension is very important. And the correlation
dimension is one of the fractal dimensions which is used widely in many fields. Therefore, it is necessary and timely to
identify the scaling region that plays a critical role in calculating the correlation dimension accurately in various chaotic
systems. Visual identification is widely used to determine the scaling region as a quick and simple subjective method.
However, this method may lead to an inaccurate result in Grassberger Procaccia algorithm. In order to reduce the error
caused by human factors from computing the correlation dimension, a novel method of identifying the scaling region
based on simulated annealing genetic fuzzy C-means clustering algorithm is proposed. This new method is based on the
fluctuating characteristics that the second-order derivative of the curve within the scaling region is zero or nearly zero.
Firstly, the second-order differential of the double logarithm correlation integral discrete data is calculated. Secondly, the
simulated annealing genetic fuzzy C-means clustering method is used for dividing the data into three groups: positive
fluctuation data , zero fluctuation data, and negative fluctuation data. The zero fluctuation data are selected to retain,
the rest is excluded. Thirdly, the 3 σ criteria are used for excluding gross errors to retain those valid from the zero
fluctuation data. Fourthly, the data of the consecutive nature point interval are chosen from the retained data. Finally,
the regression analysis and statistical test are used to identify the scaling region from the data valid. In order to verify
the effectiveness of the proposed method, it is used to simulate the Lorenz and Henon systems. The calculated results
are in good agreement with the theoretical values. Experimental results show that the proposed new approach is easy
to operate, more efficient and more accurate than the subjective recognition, K-means method, and 2-means method in
identifying the scaling region.

Keywords: correlation dimension, scaling region, fractal, fuzzy clustering
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