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低速湍流模拟的预处理技术研究∗

陈勇† 郭隆德 彭强 陈志强 刘卫红

(中国空气动力研究与发展中心设备设计及测试技术研究所, 绵阳 621000)

( 2014年 11月 13日收到; 2015年 1月 13日收到修改稿 )

本文开展低速湍流的预处理技术研究. 该预处理技术采用守恒型变量及主控方程与湍流方程相耦合的隐
式求解方法, 并为确保迭代求解稳定性, 发展了合理的参考马赫数定义、双时间步无矩阵方法迭代求解形式以
及湍流源项隐式处理方法等, 从而真正实现全速湍流软件平台统一形式. 在喷管、翼型和方柱等低速湍流数值
模拟中, 本文方法正确刻画了流场结构特征, 计算与理论、实验等相关结果符合较好, 具有很强的迭代收敛性
和结果精度.

关键词: 低速湍流, 守恒型变量, 预处理技术, 耦合方法
PACS: 47.11.–J, 47.27.E–, 47.27.em DOI: 10.7498/aps.64.134701

1 引 言

时间相关法是高速可压缩流动模拟的重要

方法, 其用于低速流动数值模拟时, 由于Navier-
Stokes方程存在严重的数值刚性, 时间相关法迭代
收敛速度慢, 甚至会带来非物理解. 为把时间相关
法推广于低速流动的数值模拟, 研究人员基于虚拟
压缩方法的思想, 提出了预处理技术, 通过对方程
时间导数项乘以预处理系数矩阵来改变方程的特

征值和条件数, 从而达到规避方程数值刚性的目
的 [1−5]. 预处理技术发展了近 40年, 已经取得相当
大成功, 为统一全速流动算法及软件平台发挥了重
要作用, 不过, 预处理技术迄今为止在低速湍流数
值模拟中仍然存在许多不尽如意之处. 在低速湍
流数值模拟中, 预处理技术通常采用原始变量形
式, 同时采用龙格 -库塔显式方法或者湍流输运方
程与主控方程解耦的隐式方法进行迭代求解 [6−8],
而采用守恒型变量及耦合的隐式迭代求解方法得

到成功应用的范例几乎鲜有文献报道. 主要原因
是预处理技术降低了数值黏性使迭代求解稳定性

降低, 守恒型变量较原始变量更不易稳定, 同时湍

流方程源项的数值刚性在耦合的隐式迭代求解方

法中会加剧这种不稳定性. 但是, 守恒型变量是可
压缩流动模拟通用的变量形式, 其更能够保持通量
守恒特性, 同时耦合的隐式迭代方法具有显著的收
敛效率, 其可以保证主控变量与湍流输运量的同步
性, 因此, 采用守恒变量及耦合的隐式迭代求解方
法, 更能够保持全速流动的变量一致性, 提高对非
定常湍流的数值模拟精度, 并且对高速湍流软件进
行很少改动就能够发展用于低速湍流数值模拟, 从
而真正实现全速湍流统一软件平台形式.

为此, 本文深入开展低速湍流数值模拟的预处
理技术研究, 建立七个守恒型变量的预处理技术,
进行湍流方程与主控方程相耦合的隐式求解, 同时
为保证迭代求解的稳定性和收敛效率, 发展了参考
马赫数的合理定义、双时间步无矩阵隐式迭代方法

的有效形式以及湍流方程源项隐式处理方法等. 最
后, 本文开展了喷管内流、翼型和方柱绕流等低速
湍流数值模拟研究, 并把数值模拟结果与文献、理
论以及试验等结果进行了比较验证, 表明本文预处
理技术有良好的收敛特性, 能够给出恰当的数值模
拟结果.
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2 基于守恒型变量的预处理技术

本文建立基于七个守恒型变量的预处理技

术, 并把湍流方程与主控方程进行耦合求解. 在
一般曲线坐标系下, 带伪时间导数项的控制方程
形式 [5,7]为

∂(J−1Q)

∂τ
+MΓ−1 ∂(J

−1Q)

∂t

= −MΓ−1

[(
∂E

∂ξ
+

∂F

∂η
+

∂G

∂ζ

)
−
(
∂Eν

∂ξ
+

∂Fν

∂η
+

∂Gν

∂ζ

)
− S

]
, (1)

这里, M是守恒型变量Q与原始变量 q的转换矩

阵, Γ是预处理系数矩阵, J是直角坐标系与曲线
坐标系之间转换的系数矩阵行列式. 左边第一项是
伪时间导数项, 第二项是物理时间项, 对于定常流
动取物理时间项为零. 守恒变量与原始变量为

Q = (ρ, ρu, ρv, ρw, ρe, ρk, ρω)T,

q = (p, u, v, w, T, k, ω)T, (2)

可以证明, 控制方程在 ξ方向的特征值为 [5,7]

λ1,2 =
1

2

[ (
1 +M2

r
)
Vn

±
√
V 2
n (1−M2

r )
2
+ 4a2M2

r

]
,

λ3–7 = Vn, Vn = uξx + vξy + wξz. (3)

当速度较低时, 参考马赫数Mr趋于零, 方程特征值
趋于一致, 最大与最小特征值的比值即条件数近似
为 1, 从而避免了时间相关法在低速流动中的刚性
问题. 为防止在驻点区域或零来流速度等出现参考
马赫数为零的数值求解奇性问题, 并保证数值迭代
求解稳定性, 本文对参考马赫数根据文献定义进行
了适当修正, 具体形式如下 [5]:

M2
r = min

[
1,max(M2

neighbors, κ
2M2

∞, κ2ε2)
]
,

(4)

其中, Mneighbors是当地附近节点马赫数最大值, 参
数κ = 0.1—3, ε是防止参考马赫数为零的小参数.
参考马赫数是预处理技术的重要参数, 本文采用全
局、当地等相结合的定义, 通过唯一调节参数κ对

预处理技术迭代求解稳定性、数值精度和开关等

进行控制, 其中参数κ越大稳定性越好, 但数值精
度会越低, 常规情况取κ = 2.0较为合适, 当参数
κ → ∞时, 预处理技术处于关闭状态.

预处理技术改变了原控制方程特征值, 不能
正确反映流动时间精度, 为此本文针对守恒型变
量预处理技术, 参考文献 [7, 9], 推导并发展了双时
间步下上三角矩阵对称高斯塞德尔 (Lower-Upper
Symmetric Gauss-Seidel, LU-SGS)的无矩阵迭代
方法有效形式. 以递增步为例, 其形式为

D∆Q̄m = − RHS +
1

2
ω[MΓ−1

(
E(Q̄m)− E(Qm)

)
+ βλA∆Q̄m]i−1

+
1

2
ω[MΓ−1

(
F (Q̄m)− F (Qm)

)
+ βλB∆Q̄m]j−1

+
1

2
ω[MΓ−1

(
G(Q̄m)−G(Qm)

)
+ βλC∆Q̄m]k−1,

D =
I

∆τ
+ βω (λA + λB + λC) I

+
3

2

MΓ−1

J∆t
, (5)

这里, D是对角正定矩阵, I为单位矩阵, RHS是残
差, ∆τ和∆t分别是虚拟时间与物理时间步长, λA,
λB和λC是控制方程在三个曲线坐标方向上的最

大特征值, ω和β是松弛参数, 本文采用稳定性较
好的超松弛迭代方法, ω和β均取为同一常数, 即
ω = β = 1.2.

湍流模拟采用基于两方程k−ω SST模型的脱
体涡DES方法 [10,11], 并发展了与 J-B模型 (Jin G
and Braza M) [12]相耦合使用方法, 同时为降低湍
流方程源项数值刚性对迭代稳定性的影响, 进行隐
式处理. 以湍动能k方程为例, 其形式为

∂(ρk)

∂t
+

∂(ρkUj)

∂xj
− ∂

∂xj

[
(µ+ σkµt)

∂k

∂xj

]
= SP − SD, (6)

方程源项的SP和SD对应湍动能生成项和耗散项,
其形式为

SP = 2µtΩijΩij ,

Ωij =
1

2

(
∂Ūi/∂xj − ∂Ūj/∂xi

)
,

SD = ρk3/2/l̃. (7)

这里, 湍动能生成项采用J-B模型定义 [12], σk是常

数, µt是涡黏性系数, l̃是湍流涡的尺度. 源项隐式
处理只针对耗散项SD为

Sn+1
D = Sn

D + [∂SD/∂ρk]
n
ρk,

[∂SD/∂ρk] = 1.5k1/2/l̃, (8)
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其中, 偏导数 [∂SD/∂ρk]放入对角正定矩阵D中,
提高湍动能k方程迭代求解时的主对角优势, 从而
避免该方程源项刚性对耦合求解的稳定性影响.

3 低速湍流预处理技术验证

本文对建立的低速湍流预处理技术进行大量

数值模拟验证, 其中包括喷管内流、翼型和方柱
绕流等, 并把计算结果与实验、理论等进行了比较
验证.

3.1 喷管湍流流动模拟

本文开展了二元拉瓦尔喷管湍流数值仿真研

究, 其中入口高度H = 2.1 m, 出口高度h = 1.2 m,
喷管总长度L = 7.54 m, 设计喷管出口马赫数
M = 1.5. 取参考马赫数Mr = 0.6, 入口采用总
焓总熵边界条件, 出口给背压边界条件, 背压有
Pb = 0.10P0, 0.60P0两种情况, 这里P0是入流总

压. 图 1给出了总能残差随迭代步数的变化 (其
中, Residual代表残差、Pre代表Preconditioning即
预处理、NPre代表No-Preconditoning即非预处理、
Analytic Values是理论结果、N是迭代步数), 预
处理与非预处理差异并不明显, 残差均可以降低
至 10−4 量级, 不过非预处理在Pb = 0.60P0时较

预处理收敛速度慢, 还在 18000步附近出现明显的
残差上升变化. 图 2和图 3是流场马赫数分布, 当
Pb = 0.10P0时, 预处理和非预处理情况几乎相同
并与理论情况接近, 计算结果仅在入口处较理论值
偏高, 分析原因是理论公式基于准一维无黏流动假
设推导, 同时数值模拟也无法准确给出入口边界条
件; 当Pb = 0.60P0时, 流动因背压高受阻而在喷管
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NoPre(Pb=0.1)
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N

R
e
si
d
u
a
l

图 1 总能残差的变化

Fig. 1. Variation about residual of total energy.

喉道下游产生激波, 流动由波前超声速急剧降为波
后亚声速, 预处理和非预处理几乎给出一致的激波
位置和波前流场结果, 但波后流场结果存在差异,
主要由于边界层分离和出口边界条件的影响, 波后
流动是不稳定的; 大部流场区域马赫数M = 0.3,
低速流动区域占比并不高, 因此, 预处理技术在该
模拟中未能充分发挥收敛效率.

0 1.5 3.0 4.5 6.0 7.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

Analytic values

Pre(Pb=0.1)

NPre(Pb=0.1)

Pre(Pb=0.60)

NPre(P=0.60)

M

x/m

图 2 沿中心线的马赫数分布

Fig. 2. Mach number along centre line.

(b)

No-preconditioning

(a)

No-preconditioning

Preconditioning

Preconditioning

图 3 马赫数分布 (a) Pb/Po = 0.10; (b) Pb/Po = 0.60

Fig. 3. Mach number: (a) Pb/Po = 0.10; (b) Pb/Po =

0.60.

3.2 NACA4412翼型湍流流动模拟

本文开展了NACA4412翼型大攻角低速湍流
的数值模拟工作, 其中翼型弦长L = 0.582 m, 来流
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图 4 (网刊彩色) 总能残差的变化
Fig. 4. (color online) Variation about residual of total
energy.
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图 5 (网刊彩色) 表面压力系数分布 (M = 0.18)
Fig. 5. (color online) Pressure coefficient on surface
(M = 0.18).

(a)

(b)

图 6 等压线分布 (M = 0.01) (a)预处理; (b)非预处理
Fig. 6. Isobar (M = 0.01): (a) Preconditioning; (b)
No-Preconditioning.

攻角α = 12.49◦, 马赫数M = 0.01—0.18, 以弦长
作为参考尺寸的雷诺数Re = (0.23—4.17) × 106,
预处理参数κ = 3.0. 图 4给出了总能残差随时间
的变化, 预处理比非预处理的残差降低约 2—3个
数量级; 图 5给出了马赫数M = 0.18情况下模型

表面压力系数Cp分布, 预处理与非预处理几乎给
出完全一致的结果, 并与实验数据Exp符合较好;
图 6给出了马赫数M = 0.01情况下的等压线分布,
预处理的等压线光滑, 分布合理, 但非预处理得不
到合理结果. 可见, 预处理技术不仅能加速低速流
动收敛进程, 而且能够提高结果精度, 非预处理情
况即使残差收敛其结果也未必是正确的.

3.3 方柱非定常湍流流动模拟

本文开展了绕方柱的低速湍流数值模拟,
并与实验 (Lyn, 1990)、 SIMPLE方法 (标准 k-ε
模型)等结果进行了比较验证 [13,14]. 方柱边长
L = 0.025 m, 常温来流速度U∞ = 12.886 m/s(马
赫数M = 0.03755), 以L为参考尺寸的雷诺数

M = 2.2 × 104, 取预处理参数κ = 2.0, 采用
双时间步LU-SGS进行迭代求解, 其中在不影响
迭代稳定性下取CFL = 0.2, 取物理时间步长
∆t = 3.5 × 10−5 s以确保在 1个脱落涡周期内约
400个采样点. 图 7和图 8分别给出了某时刻的总
压和湍流涡黏性系数分布, 在方柱前缘角点分离剪
切层中的Kelvin-Helmhotz不稳定波使剪切层翻卷

表 1 参数比较

Table 1. Parameter comparison.

方法 St C̄D C̃D C̃L

本文 0.137 2.37 0.56 2.42
SIMPLE(标准 k-ε) Stationary 1.55 — —
实验 (Lyn, 1990) 0.135 2.05—2.23 — —

图 7 流线分布

Fig. 7. Streamlines.
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图 8 湍流黏性系数分布

Fig. 8. Turbulence viscosity coefficient.
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图 9 沿中心线的时均速度U 分布

Fig. 9. Mean velocity U along centre line.
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图 10 沿中心线的时均脉动总能分布

Fig. 10. Mean total fluctuation energy along centre line.

形成分离涡, 上下两股不稳定涡流在尾流区相遇
形成相干性较强的脱落涡阶结构. 图 9和图 10分
别给出了时间平均速度 Ū和总脉动动能 Ẽ(湍动能
+周期性脉动动能)分布, 在方柱上游区域, 本文
与实验结果符合较好, 在前驻点附近消除了SIM-
PLE方法 (标准 k-ε模型)出现的总脉动能不合理
峰值 [13,14], 而在方柱下游区域, 本文与实验结果
有一致的分布趋势, 尤其较SIMPLE方法 (标准k-ε
模型)给出更恰当的回流区长度和总脉动能最大峰
值等. 表 1把本文、实验、SIMPLE方法 (标准k-ε模
型)的各种参数进行了比较, 证明本文给出了合理
的Strouhl数St、平均阻力系数 C̄D、阻力系数脉动

值 C̃D及升力系数脉动值 C̃L等, 与实验结果符合较

好, 明显优于SIMPLE方法 (标准k-ε模型)的结果,
尤其克服了后者无法正确模拟非定常流动的问题.

4 结 论

本文成功建立低速湍流模拟的预处理技术, 该
技术采用守恒型变量及主控方程与湍流方程相耦

合的隐式求解方法, 并通过多种手段确保迭代稳定
性, 在多个算例中表现出良好的收敛效率和结果准
确性. 与采用原始变量、显式迭代或解耦的隐式迭
代技术等相比, 该预处理技术能够充分保证通量守
恒特性、低速与高速湍流求解变量的一致性、湍流

输运量与主控变量时间变化上的同步性以及迭代

求解收敛效率等, 尤其对高速流动软件不必进行过
多改动就能够发展用于低速流动数值模拟, 从而真
正实现全速湍流统一算法及统一软件平台形式. 本
文是迄今为止该预处理技术较为成功的应用报道,
其研究思想对于从事全速湍流数值模拟统一算法

研究的同志具有重要参考价值. 目前, 该技术应用
还不广泛, 同时数字精度 (本文采用单精度)、边界
条件以及通量差分格式等均对其稳定性和结果精

度等有不同程度影响, 为此下一步将开展针对性研
究工作, 从而进一步提高该技术鲁棒性、适用性和
准确性等.
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Abstract
Precondition for simulating low-speed turbulence is studied in this paper. Against the stiffness of the time-dependent

scheme applied to low-speed turbulence, the precondition based on conservative variables is developed, which adopts
an implicit iterative method for solving main control equations coupled with turbulence transport equations. In order
to ensure the iterative solution stable, a reference Mach number, the dual-time stepping no-matrix scheme, and the
method for processing implicitly the source terms of turbulence equations etc. have been developed reasonably, making
the software platform unified for all-speed turbulence. Reference Mach number is defined in terms of global and local
velocity by a single parameter, and the parameter can be used to control stability, numerical result accuracy, and switch
of the precondition. The dual-time stepping LU-SGS method based on conservative variable precondition is developed,
realizing no-matrix iterative solution for unsteady flow problems. Against the stiffness in solving the main control
equations coupled with turbulence transport equations, the dissipation term of the turbulence equations is processed
implicitly, which can enhance main diagonal dominance of the turbulence equations and make the iteration with greater
stability. In simulating the turbulence in a nozzle and around a square cylinder or an airfoil, the precondition depicts
correctly the structural character of the flowfield; and the computational results are in good agreement with those of
theory and experiment etc., and its iterative convergence and numerical accuracy is excellent. It is shown that the
precondition in this paper for low-speed turbulence is very effective.
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