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多约束纳米结构的声子热导率模型研究∗

华钰超 曹炳阳†

(清华大学工程力学系, 热科学与动力工程教育部重点实验室, 北京 100084)

( 2015年 1月 22日收到; 2015年 2月 27日收到修改稿 )

纳米技术的快速发展使得对微纳尺度导热机理的深入研究变得至关重要. 理论和实验都表明, 在纳米尺
度下声子热导率将表现出尺寸效应. 基于声子玻尔兹曼方程和修正声子平均自由程的方法得到了多约束纳米
结构的声子热导率模型, 可以描述多个几何约束共同作用下热导率的尺寸效应. 不同几何约束对声子输运的
限制作用可以分开计算, 总体影响则通过马西森定则进行耦合. 对于热流方向的约束, 采用扩散近似的方法
求解声子玻尔兹曼方程; 对于侧面边界约束, 采用修正平均自由程的方法计算边界散射对热导率的影响. 得
到的模型能够预测纳米薄膜 (法向和面向)及有限长度方形纳米线的热导率随相应特征尺寸的变化. 与蒙特卡
罗模拟及硅纳米结构热导率实验值的对比验证了模型的正确性.

关键词: 纳米结构, 声子热导率, 尺寸效应, 玻尔兹曼方程
PACS: 65.80.–g, 68.65.–k, 05.10.Ln DOI: 10.7498/aps.64.146501

1 引 言

近年来, 随着纳米技术的快速发展, 纳米材料
热学性质的研究逐渐成为热点. 半导体纳米材料由
于在微电子和热电材料等领域的广泛应用而备受

关注 [1]. 实验 [2−8]和理论 [9−16]研究都表明, 纳米
材料的热导率会表现出明显的尺寸效应. 对于以
硅为代表的半导体材料, 声子是主要的载热子 [9].
在微纳尺度导热中, 边界对声子输运的限制作用十
分明显, 声子的平均自由程减小, 导致热导率显著
降低.

人们从不同的角度对声子热导率的尺寸效应

进行了深入研究 [10−16]. Filk和Tien [10]使用修正

声子平均自由程的方法得到了描述纳米薄膜热导

率尺寸效应的模型. Majumdar [11]则基于声子辐

射传递方程推导了纳米薄膜法向热导率模型. Al-
varez和Jou [12]从扩展非平衡热力学的角度得到了

描述薄膜面向热导率的模型. 此外, Lü等 [14]从声

子辐射传递方程出发推导了无限长方形纳米线的

热导率模型. Dong等 [15]则分析了硅纳米薄膜的

面向及法向导热规律, 并从声子玻尔兹曼方程和
Guyer-Krumhansl方程出发推导了纳米薄膜的面
向和法向热导率模型. 目前, 大多数模型都只考虑
单一几何约束对热导率的影响. 然而, 在实际中声
子输运将会受到多个几何约束的共同作用, 热导率
也将同时与系统的多个尺寸相关. 虽然Alvarez和
Jou [13]曾使用等效特征长度的方法来描述包含多

个几何约束影响的热导率尺寸效应, 但是在该方法
中并未区分不同几何约束对声子输运的不同作用,
尚不能很好地解决这个问题.

本文基于声子玻尔兹曼方程和修正声子平均

自由程的方法, 得到了多约束声子热导率模型. 由
于边界条件的不同, 不同几何约束将会对声子输运
产生不同的限制作用, 所以需要采用不同的处理方
法. 对于热流所在方向的约束, 采用扩散近似的方
法求解声子玻尔兹曼方程; 对于侧面边界约束, 采
用修正平均自由程的方法分析边界散射对热导率
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的影响. 本文模型能够预测纳米薄膜 (法向和面向)
及有限长度方形纳米线的热导率随相应特征尺寸

的变化. 此外, 通过与蒙特卡罗模拟及硅纳米结构
热导率实验值的对比验证了模型的正确性.

2 模型推导

图 1为多个几何约束共同作用的导热系统示
意图. T 1和T 2分别是热端和冷端温度; 系统中由
温差引起的热流沿x方向, x方向的长度为Lx, 边
界为声子黑体边界 [11]; y方向和 z方向的边界绝

热, 其宽度分别为Ly和Lz. 声子在 y方向和 z方向

的边界上发生完全扩散散射. 系统x方向的热导

率同时与Lx, Ly和Lz三个尺寸相关. 定义努森数
(Knudsen number): Knx = l0/Lx, Kny = l0/Ly

及Knz = l0/Lz, 其中 l0为体材料声子平均自由程.
努森数越大则对应方向上的约束对热导率的影响

就越显著. 由于不同的边界条件, x方向边界与侧
面边界 (y和 z方向)对声子输运的限制作用并不相
同. 在x方向, 两端边界分别与恒温热沉相接触, 声
子从边界上发射并进入系统内部; 其中一部分声子
将不经过内部散射而直接从一个边界到达另一个

边界, 该现象被称为弹道输运 [17]. 在x方向, 弹道
输运导致了热导率的尺寸效应. 在 y和 z方向, 由
于绝热条件, 声子不能穿过边界, 其将在边界上发
生漫反射, 使得声子平均自由程减小, 从而导致热
导率的降低.

Ly

T1

T2q

Lx

Lz

z
x

y

图 1 多个几何约束共同作用的导热系统示意图

Fig. 1. Schematic diagram of a multi-constrained system.

声子在纳米结构中的输运过程使用声子玻尔

兹曼方程 [18]进行描述:

vg · ∇f =
f − f0

τ
, (1)

其中 f是声子密度分布函数, f0是平衡态分布函

数, vg是声子的群速度, τ是弛豫时间. 对于图 1所

示系统的热导率, 直接求解声子玻尔兹曼方程难以
得到解析的热导率模型. 因此, 本文提出可以先将
不同的约束分开处理, 然后再通过马西森定则进行
耦合得到总体影响.

2.1 热流方向边界约束

单独考虑热流所在方向 (x方向)的几何约束,
相应的声子玻尔兹曼方程退化为

l0µ
∂f

∂x
= f − f0, (2)

其中 l0 = vgτ , µ = cos(θ), 角度 θ为声子传播方向

与x方向的夹角. 使用扩散近似 [19]的方法求解上

述方程, 将密度分布函数对于 l0进行展开:

f = f (0) + l0f
(1) +O(l20). (3)

将 (3)式代入到 (2)式可以得到

f (0) = f0,

f (1) = −µ
∂f (0)

∂x
. (4)

结合 (3)和 (4)式并忽略高阶项得到

f = f0 − µl0
∂f0
∂x

. (5)

热流密度可以表示为

q = 2π

∫ 1

−1

∫ ωmax

0

vg~ωfD(ω)dωµdµ, (6)

其中~为狄拉克常数, D(ω)为声子态密度, ωmax为

声子的截止频率. 将 (5)式代入 (6)式中得到

q = −
ρcV l0vg

3

∂T

∂x
, (7)

其中ρcV =

∫ ωmax

0

~ω [∂f0/∂T ]D(ω)dω, ρ为质量

密度, cV 为比热, ρcV l0vg/3等于体材料热导率

kbulk. 尺寸效应由修正的边界条件进行描述 [17]

T1 − T (0) = −2l0
3

∂T

∂x

∣∣∣∣
0

,

T2 − T (Lx) =
2l0
3

∂T

∂x

∣∣∣∣
Lx

. (8)

将 (7), (8)式与能量守恒方程∂q/∂x = 0结合, 可
以得到x方向的热流密度为

qx = kbulk
T1 − T2

Lx

1

1 +
4

3
Knx

. (9)

(9)式可以被表示为马西森定则的形式
k0x
kbulk

=
1

1 +
l0
lx

=
1

1 +
4

3
Knx

, (10)
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其中 k0x是当系统中同时存在x方向的边界约

束和内部散射时的热导率. 进一步可以得到

lx = 3l0/4Knx, lx反映了x方向的约束对声子输运

的限制.

2.2 侧面边界约束

在图 1 所示的系统中, 由于 y方向与 z方向的

边界条件相同, 两者对于声子输运有着相同的约束
机理: 声子在侧面边界上的扩散散射使得平均自由
程减小, 进而导致热导率降低. 首先单独考虑 y方

向边界对声子输运的约束. 图 2 为 y方向边界对体

材料平均自由程 l0限制的示意图.

y

x

θ0

l0

θ1

P↼xP, yP) Ly

图 2 y方向边界对声子平均自由程限制的示意图

Fig. 2. Schematic diagram of phonon transport con-
strained by the y-directional boundaries.

假设声子从图中所示P (xP , yP )点出发, 声子
传播方向与x方向的夹角为 θ. 当Kny > 1时, 受
到 y方向边界限制的自由程为

lm =


(Ly − yP )/ cos(θ) (0 6 θ 6 θ1),

l0 (θ1 6 θ 6 θ0),

−yP / cos(θ) (θ0 6 θ 6 π),

(11)

其中 cos(θ1) = (Ly − yP )/l0, cos(θ0) = −yP /l0. 当
Kny < 1时, 则有

0 < yP < l0,

lm =

l0 (0 6 θ 6 θ0)

−yP / cos(θ) (θ0 6 θ 6 π)
,

l0 < yP < Ly − l0,

lm = l0,

Ly − l0 < yP < Ly,

lm =

(Ly − yP )/ cos(θ) (0 6 θ 6 θ1)

l0 (01 6 θ 6 π)
. (12)

对 (11)和 (12)式求积分平均值,

l̄m =
1

2Ly

∫ Ly

0

dyP
∫ 0

π

lmd cos(θ), (13)

可以得到 y方向边界约束下的修正平均自由程为

lm =


l0

2Kny

[
ln(Kny) +

3

2

]
(Kny > 1) ,

l0

(
1− 1

4
Kny

)
(Kny < 1) .

(14)

因此当存在 y方向边界约束和内部散射时, 系统的
热导率为 [10]

k0y =
ρcV vglm

3
= kbulk

lm
l0

, (15)

其中k0y是当系统中同时存在 y方向边界约束和内

部散射时的热导率. 将 (15)式写为马西森定则的形
式, k0y/kbulk = 1/(1 + l0/ly). 进一步可以得到

ly =
l0

l0

lm
− 1

=



l0

 2Kny

ln(Kny) +
3

2

− 1


−1

(Kny > 1) ,

l0

 1

1− Kny

4

− 1


−1

(Kny < 1) .

(16)

由于对声子输运有着相同的约束机制, z方向边界
约束下修正平均自由程的函数形式与 y方向相同,

lz =



l0

 2Knz

ln(Knz) +
3

2

− 1


−1

(Knz > 1) ,

l0

 1

1− Knz

4

− 1


−1

(Knz < 1) .

(17)

2.3 边界约束耦合

上文分别计算了不同方向的边界约束对声子

输运的影响 (对声子平均自由程的限制). 它们可以
根据马西森定则进行耦合

l−1
t = l−1

0 + l−1
x + l−1

y + l−1
z . (18)

根据公式 [10] ke = ρcvvglt/3, 系统的总热导率
可以表示为

ke =
ρcvvgl0

3

1

1 + l0/lx + l0/ly + l0/lz
. (19)
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结合kbulk = ρcV l0vg/3, 多几何约束纳米系统的热
导率与相应体材料热导率之间的比值为

ke
kbulk

=
1

4

3
Knx + g(Kny) + g(Knz)− 1

,

g(n) =


2n

[
ln(n) + 3

2

]−1

(n > 1) ,

1

1− 1

4
n

(n < 1) .
(20)

对上述推导过程的物理机理进行分析, 对于图 1 所
示的系统, x方向的总热阻为

Re =
Lx

Ake
, (21)

其中A为截面积. R0 = Lx/(Akbulk)则表示由内

部声子散射所引起固有热阻. 当系统尺寸足够
大、热导率尺寸效应可以被忽略时, Re → R0.
R0x = Lx/(Ak0x)表示当体系中只存在x方向

的边界约束和内部散射时的热阻, 根据热阻叠
加原理R0x = R0 + Rx, 其中Rx为只有x方向

约束时的热阻. 根据 (10)式, 可以计算Rx =

(4/3)KnxR0 = l0Lx/(Akbulklx). 同理, 根据 (15)
式和热阻叠加原理 (R0y(z) = R0 + Ry(z)), 可以
计算Ry(z) = l0Lx/(Akbulkly(z)). 因此 (18)式可以
表示为

Re =
l0Lx

Akbulk

(
l−1
0 + l−1

x + l−1
y + l−1

z

)
= R0 +Rx +Ry +Rz, (22)

即系统总的热阻等于各个分热阻之和.

3 模型验证

使用蒙特卡罗 (MC)方法 [20,21]直接求解声子

玻尔兹曼方程, 并与模型进行对比, 如图 3 所示.
其中Alvarez和Jou的模型 [13]为

ke
kbulk

=
L2
e

2π2l20

(√
1 +

4π2l20
L2
e

− 1

)
, (23)

Le是等效特征长度, L−2
e = L−2

x + L−2
y + L−2

z . 可
以发现系统的热导率同时依赖于三个特征参数

Knx, Kny和Knz. 对于给定的Knx和Knz, 热导
率随着Kn−1

y 增加而增大, 即给定长度Lx及宽度

Lz热导率随着厚度Ly增加而增大. 通过改变Knx

和Knz, 还可以发现努森数越小, 系统的热导率越

大. 此外, Knx从0.1变为 1.0时热导率的下降幅度
比Knz从 0.01变为 1.0时热导率的下降幅度大, 这
表明热流方向 (x方向)的约束对声子输运的限制
作用比侧面边界 (y和 z方向)的约束要强. 本文模
型与蒙特卡罗模拟结果符合得很好; 但是Alvarez
和Jou的模型 [13]与模拟结果有着较大的偏差. 这
表明在等效特征长度Le中不加区分地将Lx, Ly

和Lz进行加和的处理方法是不合理的, 几何约束
由于边界条件的不同对声子输运有着不同的限制

作用.
在图 4 —图 6中, 使用本文模型计算硅纳米薄

膜和方形纳米线的热导率, 并与实验数据及蒙特卡
罗模拟进行对比. 图 4 —图 6中的各个量都进行了
无量纲化处理. 在将实验值转化为无量纲时, 体材
料硅热导率值取为150 W/mK, 体材料声子平均自
由程取为 210 nm. 根据文献 [22, 23], 体材料硅室
温下的声子平均自由程在200—300 nm 之间, 所以
上述平均自由程的选择是合理的.
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图 3 蒙特卡罗模拟与本文模型的对比

Fig. 3. Comparisons between the thermal conductivity
models and the Monte Carlo simulations.

0
0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Knx/Knz/

MC

Ju [2]

Liu [3]

Agheshi [4]

Ju[5]

Kny
-1

k
/
k
b
u
lk

图 4 硅纳米薄膜的面向热导率

Fig. 4. In-plane thermal conductivity of silicon
nanofilms.
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Fig. 5. Cross-plane thermal conductivity of silicon
nanofilms.
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Fig. 6. Thermal conductivity of silicon nanowires.

如图 4所示, 当Knx和Kny为零时, 本文模型
可以描述硅纳米薄膜面向热导率随厚度Ly(Kn−1

y )
的变化, 硅纳米薄膜面向热导率随着Kn−1

y 的增大

而增大, 变化斜率则逐渐变小, 热导率值不断趋近
体材料值 (ke/kbulk → 1). 本文模型可以与蒙特
卡罗模拟较好地符合, 同时也可以很好地刻画实
验数据的变化规律. 如图 5所示, 当Kny和Knz

为零时, 本文模型可以用于描述薄膜法向热导率
随Lx(Kn−1

x )的变化, 硅纳米薄膜法向热导率随着
Kn−1

x 的增加而增大, 变化斜率则逐渐变小, 热导
率值不断趋近体材料 (ke/kbulk → 1), 本模型与蒙
特卡罗模拟很好地符合, 但是实验值与本文模型
及模拟却有着显著的差距. 需要指出的是实验数
据只有一个测点, 很难藉此判断实验数据的变化
规律, 其准确性也因此成疑 [16]. 当Knx为零并令

Kny = Knz时, 本文模型可以描述正方形纳米线
的热导率. 如图 6 所示, 正方形纳米线的热导率随
着Kn−1

y (Kn−1
z )的增加而增大,即截面边长越大热

导率越大, 本文模型与蒙特卡罗模拟可以很好地符

合. 此外, 本文模型也与圆形纳米线的实验值进行
了对比. 无量纲化过程中, 取圆截面直径为特征长
度. 可以发现, 当正方截面边长等于圆截面直径时,
正方形纳米线的热导率与圆形纳米线十分接近, 而
且本文模型与圆形纳米线实验值随特征长度的变

化规律相同.

4 结 论

本文基于声子玻尔兹曼方程和修正平均自由

程的方法推导了多约束纳米结构的声子热导率模

型. 不同几何约束对声子输运的限制作用可以分开
计算, 总体影响通过马西森定则进行耦合. 对于热
流方向的约束, 采用扩散近似的方法求解声子玻尔
兹曼方程; 对于侧面边界约束, 采用修正平均自由
程方法计算了边界散射对热导率的影响. 本文的模
型可以描述多个几何约束共同作用下的热导率尺

寸效应, 能够预测纳米薄膜法向和面向以及有限长
度方形纳米线的热导率随相应特征尺寸的变化. 模
型与蒙特卡罗模拟可以很好地符合, 同时也能够准
确地反映实验数据的变化规律.
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Abstract
The rapid development of nanotechnology makes it possible to further understand nanoscale heat conduction.

Theoretical analysis and experimental measurement have demonstrated the size-dependence of thermal conductivity on
a nanoscale. As dielectric material (such as silicon), phonons are the predominant carriers of heat transport. Phonon
ballistic transport and boundary scattering lead to the significant reduction of thermal conductivity. Various models, in
which only one geometrical constraint of phonon transport is considered, have been proposed. In engineering situations
the phonon transport can be influenced by multiple geometrical constraints, especially for material with long intrinsic
phonon mean free path. However, at present a phonon thermal conductivity model in which the multiple geometrical
constraints of phonon transport are taken into account, is still lacking. In the present paper, a multi-constrained
phonon thermal conductivity model is obtained by using the phonon Boltzmann transport equation and modifying the
phonon mean free path. The geometrical constraints are dealt with separately, and the effects of these constraints
on thermal conductivity are then combined by the Matthiessen’s rules. Different boundary conditions can lead to
different influences on the phonon transport, so different methods should be used for different boundary constraints. The
differential approximation method is utilized for the constraint in the direction of heat flux, while phonon scatterings
on side surfaces are characterized by modifying the phonon mean free path. The model which characterizes various
nanostructures including nanofilms(in-plane and cross-plane) and finite length rectangular nanowires, can well agree
with the Monte Carlo simulations of different Knudsen numbers. The model with the Knudsen number Knx equal to 0
can well predict the experimental data for the in-plane thermal conductivity of nanofilm. When the Knudsen numbers
Kny and Knz vanish, the model corresponds to the cross-plane thermal conductivity of nanofilm. Moreover, with
Knx = 0 and Kny = Knz, the model corresponds to the square nanowires of infinite length, and the similar slopes
between the model and the experimental data of nanowires can be achieved.
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