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定向凝固过程中枝晶侧向分枝生长行为与

强制调控规律∗

郭春文 李俊杰 马渊 王锦程†

(西北工业大学, 凝固技术国家重点实验室, 西安 710072)

( 2015年 1月 29日收到; 2015年 3月 18日收到修改稿 )

采用相场法数值模拟研究了定向凝固过程中随机噪声条件下枝晶侧向分枝生成行为与强制扰动条件下

侧向分枝调控规律. 模拟结果表明: 随机噪声条件下, 侧向分枝整体上并无规则性, 但产生频率存在一定分布
范围, 且在一定时间段内会出现生成频率一致且具有极强相关性的一组侧向分枝, 即波包; 不同波包之间不具
有相关性, 但不同波包内部的侧枝生成频率基本相同, 且与侧枝整体频谱曲线峰值位置处的频率基本相当; 强
制周期扰动条件下, 当扰动频率处于侧向分枝整体生成频率范围内时, 可激发枝晶产生规则侧向分枝, 且扰
动频率与波包内侧枝生成频率一致时侧向分枝最发达. 研究结果可为向定向凝固枝晶形态的调控提供理论
指导.

关键词: 相场法, 定向凝固, 枝晶, 侧向分枝
PACS: 81.10.–h, 64.70.D–, 68.08.De DOI: 10.7498/aps.64.148101

1 引 言

枝晶生长一直是自然界中的一个非常有趣且

吸引人的现象. 许多重要的工业材料凝固成形后微
观组织都呈现出枝晶形态, 这种复杂的组织形态对
材料性能具有重要影响. 因此, 对枝晶生长行为的
理解与调控具有重要的理论及实际意义.

枝晶生长过程中, 距尖端后侧一定距离处的界
面将逐渐呈现出持续的扰动, 这些界面扰动不断发
展最终形成侧向分枝. 关于侧向分枝的产生通常
认为主要存在两种机制: 一种是噪声选择放大机
制 [1,2], 认为枝晶尖端界面处一定频率的噪声被选
择性地放大进而发展成侧向分枝, 且每一个选择放
大的随机扰动之间没有相位相关性; 另一种是非线
性振荡机制 [3−5], 认为系统的非线性特征使得体系
整体呈现出一种极限环, 在极限环内部侧向分枝具
有相位相关性, 最终导致侧向分枝呈现非线性振
荡形式. 噪声选择放大机制和非线性振荡机制的

最大区别在于动力学相关性的持续时间是局限于

一个侧向分枝的发展还是一系列侧向分枝的发展.
前者认为侧向分枝之间没有相关性, 而后者则完
全相反. 为检验两种理论的正确性, 研究者开展了
一系列的实验. 然而实验研究发现, 侧向分枝究竟
是具有非相关性 [6]、或者部分相关性 [7]、还是大范

围的相关性 [8], 至今还没有明确的定论. Pocheau
等 [9,10]对透明有机物合金定向凝固侧向分枝的观

察发现, 侧向分枝以随机分布的波包 (burst)形式
出现, 其中波包定义为一系列连续生成的且频率及
相位基本相同的侧向分枝集团. 在一个波包内, 侧
向分枝相关性极强, 但不同波包之间侧向分枝的相
位则完全随机, 即波包的产生是独立的, 波包之间
没有相互关联. 显然, 上述两种侧向分枝产生机制
均不能圆满解释这一实验结果, 对于侧向分枝波包
的形成机制及规律都还有待进一步研究.

通常自然凝固条件下枝晶侧向分枝形态是不

规则的, 枝晶主干两侧侧向分枝不完全对称, 侧向

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 51371151, 51101124)和国家重点基础研究计划 (批准号: 2011CB610401)资助的课题.
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分枝产生频率也不恒定. 但如果通过某种手段调
控侧向分枝的生长, 则可生成规则的侧向分枝, 且
这种规则的侧向分枝具有非规则枝晶组织所不具

备的特殊性能. 研究者发现通过外加周期性强制
扰动可以实现这一目标等 [11−14]. Bouissou [11]通

过对自由生长条件下的透明化合物甲基丙酸体系

加入固定频率的周期性流场, 得到了具有规则侧向
分枝的枝晶形态, 且发现尽管侧向分枝的发展与噪
声选择放大机制定性符合, 但侧向分枝达到最发达
程度时, 其无量纲波长的理论值与实验结果间存在
很大差别. Börzsönyi等 [12,13]通过对自由生长条件

下的液晶薄膜体系施加周期性压力信号或周期性

热流信号, 也得到了具有规则侧向分枝的枝晶, 且
发现仅当信号频率在一定范围内时, 侧向分枝才呈
现较好的规则性. Börzsönyi等还通过相场法数值
模拟再现了类似的规律, 但对为何只有特定频率的
调制信号才能激发出规则侧向分枝并未给出解释.
Williams等 [14]通过在定向凝固枝晶尖端附近施加

激光束来实现体系的周期性热波动, 同样获得了具
有规则形态的侧向分枝; 并通过对噪声放大理论中
侧向分枝响应函数的修正, 准确拟合了实验中侧向
分枝振幅随外加周期扰动频率变化的趋势. 但在
拟合实验数据中, 响应函数中的形态选择参数σ并

不能保持恒定, 这与枝晶生长的微观可解性理论相
矛盾; 此外, 为了拟合实验数据所选择的σ值与用

实验观测数据代入σ计算公式得到的计算值也不

一致.
实际上, 枝晶侧向分枝的调控规律与其产生机

制密切相关. 然而由于当前对侧向分枝产生机制认
识的局限性, 制约了人们对侧向分枝调控规律的深
入理解. 特别是在定向凝固条件下, 侧向分枝呈现
出随机波包的形式, 对于这种特殊的侧向分枝形成
方式与侧向分枝调控规律之间的内在关联, 目前尚
不清楚. 相场法作为一种极具优势的微观组织数
值模拟方法, 已经在材料微观组织演化的多个领域
中得到了广泛的应用 [15−18]. 特别是针对凝固过程
的固 -液界面形态演化已经开展了大量的研究工作,
且取得了一系列重要结果 [19−25]. 但在枝晶侧向分
枝产生机制方面, 研究工作仍不多见. Echebarria
等 [26]利用相场法研究了定向凝固侧向分枝的动力

学问题, 发现当增大温度梯度时, 枝晶尖端下面主
干部分变宽, 侧向分枝出现的临界速度会减小、其
间距也会减小、振幅会变大. 但对于定向凝固过程
中枝晶侧向分枝生长行为与强制调控规律的相场

法数值模拟工作还未见报道. 基于上述考虑, 本文
采用相场法数值模拟, 研究定向凝固条件下的枝晶
侧向分枝产生规律, 分析侧向分枝的波包产生行
为, 并在此基础上进一步考察外加强制扰动条件下
的侧向分枝产生规律及其与侧枝波包行为的关系.

2 模拟方法

采用 Steinbach等 [27]及Kim等 [28]提出的多

相场模型, 对于定向凝固侧向分枝的研究仅需考虑
单一取向晶粒, 此时仅需一个相场变量ϕ, ϕ = 1代

表液相, ϕ = 0代表固相. 相场演化方程为
∂ϕ

∂t
= −MSL

(
δf

δϕ
− δf

δ(1− ϕ)
+ ∆gϕ(1−ϕ)

)
, (1)

其中, MSL是相场动力学系数, δf

δϕ
和∆gϕ(1−ϕ)表

达式分别为

δf

δϕ
=

ε2SL
2

∇2(1− ϕ) + wSL(1− ϕ), (2)

∆gϕ(1−ϕ) = 6ϕ(1− ϕ)
RT (1− k)

Vm
(ceL − cL)

= 6ϕ(1− ϕ)
RT (1− k)

Vmme

× (Tm − T −mcL), (3)

其中, εSL为梯度能系数, ωSL为双阱势能的高度.
它们与界面能σ和界面厚度2ξ之间满足如下关系:

εSL =
4

π

√
ξSLσSL, wSL =

2σSL
ξSL

. (4)

采用薄界面分析, 可得到相场动力学系数与界
面动力学系数之间的关系. 本文模拟条件下, 由于
生长速度较低, 可忽略界面动力学效应, 即可将界
面动力学系数β设为0, 得到相场动力学系数如下:

MSL =
vm
RT

σSL
(1− k)2

√
2ωSL

ceLε
3
SLζSL

. (5)

浓度扩散场方程如下:
∂c

∂t
= ∇ϕDL∇cL +∇

(
εSL√
2ωSL

(cL − cS)

×
√
ϕ(1− ϕ)

∂ϕ

∂t

∇ϕ

|∇ϕ|

)
−∇ · Jc, (6)

其中等式右边第二项为反溶质截留项, 用来消除大
界面厚度带来的非真实界面效应; 等式右边第三项
为满足高斯分布的随机变量随机噪声项,

⟨Jm
c (r, t)Jn

c (r
′, t′)⟩

= 2DLϕ(1− ϕ)Fcδmnδ(r − r′)δ(t− t′), (7)

148101-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 14 (2015) 148101

其中, Jc代表溶质场局部扰动, ⟨Jm
c (r, t)Jn

c (r
′, t′)⟩

代表扰动状态变量的局部时空平均值, 噪声强度项
Fc为常量, δmnδ(r− r′)δ(t− t′)代表两点时空间距

离十分接近时扰动不为零, 距离较远的两点没有扰
动关系.

本文通过系统压力的周期性变化来施加周期

性扰动进而调控枝晶生长. 系统压力变化将改变体
系熔点, 根据压力改变时熔点的变化公式 [13]:

dTm
dp =

T 0
m∆VL→S
∆H

, (8)

其中, Tm为系统压力下的熔点, p为系统压力, T 0
m

为大气压下的熔点, ∆VL→S 为液 -固相变时摩尔体
积变化, ∆H为相变时摩尔潜热. 进而

Tm(p) =
T 0

m∆VL→S
∆H

p(t) + T 0
m. (9)

设定压力变化为周期性正弦函数:

p(t) = p0 sin(2πft). (10)

将 (8)和 (9)式代入 (3)式并结合方程 (1), 可得压力
周期变化条件下的相场方程:

∂ϕ

∂t
= −MLSL

[
δf

δϕ
− δf

δ(1− ϕ)

+ 6ϕ(1− ϕ)
RT (1− k)

Vm
(ceL − cL)

]
+ 6ap(t)ϕ(1− ϕ), (11)

其中,

a =
T 0

m∆VL→S
∆H

RT (1− k)

Vmme
MSL. (12)

对相场控制方程和浓度场控制方程采用基于

均匀网格的有限差分法进行求解.平行于温度梯度

表 1 材料的物性参数

Table 1. Material physical parameters.

物性参数 取值

液相线温度 TL 1728 K

固相线温度 TS 1689 K

平衡液相线斜率m −47.4 K/wt.%

平衡分配系数 k 0.5

液相中的溶质扩散系数DL 3.0× 10−9 m2/s

固相中的溶质扩散系数DS 1.0× 10−12 m2/s

毛细长度 d0 3.7× 10−10 m

温度梯度G 60 K/mm

界面能各向异性系数 γ 0.04

方向的两个边界采用对称边界条件, 其他两个边
界采用无通量边界条件. 空间步长∆x = ∆y =

0.5 µm, 计算的时间步长受浓度场计算限制, 即
∆t 6 (∆x)2/(4D2

L). 在计算中, 设定界面厚度
2ξ = 5∆x.

以镍 (Ni)基高温合金为研究对象, 将Ni以外
的其他所有元素归为一类, 且假定分配系数和液相
线斜率为常数. 所需物性参数 [29]如表 1所列. 文
中没有特别指明的情况下, 研究定向凝固枝晶的内
容中抽拉速度均为 vp = 400 µm/s.

3 模拟结果与分析

3.1 随机噪声条件下的侧向分枝的自组织

性行为

图 1 (a)为随机噪声条件下的定向凝固枝晶形
态, 可以看到整体上侧向分枝并不完全规则, 但部
分侧向分枝之间表现出了近似相同的枝晶间距 (见
图中圆圈标示位置). 为进一步定量反映侧向分枝
的生成情况, 我们统计了与尖端垂直相距 z0处的

固 -液界面水平位置x(z0)随时间的演化, 结果如
图 1 (b)所示. 从图 1 (b)中可以发现x(z0)呈现为
一列不断振荡的波, 其中每一次由波谷到波峰再
到波谷的振荡即对应一个侧向分枝的生成, 且在
某些时间范围内振荡基本保持恒定的频率和相位

(如图中背景色部分曲线段所示), 而规则振荡之间
转变处的振荡频率及相位则发生随机变化, 其中
每一段规则的振荡即定义为一个波包, 这一结果
与Pocheau等 [14,15]的实验结果一致. 此外, 位于任
意两个相邻波包间的侧向分枝与这两个波包内部

的侧向分枝相比, 发达程度都要弱一些. 图 1 (c)是
对长时间范围 (t = 2.5—8.9 s)内的界面振荡曲线
整体进行傅里叶变换后的频谱图, 反映了侧向分
枝在这个较长时间内的所有生成频率. 图 1 (d)是
对图 1 (b)中 1, 9和 11三个波包内部的振荡曲线进
行傅里叶变换后的频谱图. 可以看到, 枝晶整体的
侧向分枝生成频率存在一个较宽的范围, 大约在
7—43 Hz之间, 而波包内部侧向分枝的生成频率接
近一致, 峰值在23.9 Hz左右, 且这一频率恰好对应
整体频谱的中央峰值位置. 这表明定向凝固过程中
存在一个最利于侧向分枝形成的固有频率.

图 1 (b)中不同波包的长度并不相同, 为统计
波包平均长度并表征波包内部侧向分枝的相关性,
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图 1 (网刊彩色)定向凝固枝晶侧向分枝的波包发展行为 (a) 枝晶形貌; (b) 距离枝晶尖端 z0处的界面位置随时

间的演化; (c) 整体界面位置演化曲线的傅里叶变换频谱; (d) 波包内演化曲线的傅里叶变化频谱; (e) 侧向分枝随
时间间隔演变的相关函数

Fig. 1. (color online) Development of bursts of dendritic sidebranches over time in directional solidification:
(a) the dendritic morphology; (b) evolution of the interface position in the distance of z0 from dendrite tip;
(c) Fourier spectrum of the whole evolving curve of the interface position; (d) Fourier spectrums of evolving
curves in different bursts; (e) correlation function of sidebranches over time.

可以计算固 -液界面水平位置x(z0)随时间变化的
自相关函数, 其表达式为

Rx(τ) = x(τ) ∗ x∗(τ)

=

∫ ∞

−∞
x(t)x∗(t− τ)dt. (13)

自相关函数是将 t和 t + τ处的两个值相乘积的平

均值作为延迟时间 τ的函数, 它是信号与延迟后信
号之间相似性的度量, 反映了同一过程不同时刻的
相互依赖关系. 图 1 (e)是对图 1 (b)做相关性分析
得到的相关函数, 表示枝晶主干一侧侧向分枝的相
关性. 可以看到, 相关系数从 1衰减至 0左右, 振荡
大约经过了 0.24 s, 即一个波包的平均持续时间为
0.24 s. 而从图 1 (d)可以看到峰值频率为 23.9 Hz,
即生成一个侧向分枝的时间约为 1/23.9 s. 一个波

包内侧向分枝的平均数是波包平均持续时间与一

个侧向分枝生成的时间的比值. 所以, 每个波包内
平均约有5.7个侧向分枝.

为比较不同抽拉速度下波包内侧向分枝的

平均数量, 另选两种抽拉速度为 vp = 50 µm/s
和 vp = 150 µm/s条件下的侧向分枝进行相关
性分析. 图 2 (a) 为抽拉速度 vp = 50 µm/s和
vp = 150 µm/s时波包内侧向分枝的生成频率,
其对应峰值处的频率值分别为3.0 Hz和7.0 Hz, 即
生成一个侧向分枝的时间分别为1/3.0 s和1/7.0 s.
由于两种抽拉速度下两个波包内侧向分枝的个数

及发达程度不同, 所以两个峰值高度是不同的. 对
以上两种抽拉速度下侧向分枝波动曲线做关于时

间延迟的相关性函数, 如图 2 (b)所示, 可以看到相
关系数从 1衰减至0左右振荡大约分别经过了3.8 s
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和 0.95 s, 即波包平均持续时间分别为 3.8 s和 0.95
s. 所以 vp = 50 µm/s和 vp = 150 µm/s条件下波
包内平均侧向分枝个数分别为 11.4个和 6.7个, 而
抽拉速度为 vp = 400 µm/s 时波包内侧向分枝的
平均数为 5.7个, 所以抽拉速度较慢时波包内平均
侧向分枝数要大于抽拉速度较快的情形. 这说明在
较慢的抽拉速度下侧向分枝能够长时间保持相位

相关性, 这体现为侧向分枝长时间的相对规则性.
实验研究 [13,14]证明了定向凝固侧向分枝波包

行为的存在以及波包内部侧向分枝的相关性, 本文

的相场模拟也得到了类似结果. 非线性振荡机制论
认为侧向分枝的产生存在相关性行为, 所以非线性
振荡机制可以解释侧向分枝一定程度上的相关性.
但非线性振荡机制并不能解释为什么会出现波包

中断以及这种中断导致侧向分枝非相关性行为的

存在; 噪声选择放大机制论认为连续产生的侧向分
枝之间没有相关性, 这可用来理解波包中断位置侧
向分枝的非相关性行为. 因此, 从定向凝固枝晶侧
向分枝的相关性来看, 非线性振荡机制和噪声选择
放大机制都对侧向分枝的产生起到了作用.
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图 2 (网刊彩色)不同抽拉速度下 (a) 波包内部侧向分枝生成频率, (b) 侧向分枝随时间间隔演变的相关函数
Fig. 2. (color online) Under different draw velocities (a) frequencies of sidebranches formation in different
bursts and (b) correlation functions of sidebranches over time.

3.2 周期扰动下的规则侧向分枝

3.2.1 无随机噪声条件下的侧向分枝形
态调整

实验研究 [12−15]表明, 外加周期性强制扰动可
以使枝晶产生规则的侧向分枝形态. 为排除真实体
系中随机扰动的可能影响, 本节首先研究无随机噪
声时外加周期性强制扰动条件下的枝晶生长行为.

图 3 (a)为施加不同频率的周期扰动时所获得
的枝晶形态. 可以发现, 当扰动频率 f = 5 Hz和
f = 45 Hz 时, 枝晶主干光滑, 没有侧向分枝产生;
而扰动频率 f = 15, 25, 35 Hz时, 侧向分枝的形态
非常规则. 这表明加入周期扰动时, 只有一定范围
内的扰动频率才能激发枝晶产生规则侧向分枝. 对
比图 1 (c)还可发现, 激发规则侧向分枝所需周期扰
动的频率范围与真实体系在随机噪声条件下的侧

向分枝生成频率范围基本一致, 大约为 7—43 Hz.
图 3 (a)还表明, 周期扰动频率不同时, 侧向分枝的
间距和振幅也有变化. 图 3 (b)为不同频率扰动下
界面水平位置x(z0)随时间的变化曲线, 可以看出
界面水平位置的规则性振荡. 对x(z0)-t曲线做傅
里叶变换后得到侧向分枝生成频谱, 如图 3 (c)，对
应扰动频率 f = 15, 25, 35 Hz所得到的侧向分枝
生成频率分别为 f = 15, 25, 35 Hz, 这说明侧向分
枝的生成频率和周期扰动频率是一致的. 在固定
抽拉速度下, 侧向分枝生成频率决定了侧向分枝间
距, 因此扰动频率越高时侧向分枝间距越小. 这说
明通过施加高频强制扰动, 可以在一定程度上减小
枝晶二次间距、细化枝晶组织.

为说明侧向分枝振幅的变化, 统计了固 -液界
面水平位置随时间规则振荡时波峰x(z0)值和波谷
x(z0)值之差a, 其代表侧向分枝的振幅, 如图 3 (b)
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所示. 侧向分枝振幅a随外加扰动频率的变化曲线

如图 3 (d)所示, 可以发现, a先变大后变小, 并且在
f = 23.9 Hz时a最大, 这表明侧向分枝振幅随扰
动频率变化存在先变大后变小的规律. 模拟结果
还表明了侧向分枝出现最大振幅时外加的强制扰

动频率的特点: 侧向分枝振幅a最大时的扰动频率

f = 23.9 Hz为波包内部侧向分枝生成频率, 因此,
当外加扰动频率与波包内部侧向分枝生成频率一

致时, 侧向分枝振幅最大, 当周期扰动频率偏离这
一频率时, 侧向分枝振幅将变小.

1.60 1.65 1.70 1.75 1.80
60

90

120

150

180

a

-------------     

x
(z

0
)

t/s

f=15 Hz f=25 Hz
f=35 Hz

f=15 Hz

f=25 Hz

f=35 Hz

-----------

(b)

0 10 20 30 40 50
0

10

20

30

40

a

(d)

10 20 30 40
0

2000

4000

6000

8000

(c)

w
↼f
↽

f/Hz f/Hz

x(z0) x(z0) x(z0)z0

z

x

f=5 Hz f=15 Hz f=25 Hz f=35 Hz f=45 Hz

(a)

图 3 (网刊彩色)周期扰动条件下, (a)枝晶形态的随扰动频率的变化, (b)距离枝晶尖端 z0处的界面的规则振荡,
(c)对应 (b)中三种振荡曲线的傅里叶变换频谱, (d)扰动频率变化时侧向分枝振幅 a的变化

Fig. 3. (color online) Under time-periodic external forces (a) the evolution of dendritic morphologies over fre-
quencies, (b) regular oscillations of the interface position in the distance of z0 from dendrite tips, (c) Fourier
spectrums of the three oscillations curves in (b) and (d) the evolution of sidebranches’ amplitudes over
frequencies.

3.2.2 耦合随机噪声下的侧向分枝形态调控

进一步研究了体系存在随机噪声时外加周

期扰动条件下的定向凝固枝晶生长行为, 结果如

图 4 (a)所示. 可以发现, 当外加周期扰动频率为
f = 20, 25, 30 Hz时, 侧向分枝表现出显著的规则
性; 在 f = 15 Hz和 f = 35 Hz时, 虽然侧向分枝形
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图 4 (网刊彩色)随机噪声存在时, 不同频率周期扰动下 (a)枝晶形态随周期频率的变化, (b)距离尖端位置 z0处侧向分枝的演化过

程, (c)对应图 (b)中演化曲线的傅里叶变换频谱
Fig. 4. (color online) Under different time-periodic external forces in the presence of random noise (a) the evolution of
dendritic morphologies over frequencies, (b) the development of sidebranches in the distance of z0 from dendrite tips and
(c) Fourier spectrums of the evolving curves in (b).
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态并不完全规则, 但与随机噪声下的情形相比, 侧
向分枝也表现出了明显的规则性. 从界面水平位置
x(z0)随时间变化曲线 (图 4 (b)所示)可以看出, 在
加入频率为 f = 15 Hz的周期扰动后, 界面呈现近
似周期性的波动, 但这种周期性波动行为有时出现
紊乱, 如图 4 (b)中方框标识的实曲线所示; 而在加
入频率为 f = 25 Hz的周期扰动后, 界面振荡则显
著规则. 图 4 (c)为对图 4 (b)曲线做傅里叶变换的
频谱图, 可以看出侧向分枝生成频率和调控频率一
致, 且此时两个尖峰的频率都在图 1 (c)的频率选择
范围内. 以上结果与上节结果基本一致, 不同之处
仅在于图 3 (d)中不存在尖峰频率之外的频率, 而
图 4 (c)在峰值频率以外也有微小波动, 即说明存在
除了峰值频率外其他频率的界面扰动出现, 这是因
为在选择频率范围内的随机噪声也能促使侧向分

枝的产生.

4 结 论

通过相场法数值模拟研究了随机噪声和外加

周期扰动两种条件下的定向凝固枝晶侧向分枝演

化行为, 分析了侧向分枝波包的行为特点、侧向分
枝的生成频率和侧向分枝振幅大小的变化规律, 得
到的主要结论为:

1)模拟结果进一步证实了侧向分枝波包行为
的存在, 波包内部侧向分枝具有相关性, 不同波包
内侧向分枝生成频率相同;

2)定向凝固枝晶侧向分枝产生频率存在一个
选择范围, 在这一频率范围内施加周期性强制扰动
可以生成规则的侧向分枝;

3)周期扰动条件使侧向分枝规则时, 侧向分枝
振幅随扰动频率的增加先变大后变小, 当扰动频率
等于波包内部侧向分枝生成频率时, 侧向分枝振幅
达到最大.
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Abstract
Growth behaviors of dendritic sidebranches under random noises and characteristics of sidebranches modulated by

external forces in directional solidification are studied by using phase field simulations. Simulation results show that,
under random noises no regular sidebranches appears all the time, but sidebranches can be formed within a suitable range
of frequencies. Moreover, strongly correlated sidebranches are formed at a fixed frequency and in a certain period, usually
called a burst, to appear. There is no correlation between different bursts, but the frequency of every sidebranch within
a burst is the same as its precursor, and this fixed frequency is consistent with the peak frequency of the whole spectrum
of sidebranch. By introducing a time-periodic external force with a frequency in the range of the whole spectrum, regular
dendritic sidebranches can be induced, and they can be most developed if the frequency of the external force is the same
with that in a burst. The simulation results can provide guidance to control dendritic morphologies in solidification.
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