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二维耦合定向输运模型研究∗
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建立了外部驱动力及噪声作用下的二维耦合定向输运模型, 其中的一个维度上为周期性分段棘齿势, 另
一垂直维度上为周期性对称非棘齿势, 外部驱动力及噪声加在周期对称非棘齿势方向上, 而棘齿势方向不加
任何驱动, 采用非平衡统计及非线性动力学理论研究了过阻尼情况下耦合系统在两个维度上的输运性质. 结
果显示, 棘齿势与非棘齿势方向均可产生定向输运, 其中棘齿势方向的系统平均速度对耦合强度、噪声强度、
驱动力强度及粒子数目均有明显的依赖性, 合适的耦合强度、噪声强度、驱动力强度或粒子数目下均可产生最
大输运速度. 而非棘齿势方向的系统平均速度受非棘齿势势垒高度影响显著, 但随耦合强度、驱动力强度、驱
动力初相位差及粒子数目的变化均出现波动现象, 表现出平均速度对这些参量的依赖性较弱.
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1 引 言

外力及噪声驱动下的定向输运是非平衡统计

及非线性动力学领域的一个重要研究方向 [1−5],
而耦合定向输运是目前其中研究的一个热门问

题 [6−8]. 在物理、生物学中, 耦合输运普遍存在.
如生物体内的分子马达通常情况下是以耦合的方

式来进行长距离的物质输运. Vershinin等实验发
现多个驱动蛋白通过耦合可大大提高输运距离 [9];
Shtridelman等则实验发现多个蛋白马达可以相互
耦合以提高运载力及速度 [10]; Ali 等通过实验发现
驱动蛋白和肌球蛋白可以相互耦合以增加输运距

离 [11]. 通过耦合, 系统的输运速度、距离、效率等则
可大大提高. 研究耦合输运, 一方面可对分子马达
等工作原理进一步加深理解, 另一方面可在实际输
运控制等方面加以指导和应用.

对耦合输运的理论研究目前主要集中在一维

问题上. 通过施加外力及噪声, 将耦合系统置入一

维棘齿势或周期非棘齿势中, 研究系统的耦合输运
行为及特征 [12−15]. 有关一维问题的研究已经取得
了一系列有意义的结果. 近年来, 随着理论研究的
深入, 多维问题, 特别是二维问题逐渐受到越来越
多的关注. 为了使系统偏离平衡态, 绝大多数模型
均是在所要关注的能够产生定向流的方向上或者

加噪声 [16], 或者加驱动 [17], 或者让外势随时间周
期变化等 [18]. 但是, 对于二维问题, 如果将驱动及
噪声加在非棘齿势方向上, 而棘齿势方向不加任何
驱动, 系统能否产生沿棘齿势的耦合输运呢? 这
是一种新的输运机理. Zheng等研究了这种机理的
确定性模型, 其中的一维周期性棘齿势方向不加
驱动, 而另一维抛物非棘齿势方向加上周期性驱动
力, 结果显示了非棘齿势方向上的驱动能量可以通
过粒子之间的耦合转化到棘齿势方向上, 从而使不
加驱动的棘齿势方向产生定向输运 [19]; 笔者等研
究了这种机理的随机模型, 其中在一维抛物非棘齿
势方向加上周期性驱动力及噪声, 而另一维分段棘
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齿势方向不加任何驱动, 分析讨论了耦合系统的随
机输运行为 [20].

上述二维模型中的非棘齿势为抛物形式, 由于
无穷高势垒的限制, 系统不可能产生沿非棘齿势方
向的有效输运. 本文, 我们建立另一种二维模型,
其中的非棘齿势为周期性对称势 (如选取正弦函数
势), 另一维为周期性分段棘齿势, 将周期性驱动力
及噪声加在非棘齿势方向上, 而棘齿势方向不加任
何驱动, 研究系统沿两个维度的定向输运情况, 重
点讨论耦合强度、噪声强度、驱动力强度、驱动力

初相位差及粒子数目等参量对两个维度上输运速

度的影响. 结果发现, 棘齿势方向与非棘齿势方向
均能产生定向输运, 但两者对系统及外部各参量的
依赖程度有明显的不同. 其中棘齿势方向上的系
统平均速度受耦合强度、噪声强度、驱动力强度及

粒子数目的影响均非常明显, 显示出平均速度对以
上参量具有较强的依赖性; 而非棘齿势方向上的平
均速度受非棘齿势势垒高度影响显著, 但受耦合强
度、驱动力强度、驱动力初相位差及粒子数目等参

量的影响较小, 显示出平均速度对这些参量的依赖
性较弱.

2 二维模型

考虑耦合系统处于二维势场U(x, y) =

Ux(x) + Uy(y)中, 其中Ux(x)为一维周期性分段

棘齿势, 可表示为

Ux(x) =



d1
b
(x− nL1),

nL1 6 x < nL1 + b,

− d1
L1 − b

[x− (n+ 1)L1] ,

nL1 + b 6 x < (n+ 1)L1,

(n = 0, 1, 2, · · · ), (1a)

这里, L1为棘齿势空间周期, d1为其势垒高度, b反
映了势的不对称度. Uy(y)为另一垂直维周期性对

称非棘齿势, 取正弦函数形式

Uy(y) = d2 sin
(
2πy

L2

)
, (1b)

其中L2为非棘齿势空间周期, d2为其势垒高度.
Ux(x)和Uy(y)如图 1所示.

上述二维势场中,过阻尼情况下N个耦合粒子

组成的系统其动力学行为可用郎之万方程描述为

γẋi +
∂U(xi, yi)

∂xi
+

∂Uint
∂xi

= 0, (2a)

γẏi +
∂U(xi, yi)

∂yi
+

∂Uint
∂yi

= Fi(t) + ξi(t), (2b)

其中, xi, yi为第 i个粒子 t时刻处在二维势场中的

位置坐标, 其位置可表示为 r⃗i(t) = (xi(t), yi(t)). γ

为阻尼系数. U int为粒子之间的相互作用势, 为了
简化, 考虑最简单的两个粒子耦合的情况, 并令它
们之间的耦合为普通的弹性连接, 则

Uint =
1

2
k [∥r2 − r1∥ − a]

2
, (3)

其中 k为弹性系数, 即粒子的耦合强度, a为弹簧

的自由长度. Fi(t)为施加于第 i个粒子上并沿非

棘齿势方向的外部驱动力, 取周期性交流函数形
式 Fi(t) = Ai cos(ωit + ϕi), 其中Ai为驱动力振

幅, 即驱动力强度, ωi为驱动角频率, ϕi为驱动初

相位. ξi(t)为非棘齿势方向上的高斯白噪声, 满足
⟨ξi(t)⟩ = 0, ⟨ξi(t)ξj(t′)⟩ = 2Dδijδ(t − t′), 其中D

为噪声强度.

x
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图 1 二维势函数 (a)周期分段棘齿势函数Ux(x); (b)
周期对称非棘齿势Uy(y)

Fig. 1. Schematic diagrams of (a) the periodic piece-
wise ratchet potential Ux(x) and (b) the periodic sym-
metric non-ratchet potential Uy(y).

定义棘齿势方向 (即x方向)和非棘齿势方向
(即 y方向)系统的平均速度分别为

vx = lim
T→∞

1

NT

∫ T

0

N∑
i=1

ẋidt, (4a)

vy = lim
T→∞

1

NT

∫ T

0

N∑
i=1

ẏidt, (4b)

其中N为粒子数目, T为时间.
采用四阶随机Runge-Kutta算法求解随机微

分方程 (2a)及 (2b). 计算中取时间步长∆t = 0.01,
共演化5×106步,为了模拟更精确,取系统演化104

步时的值作为初值. 此外, 取粒子数N = 2, 阻尼
系数标度为γ = 1.0. 棘齿势周期 L1 = 1.0, 势垒高
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度d1 = 1.0, b = 0.8. 非棘齿势周期L2 = 1.0, 势垒
高度d2 = 1.0. 弹簧自由长度a = 6.0. 交流驱动力
强度A1 = 1.0, A2 = 2.0, 驱动角频率ω1 = 0.025,
ω2 = 0.035, 驱动力初相位差ϕ = ϕ2−ϕ1 = π.

3 结果与讨论

3.1 系统位移随时间的演化

图 2显示了周期性对称非棘齿势势垒高度不
同时系统位移随时间的演化情况. 可以看出, 系统
沿棘齿势与非棘齿势方向均可产生定向输运. 当非
棘齿势势垒高度较小时, 系统沿非棘齿势方向的运
动几乎是匀速的, 显示出较强的定向性; 随着势垒
高度的增加, 系统沿此方向的位移随时间的演化出

现越来越大的波动, 定向性减弱. 说明系统沿非棘
齿势方向的定向输运对非棘齿势势垒高度有明显

的依赖性. 这是因为当对称非棘齿势势垒高度较小
时, 耦合系统在外部驱动力及噪声作用下很容易越
过势垒, 从而产生较强的定向性, 而当势垒高度增
加时, 系统不容易越过势垒而会在非棘齿势势阱中
振荡, 经过一段时间才能从一个势阱跃迁到另一个
势阱, 导致系统的定向性减弱. 这与一维对称周期
势中的简谐耦合系统的定向输运所得结论类似 [21].
从图 2还可看出, 系统通过相互耦合可以将非棘齿
势方向上的输入能量转化到棘齿势方向, 从而产生
有效的沿棘齿势方向的定向输运, 且此输运在非棘
齿势势垒高度变化时均表现出较强的定向性, 原因
是由于棘齿势的不对称性导致系统沿此方向的运

动是连续进行的.
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图 2 不同非棘齿势势垒高度下, 系统沿棘齿势方向的位移 x和沿非棘齿势方向的位移 y随时间 t的演化 (参数取
值: k = 1.5, D = 1.0) (a) d2 = 0.5; (b) d2 = 1.0; (c) d2 = 1.5; (d) d2 = 2.0

Fig. 2. The x positions in the ratchet potential and the y positions in the non-ratchet potential for the two
particles versus time t for different values of barrier height of the non-ratchet potential d, where k = 1.5,
D = 1.0, (a) d2 = 0.5, (b) d2 = 1.0, (c) d2 = 1.5 and (d) d2 = 2.0..

3.2 耦合强度对输运的影响

图 3给出了不同噪声强度下, 系统沿棘齿势和
非棘齿势方向的平均速度与耦合强度的关系. 当噪
声强度固定时, 棘齿势与非棘齿势方向的系统平均

速度与耦合强度的关系表现出明显的不同. 其中棘
齿势方向上系统的平均速度随耦合强度的变化呈

现先增加后减小的趋势, 合适的耦合强度会极大增
强系统的定向输运, 从而使系统沿此方向的平均速
度达到最大. 而非棘齿势方向上的系统平均速度
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随耦合强度的变化呈现一系列的波动现象. 从图
可看出, 耦合强度存在一临界值, 当小于临界值时,
棘齿势方向的平均速度远大于非棘齿势方向; 而当
大于临界值时, 棘齿势方向的平均速度迅速减小到
零, 而非棘齿势方向的平均速度无明显变化. 这说
明耦合强度非常大时, 粒子之间的耦合可看成硬杆
连接状态, 棘齿势方向的输运严重受阻, 而非棘齿

势方向的输运无明显影响. 由此看出, 棘齿势方向
的平均速度对耦合强度具有明显的依赖性, 而非棘
齿势方向的平均速度对耦合强度的依赖性较弱. 从
图 3还可看出, 随着噪声强度的增加, 棘齿势方向
的最大平均速度和沿非棘齿势方向的速度的平均

值均都增加, 表现出噪声强度的变化对两个方向上
平均速度的影响是一致的.
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图 3 不同噪声强度下, 系统平均速度 v与耦合强度 k的关系 (a) D = 10; (b) D = 15; (c) D = 20; (d) D = 50

Fig. 3. The average velocity v versus the coupling intensity k for different values of the noise intensity D,
(a) D = 10, (b) D = 15, (c) D = 20 and (d) D = 50.

3.3 噪声对输运的影响

图 4显示了不同耦合强度下, 系统沿棘齿势和
非棘齿势方向的平均速度与噪声强度的关系. 从图
可看出, 当耦合强度固定时, 棘齿势与非棘齿势方
向的系统平均速度与噪声强度的关系同样表现出

明显的不同. 其中棘齿势方向的平均速度随噪声强
度的变化出现随机共振现象, 而非棘齿势方向的平
均速度随噪声强度的变化出现波动, 并且整体来看
随噪声强度的增大而增大. 这说明了棘齿势方向的
平均速度对噪声强度有明显的依赖性. 此外, 还可
看出, 弱耦合时 (图 4 (a)), 非棘齿势方向的平均速

度明显大于棘齿势方向, 随着耦合强度的增大, 棘
齿势方向的输运被增强, 而非棘齿势方向的输运无
明显变化. 结果与3.2节一致.

3.4 驱动力强度对输运的影响

图 5给出了系统沿棘齿势和非棘齿势方向的
平均速度与外部周期驱动力强度的关系. 可以看
出, 当其他各参量一定时, 棘齿势方向的平均速度
明显依赖于外部驱动力强度, 合适的驱动力强度可
以产生最大输运速度 (图 5 (a)); 而非棘齿势方向的
平均速度围绕某一值上下波动, 从而表现出平均速
度对驱动力强度的依赖性较弱 (图 5 (b)).
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Fig. 4. The average velocity v versus the noise intensity D for different values of the coupling intensity k,
(a) k = 1.0, (b) k = 3.0, (c) k = 5.0 and (d) k = 10.0.
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图 5 (网刊彩色)系统平均速度 v与驱动力强度A1和A2的关系 (参数取值: k = 1.5, D = 1.0) (a)棘齿势方向
的 v与A1和A2的关系; (b)非棘齿势方向的 v 与A1和A2的关系

Fig. 5. (color online) (a) The average velocity vx in the ratchet potential and (b) the average velocity vy in
the non-ratchet potential versus the driving strengthA1 and A2, where k = 1.5 and D = 1.0.

3.5 驱动力初相位差对输运的影响

本文, 我们选取施加在第一个粒子上的驱动力
的初相位为零, 则驱动力初相位差ϕ = ϕ2−ϕ1的

大小决定了初始时刻施加在两个粒子上的驱动力

的方向关系. 当初相位差处于 0—π/2时, 两粒子
初始时刻所加驱动力方向相同; 当初相位差处于

π/2—π时, 两粒子初始时刻所加驱动力方向相反.
为了考察初相位差对输运的影响, 我们模拟计算了
不同初相位差下的系统平均速度随耦合强度及噪

声强度的关系 (图 6 (a), (b))以及系统平均速度随
初相位差的变化关系 (图 6 (c)). 可以看出, 系统沿
棘齿势与非棘齿势方向的平均速度随初相位差的

变化均围绕某一值上下波动, 表现出两方向上的平
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均速度对初相位差的依赖性均较弱 (图 6 (c)), 但初
相位差的变化不会影响两个方向上系统平均速度

与耦合强度及噪声强度之间的关系 (图 6 (a), (b)).
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图 6 (网刊彩色) (a)不同初相位差下, 系统平均速度 v随

耦合强度 k的变化关系 (参数取值: D = 5.0); (b)不同初
相位差下, 系统平均速度 v随噪声强度D的变化关系 (参
数取值: k = 3.0); (c)系统平均速度 v随 ϕ/π的变化关系

(参数取值: k = 3.0, D = 5.0)
Fig. 6. (color online) The average velocity v versus
(a) the coupling intensity k for different values of the
driving initial phase difference Φ, where D = 5.0, (b)
the noise intensity D for different values of the driving
initial phase difference Φ, where k = 3.0 and (c) the
value of ϕ/π, where k = 3.0 and D = 5.0.

3.6 粒子数目对输运的影响

对于耦合输运, 粒子数目是其中的一个重要影
响因素 [22−24]. 图 7显示了系统平均速度随粒子数
目的变化关系. 可以看出, 随着粒子数目的增加,

系统沿棘齿势方向的平均速度出现一系列峰值, 但
总体呈现先增加后减小的趋势, 在合适的粒子数
目下系统能够达到最大平均速度, 说明粒子较少
时, 适当增加粒子数可以加强输运效果, 但粒子较
多时, 系统尺度的增加会导致粒子之间的协调性下
降, 从而阻碍输运而导致系统平均速度减小. 这说
明棘齿势方向的系统平均速度对粒子数目的依赖

性较强. 上述结果与文献 [21]中有关周期外力与噪
声共同驱动的一维棘齿势耦合系统的输运结果类

似. 此外, 图 7还显示出随着粒子数目的增加, 非棘
齿势方向系统的平均速度围绕某一值上下波动, 表
现出平均速度对粒子数目的依赖性较弱.
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图 7 系统平均速度 v随粒子数目N 的变化关系 (参数取
值: k = 1.5, D = 5.0)
Fig. 7. The average velocity v versus the particle pop-
ulation N , where k = 1.5 and D = 5.0.

4 结 论

本文针对目前的耦合定向输运研究主要集中

在一维问题的情形下, 建立了一种二维耦合输运模
型, 其中的一个维度上取周期性分段棘齿势, 另一
垂直维度上取周期对称非棘齿势, 将外部周期性驱
动力及噪声加在非棘齿势方向上, 利用非平衡统计
及非线性动力学理论, 数值计算分析了系统沿棘齿
势和非棘齿势方向的位移在不同非棘齿势势垒高

度下随时间的演化, 以及耦合强度、噪声强度、驱动
力强度、驱动力初相位差及粒子数目等参量对两个

方向上系统平均速度的影响. 结果发现, 系统沿棘
齿势与非棘齿势方向均可产生定向输运; 系统及外
部各参量对棘齿势和非棘齿势方向的输运影响程

度是有着明显的不同, 其中棘齿势方向的定向输运
对耦合强度、噪声强度、驱动力强度及粒子数目均

有明显的依赖性, 但对驱动力初相位差的依赖性较
弱, 合适的耦合强度、驱动力强度或粒子数目下均
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可产生最大平均速度, 且平均速度随噪声强度的变
化出现随机共振现象. 而非棘齿势方向的定向输运
对非棘齿势势垒高度有明显的依赖性, 而对耦合强
度、驱动力强度、驱动力初相位差及粒子数目的依

赖性均较弱.
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Abstract
Under the effect of external driving force and noise, a directed transport model for coupled particles in a two-

dimensional potential is established. Here, a one-dimensional potential is taken as the periodic piecewise ratchet potential,
and the other one is taken as the periodic symmetric non-ratchet potential to which the external periodic driving force
and noise are applied. According to the nonequilibrium statistical theory and the nonlinear dynamics, the transport
characters of the coupled system in the overdamped case are researched and discussed. Numerical results show that
an obvious directed transport can appear both in the ratchet potential and in the non-ratchet potential case. But,
the average velocities of the coupled system in the two potentials have completely different dependence on the system
parameters. In the case of ratchet potential, the average velocity is strongly dependent on the coupling intensity, noise
intensity, the driving strength, and the particle population; the average velocity can reach the maximum at appropriate
coupling intensity, noise intensity, the driving strength or the particle population. Otherwise, in the case of non-ratchet
potential, the average velocity is strongly dependent on the barrier height for the non-ratchet potential, but fluctuates
as the coupling intensity, the driving strength, the driving initial phase difference or the particle population varies. This
shows that the average velocity of the coupled system in the non-ratchet potential has weak dependence on system
parameters, including the coupling intensity, the driving strength, the driving initial phase difference and the particle
population.
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