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非长波极限下二维光子晶体中横电模的

等效介质理论∗
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基于Mie散射理论, 推导、建立了适用于非长波极限的二维光子晶体中横电模的等效介质理论. 随后利
用该理论探讨了二维光子晶体中横电模的负折射特性和零折射特性, 计算结果与相应的能带结构相符合, 验
证了该理论在非长波极限条件下的适用性. 更进一步的是, 使用该理论能得到从能带结构中无法获取的额外
信息.

关键词: 等效介质理论, 非长波极限, 光子晶体, 横电模
PACS: 42.70.Qs, 78.20.Bh, 78.20.Ci DOI: 10.7498/aps.64.154210

1 引 言

近年来随着微加工技术的发展, 在二维周期
性结构的电介质和金属光子晶体中, 研究者观察
到了一系列如负折射率 [1,2]、零折射率 [3,4]以及零

介电常数等 [5]普通材料难以实现的新奇物理现象.
这些新颖的超材料能应用于超分辨 [6,7]、生物传

感 [8]和非线性相位匹配 [9]等领域, 具有广泛的应
用前景. 目前, 研究者通常会使用等效介质理论
(effective medium theory, EMT)分析人造周期材
料的光学特性, 而普通的EMT只能用于长波极限
的条件下, 即入射光波波长λ远大于材料的晶格结

构a. 但负折射和零折射等新奇的物理现象通常发
生在周期晶格能够对光子产生作用的条件下, 此时
λ与a数量级相当, 无法使用普通的EMT探讨此类
问题, 因此需要发展、建立一套适用于非长波极限
的EMT.

Chui等 [10]从第一性原理出发, 得到了非长波

极限条件下等效介质中波数 keff的表达式, 但是
无法得到等效阻抗; Sarychev等 [11]利用偶极子近

似获得了等效电磁参数, 但其方法只能用于金属
超材料; Koschny等 [12]利用实验测量的透射和反

射谱, 数值反推材料的等效电磁参数, 因此无法
获得解析的表达式. 2006年, Wu等基于Mie散射
理论, 建立了非长波极限下二维光子晶体中横磁
模 (transverse magnetic mode, TM 电场平行于介
质柱或空气柱的长轴)的EMT [13], 随后被进一步
发展并成功应用于探讨介质光子晶体中TM模 (电
场平行于介质柱或空气柱的长轴)的负折射率 [14]

和零折射率 [3], 以及磁性光子晶体中各向异性的
磁效应 [15]等物理现象. 而对于横电模 (transverse
electric mode, TE, 磁场平行于介质柱或空气柱的
长轴), 目前还未有详细的研究报道. 因此本文将推
导、建立适用于非长波极限的TE模EMT, 随后利
用该理论探讨二维光子晶体中TE模的负折射和零
折射特性, 并与能带理论的计算结果作比较.
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2 理论模型

对于二维光子晶体, 介质圆柱 (或空气孔)按一
定的周期结构分布在背景介质中, 设介质柱 (或空
气孔)的介电常数和磁导率分别为 εs和µs, 半径为
rs, 晶格常数为a. 背景介质的介电常数和磁导率
分别为 εh和µh. 为了便于推导, 本文将使用正方晶
格结构为例, 如图 1 (a)所示. 电磁波在这种光子晶
体中的传播特性可以等效为在无限大等效介质中

对一根带有覆盖层的介质圆柱的散射行为 [13], 对
于正方结构, 覆盖层的半径 rh由πr

2
h = a2给出, 如

图 1 (b)所示. 等效介质的介电常数和磁导率分别
设为 εeff和µeff. 需要说明的是, 该方法对光子晶体
的几何周期结构没有限制, 不同的几何结构只是
占空比不同. 在取a为单位 1的条件下, 不同的几
何结构只会改变 rh的值, 例如对于六角结构, rh由

πr2h =
√
3a2/2给出.

a

a

rh
εh

εs

rs

εeff
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y
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图 1 (网刊彩色) (a)二维光子晶体结构示意图; (b)等效
介质模型中等效原胞示意图

Fig. 1. (color online) (a) Schematics of a the photonic
crystal made of circular cylinders; (b) the equivalent
unit cell used in the effective-medium model.

根据Mie散射理论, 在图 1 (b)中传播的散射
电磁场可以展开成矢量柱面波函数的线性组合 [16].
对于TE偏振, 磁场沿Z方向, 电场在XY 平面内,
此时介质柱中、覆层介质中以及等效介质中的磁场

可以分别表示为

Hz(ks, r) =
√
εsµs

∑
n

(−i)nas
nJn(ksr) e inϕ, (1)

Hz(kh, r) =
√
εhµh

∑
n

(−i)n[ahnJn(khr)

+ bhnH
(1)
n (khr)] e inϕ, (2)

Hz(keff, r) =
√
εeffµeff

∑
n

(−i)n[aeff
n Jn(keffr)

+ beff
n H(1)

n (keffr)] e inϕ, (3)

其中ks, kh, keff分别是介质柱、覆层介质和等效介

质中的波数, Jn(x)和H
(1)
n (x)分别是第一类贝塞

尔函数和第一类汉克函数. 其对应的电场分量可以
很容易的通过式E =

i
ωε{s, h, eff}

∇×H计算得到.

由Mie散射理论, 覆层圆柱体的总散射截面
可以表示为Csca =

4

keff

∑
n

∣∣Deff
n

∣∣2, 其中Deff
n =

beff
n /aeff

n 为Mie散射系数. 当满足条件 keffrh ≪ 1

时, Csca主要由n = 0和n = 1决定, 高阶项趋于
零. 由于总散射最终在等效介质中消失, 因此有
Deff

n = 0, 即 beff
n = 0. 然后再考虑电场和磁场应在

介质圆柱和覆层材料界面 (r = rs)以及覆层材料和
等效介质界面 (r = rh)满足各自的边界条件, 经过
一系列繁琐的计算和化简可得[

− µskhJ
′
n (ksrs) Jn (khrs)

+ µhksJ
′
n (khrs) Jn (ksrs)

]
×
[
− µhksH

′(1)
n (khrs) Jn (ksrs)

+ µskhJ
′
n (ksrs)H

(1)
n (khrs)

]−1

=
[
− ε0keffJ

′
n (keffrh) Jn (khrh)

+ εeffkhJ
′
n (khrh) Jn (keffrh)

]
×
[
− ε0keffJ

′
n (keffrh)H

(1)
n (khrh)

+ εeffkhH
′(1)
n (khrh) Jn (keffrh)

]−1
. (4)

当满足条件keffrh ≪ 1, 且不对ksrs和khrh做出任

何限制时, 对 (4)式引入如下的合理近似J0(x) ≈ 1,
J1(x) ≈ x/2, J ′

0 (x) ≈ −x/2, J ′
1 (x) ≈ 1/2,

H
(1)
0 (x) ≈ 1 + i(2/π) ln (x), H

(1)
1 (x) ≈ (x/2) −

i [2/ (πx)], H ′(1)
0 (x) ≈ − (x/2) + i [2/ (πx)]和

H ′(1)
1 (x) ≈ 1/2 + i

[
2/

(
πx2

)]
, 其中x = keffrh,

可得

εeff = [J1 (khrh) +D1J1 (khrh)

+ iD1Y1 (khrh)]
√
εh

× {krh[J
′
1 (khrh) +D1J

′
1 (khrh)

+ iD1Y
′
1 (khrh)1]

√
µh}−1, (5)

µeff = − 2[J ′
0 (khrh) +D0J

′
0 (khrh)

+ iD0Y
′
0 (khrh)]

√
µh

× {krh[J0 (khrh) +D0J0 (khrh)

+ iD0Y0 (khrh)]
√
εh}−1, (6)

其中

Dn = {−µskhJ
′
n (ksrs) Jn (khrs)
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+ µhksJ
′
n (khrs) Jn (ksrs)}

× {−µhksH
′(1)
n (khrs) Jn (ksrs)

+ µskhJ
′
n (ksrs)H

(1)
n (khrs)}−1,

Yn (x)为第二类贝塞尔函数 (诺伊曼函数). 比较文
献 [13]中的TM模结果可知, TE和TM模的EMT
并不能简单的将E和H, 或 ε 和µ 互换得到. 对于
TE模和TM模, 其各自的散射系数Dn的表达式完

全不一样. 另外, 对于TM模, 计算 ε时取n = 0, 计
算µ时取n = 1, 对于TE模则正好相反.

从上述推导可知, 该理论只需要满足keffrh ≪
1的条件, 对ksrs和khrh没有任何要求. 与之相比,
通常的EMT需要同时满足keffrh ≪ 1, ksrs ≪ 1和

khrh ≪ 1. 而在实际应用中, 该理论对keffrh ≪ 1

的要求其实也不是十分苛刻. 在这里需要强调的
是, EMT是将光子晶体作为各向同性介质做等效
的, 即需要等频线近似为圆形. 但光子晶体在处于
弱周期调制状态时会表现出各向异性特性, 甚至在
某些频段能同时激发出多种模式 [17,18], 此时入射

光在光子晶体中的传播行为已经不能等效为通常

的折射行为, 在这些情况下EMT已经不再适用.

3 应用及分析

3.1 TE模的负折射特性分析

我们将使用以前工作中讨论过的全角度折射

率为 -1的二维光子晶体为例 [19]分析TE模的负折
射特性. 光子晶体采用了正六边形的晶格结构, 介
质柱为圆柱形, 周期性的排列在空气中, 使用了
介电常数为 12.96磁导率为 1的电介质材料, 例如
GaAs或Si. 介质柱的半径 r = 0.45a, 其中a为晶

格常数. TE模的能带结构由平面波展开法计算得
到, 如图 2 (a)所示. 其中纵坐标为标准化频率 f ,
定义为a/λ, λ为真空中的波长. 从图可以看到禁带
出现在 f = 0.22到 f = 0.25之间, 由于全角度负折
射发生在能带边缘, 且要求等频面中心的频率高于
第一布里渊区边缘的频率, 因此负折射的研究通常
集中在第二能带 [15].
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图 2 (网刊彩色) (a)光子晶体TE模的能带结构 (图 (a)中的阴影区域表示禁带范围); (b)光子晶体TE模
的等效介电常数 εeff和等效磁导率 µeff

Fig. 2. (color online) (a) The band structure of TE mode, (b) effective permittivityεeffand perme-
abilityµeffof the sample. In (a), the shadow area indicates the band gap.

图 2 (b)给出了利用 (5)式和 (6)式计算得到的
等效介电常数 εeff和等效磁导率µeff. 从图 2 (b)
中可以清楚地看到, εeff和µeff均表现出洛伦兹型

色散, 电场共振强度远大于磁场共振. 禁带出现
在共振频率处, 此时电磁场被局域化在每根介
质柱中, 彼此之间几乎不产生相互作用, 使得电
磁波无法在光子晶体中传播, 与图 2 (a)中的禁带
位置符合. εeff < 0和µeff < 0的区域分别出现

在 0.22 6 f 6 0.32和 0.22 6 f 6 0.37, 因此在
0.25 6 f 6 0.32之间满足 εeff和µeff同时为负, 对

应第二能带 (如图 2 (a)所示), 在此频段内光子晶体
表现出负折射特性.

图 3 (a)分别给出了利用能带结构算得的ΓM

方向的第二能带的等效折射率以及利用 (5)和 (6)
式算得的第二能带的等效折射率. 从图中可以看
出, 在 f > 0.3的频段范围内两者的计算结果符合

得很好. 但当 f < 0.3时, 两者随频率变化的趋势
虽然相同, 但数值的差别逐渐增大. 这是因为随着
f 增大, 周期结构对光子晶体的调制作用逐渐减
弱, 光子晶体的各向异性特性逐渐显现, 当 f < 0.3
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时, 等频线已不能保持为圆形, 如图 3 (b)所示. 虽
然当 f < 0.3时, 利用 (5)和 (6)式算得的具体数值
已经不再可信, 但通过对图 2的分析比较可知, 此
时该理论仍然可以很准确的预测禁带出现的位置.

同时我们还可以计算得到, f = 0.3时光子晶体的

阻抗Z =
√
µeff/εeff ≈ 3.4, 与空气阻抗不匹配, 导

致高反射、低透射, 而这一信息无法从能带结构中
获得.
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图 3 (网刊彩色) (a)由不同方法算得的光子晶体TE模第二能带的等效折射率 (其中实线表示由能带结构算出的
ΓM 方向的等效折射率, 虚线表示由 (5)和 (6)式算出的等效折射率); (b) 光子晶体TE模第二能带的等频线 (图中
的灰线表示第一布里渊区的边界)
Fig. 3. (color online) (a) The calculated effective index in the second band for TE mode using different
methods. Solid line shows the calculated results along ΓM direction based on the band structure, and dash
line shows the calculated results based on Eq. (5) and (6); (b) The equifrequency surface contours of the
system at several relevant frequencies in the second band. The gray line shows the first Brillouin zone.

3.2 TE模的零折射率特性分析

这里我们仍然使用二维六角结构的介质圆柱

光子晶体, 介质柱的介电常数为 2.2磁导率为 1(例
如SiO2), 周期性分布在空气中. 介质柱的半径
r = 0.19a, 其中a为晶格常数. 图 4 (a)给出了TE
模的能带结构, 从图中可以看到, 此时TE模在Γ

点形成了狄拉克锥 (Dirac cone). 狄拉克锥由三
重简并态构成, 这种情况被称之为偶然简并引发
的狄拉克点 (accidental-degeneracy-induced Dirac
point), 在此频率处 (f = 1.06)的等效折射率为 0,

当晶格结构发生变化时, 三重简并态将退简并 [3],
如图 5 (a)所示.

利用 (5)式和 (6)式可算出 f = 1.06附近的等

效介电常数 εeff和等效磁导率µeff, 如图 4 (b)所示.
从图可以看到, 在 f = 1.06处 εeff和µeff同时为零,
使得等效折射率neff = 0, 且阻抗Z = 1与空气阻

抗匹配良好. 这里需要强调的是, 在这种情况下,
a/λ大于 1, 普通等效介质理论已完全失效, 但由于
keff趋于零, 仍然满足keffrh ≪ 1的条件, 因此 (5)
式和 (6) 式依然适用.
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图 4 (网刊彩色) (a)光子晶体TE模的能带结构 (r = 0.19a); (b) f = 1.06附近光子晶体TE模的等效介电常数
εeff和等效磁导率 µeff

Fig. 4. (color online) (a) The band structure of TE mode (r = 0.19a); (b) effective permittivityεeffand
permeabilityµeffof the sample aroundf = 1.06.
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图 5 (网刊彩色) (a)光子晶体TE模的能带结构 (r = 0.24a); (b) f = 1附近光子晶体TE模的等效介电常数 εeff

和等效磁导率 µeff

Fig. 5. (color online) (a) The band structure of TE mode (r = 0.24a); (b) effective permittivity εeffand
permeabilityµeffof the sample aroundf = 1.

其实能带结构能够在Γ点形成狄拉克锥并不

是neff = 0的必要条件. 图 5 (a)给出了其他条件
都不变的情况下, r = 0.24a时光子晶体的能带结

构. 此时Γ点的三重简并态退简并, 分裂成能级较
高的二重简并态 (f = 1.04)和能级较低的单重态
(f = 0.99), 狄拉克锥消失. 图 5 (b)给出了相应的
等效介电常数 εeff和等效磁导率µeff, 从图中可以
看到, 在 f = 1.04处由于 εeff = 0使得neff = 0, 而
在 f = 0.99处由于µeff = 0使得neff = 0, 但由于这
两种情况下, 光子晶体阻抗与空气阻抗不再匹配,
使得入射光的大部分能量被反射, 材料性能大大
下降.

4 结 论

本文基于Mie散射理论, 建立了非长波极限下
二维光子晶体中TE模的等效介质理论, 并将其应
用于负折射特性和零折射特性的探讨, 计算结果与
能带结构相符合, 证明了该理论的正确性. 与此同
时, 该理论能提供从能带结构中无法获得的阻抗信
息, 有助于研究者加深对此类新奇物理现象的研究
和理解.
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Abstract
An effective medium theory of two-dimensional photonic crystal for TE mode beyond the long-wavelength limit has

been established based on the Mie scattering theory. First, the proposed theory has been used to study the negative-
refractive-index photonic crystals for TE mode. This theory can be used to calculate the effective indices and the effective
impedance, and to predict the position of the band gap. Results agree well with the band structures, especially when the
equifrequency surface contours are almost circular. Then the proposed theory is used to study the zero-refractive-index
photonic crystals for TE mode. It can be seen a triply-degenerate point at Γ point, forming a Dirac cone in the band
structures. It has been called an “accidental-degeneracy-induced Dirac point”, where the effective index is zero and the
effective impedance is 1. Results calculated using the proposed theory agree well with the band structures. This means
that the theory can be used well beyond the long-wavelength limit. Furthermore, the additional impedance information,
which cannot be obtained by band structures, can be derived from the proposed theory.
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