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分数阶对数耦合系统在非周期外力作用下的

定向输运现象∗
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( 2015年 1月 31日收到; 2015年 4月 22日收到修改稿 )

本文讨论了分数阶对数耦合系统在非周期外力作用情况下, 耦合粒子链的定向输运现象. 由于粒子在黏
性介质中的运动具有 “记忆性”, 所以本文通过将系统建模为分数阶对数耦合模型来研究各个系统参数对粒子
链运动状态的影响. 数值仿真表明: 1)对于此类系统, 只有在存在外力作用的情况下粒子链才能够产生定向
输运现象, 并且粒子链平均流速随着外力的增大而增大. 2)对于分数阶阶数较小的系统, 阻尼记忆性对粒子
链的运动状态有显著的影响, 具体表现为: 粒子链的平均流速存在上界 (这个上界非常小), 无论外力、耦合力
以及噪声强度如何变化, 粒子链的平均流速都不会超过这个上界. 当系统的阻尼力很大且外力为零时, 粒子
链不会产生定向输运现象. 3) 当系统的阶数与外力较大时, 虽然粒子链能够产生定向流, 但是此时系统对耦
合力与噪声具有免疫性. 4) 耦合力与噪声强度对粒子链运动的影响只在外力较小的情况下有所表现. 在这种
情况下, 当系统阶数充分大时, 粒子链的平均流速随着耦合力与噪声强度的变化而变化, 并且伴随着定向流的
产生.

关键词: 分数阶对数耦合系统, 记忆性介质, 广义随机共振, 定向输运现象
PACS: 05.10.Gg, 45.10.Hj DOI: 10.7498/aps.64.170501

1 引 言

分子马达是一种蛋白酶, 能够高效地将三磷酸
腺苷 (ATP)水解时释放出的化学能转化为机械能.
由热力学第二定理可知, 当系统处于热力学平衡
时, 定向输运是不可能发生的. 因此系统能够产生
定向输运, 要满足的首要条件是该系统必须处于非
平衡状态, 例如: 1) 非对称周期势 [1,2]; 2)多个粒子
的耦合作用 [3]; 3)随机涨落力和热噪声的作用 [4−7]

等. 但是, 这些条件不一定是充分条件, 要产生物
理上可观察到的定向输运, 还需各参数匹配 [5]. 随
着研究的深入, 科学家发现分子马达一般以集体形
式工作 [8,9],粒子间的相互作用不可避免,所以上述
条件 2)是研究分子马达定向输运现象所需考虑的

一个必不可少的因素. 例如, Lipowsky等 [10]发现

多个分子马达的耦合会大幅度提高粒子的输运速

度; Downton等 [11]发现马达链的内部做功会使多

个分子马达的输运效率低于单个分子马达的输运

效率; Kumar等 [12]发现在对称周期势下粒子链也

能产生定向输运现象, 并且耦合驱动力能改变粒子
链的定向输运速度大小.

目前, 关于系统定向输运现象的研究工作大部
分仍停留在整数阶系统 [1−15], 研究表明, 粒子在黏
弹性介质中的运动具有 “记忆性”, 这种 “记忆性”
是整数阶动力系统难以刻画的. 近年来, 分数阶微
积分理论受到广泛关注, 随着对分数阶动力系统研
究的深入, 人们发现分数阶微分算子非常适合描述
具有记忆、遗传和路径依赖性的物理、化学以及生

物现象, 被广泛应用于混沌、随机共振及反常扩散
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等研究中 [16−23]. 同样, 分数阶随机微分方程理论
也为研究 “记忆性”介质中的定向输运现象提供了
崭新的数学工具. 2010年, Ai等 [16]发现分数阶噪

声频谱的不同会影响布朗马达的输运方向. 2012
年, Ernst等 [17]对拥挤流体中的分数阶布朗马达展

开了较为详细的研究. 2014年, 屠浙等 [18]对具有

对称周期势的分数阶布朗马达的定向输运现象展

开了深入的研究, 发现此类分数阶系统在阶数较
小时能够产生反向流, 并且当系统阶数固定时, 粒
子链的平均流速会随噪声变化产生广义随机共振

现象.
尽管如此, 当前对于分数阶耦合系统的研究大

多基于线性情形, 如文献 [18, 19] 研究了分数阶线
性耦合系统在无外力或对称的周期外力作用下的

定向输运现象, 通过数值求解分析了该系统参数对
定输运速度的影响. 然而, 自然界中真实的现象大
多为非线性情形, 在这方面, 林丽烽等 [23]研究了闪

烁棘轮势作用下分数阶耦合模型的定向输运现象,
通过数值模拟发现该模型能够产生反向定向流.

目前, 关于分数阶非线性耦合系统的定向输运
现象的研究工作尚处于起步阶段, 对于此类系统受
外力作用下的输运现象的研究也未见报道, 因此本
文提出分数阶非线性对数耦合模型, 研究该模型受
非周期外力作用下的定向输运现象. 通过分数阶差
分法对模型进行数值仿真, 研究分数阶阶数、耦合
强度、噪声强度、外力强度对粒子链定向输运速度

的影响. 通过数值分析, 我们观察到区别已有关于
分数阶耦合系统的相关研究结果的特殊动力学现

象 [18,19,23], 包括: 在外力较小时, 耦合强度和噪声
强度对分数阶阶数较大与阶数较小的系统有不同

的影响; 在外力足够大时, 系统对耦合强度, 噪声强
度具有免疫性. 这些现象都是以往被研究的分数阶
耦合系统中未能观测到的新现象.

2 系统模型

N个耦合粒子在双阱棘轮势场的运动由如下

方程描述:

mẍi(t) =−
∫ t

0

γ(t− u)ẋi(u)du−
∑
N

∂Up(xi)

∂xi

− k ·
∑
N

∂Ln(xi − xj)

∂xi
+ F

+
√
2Dξi(t), (i = 1, 2, · · · , n), (1)

其中, xi(t)为第 i个粒子的位移, γ(t)为阻尼核函

数, Up(xi)为双阱棘轮势函数, k为扩散耦合强度,
D 为噪声强度, ξi(t)为均值为零的高斯白噪声,
满足

⟨ξi(t)⟩ = 0, ⟨ξi(t)ξj(t)⟩ = δij(t− s). (2)

特别地, 当阻尼核函数γ(t) = γδ(t)时, (1)式
即退化为文献 [24]所讨论的整数阶耦合粒子运动
方程.

在许多实际的反应系统 (如物理系统、生化系
统)中, 当粒子在非均匀介质运动时其速度会表现
出幂律记忆性, 具体表现为距当前时刻越近, 其记
忆性就越强, 反之记忆性就越差 [25]. 因此, 本文
考虑将 (1)式中的阻尼核函数γ(t)建模为如下幂律

函数:

γ(t) =
1

Γ (1− α)
|t|−α

, (0 < α < 1). (3)

图 1给出了γ(t)的示意图, 由图可见指数α越

小, γ(t)衰减得越慢, 即对历史速度的记忆性越强,
可见指数α刻画了阻尼记忆性的强弱. 将 (3)式中
的阻尼核函数γ(t)代入 (1)式右端阻尼项, 并结合
Caputo分数阶微积分的定义 [26]有

1

Γ (1− α)

∫ t

0

(t− τ)−αẋ(τ)dτ ′

=C
0 D

α
t x(t), (0 < α < 1). (4)

其中算子C
0 D

α
t 表示Caputo意义下的α阶分数阶

导数.

      


















t

γ
↼t
↽

p/⊲

p/⊲

p/⊲

图 1 (网刊彩色) α取不同值时阻尼核函数 γ(t) 示意图
Fig. 1. (color online) The damping kernel function
γ(t) at different α.

由于分子马达描述的是微观粒子链的运动, 所
以一般情形下, 我们考虑的是粒子链的平均速度,
即可以近似的认为加速度 ẍ = 0. 最终我们得到本
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文所研究的分数阶对数耦合粒子方程:

C
0 D

α
t xi(t)

=−
∑
N

∂Up(xi)

∂xi
− k ·

∑
N

∂Ln(xi − xj)

∂xi
+ F

+
√
2Dξi(t), (i = 1, 2, · · · , N), (5)

其中, 分数阶阶数0 < α < 1, 势函数选为

Up(xi) =− Up1 e− sin2(πxi)/2 sin2(πR)

− Up2 e− sin2(π(xi−d))/2 sin2(πR). (6)

在本文的后续研究中, 不失一般性地我们假设
(6)式中Up2 = 0, 此时 (6)式刻画的势函数Up(xi)

为周期势函数, 如图 2所示. 由于此周期势函数
的Taylor展开式是无穷多个三角函数的线性组合,
相较于已有关于分数阶耦合系统所选取的势函

数 [18,19,23], 本文所选取的势函数更为复杂, 也更具
有一般性.

     
֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲

֓⊲



x

U
p
↼x
↽

图 2 (网刊彩色) 对称周期势Up(x)示意图

Fig. 2. (color online) The symmetric periodic poten-
tial Up(x).

3 数值仿真与分析

对分数阶方程 (5)式, 由于系统的复杂性 [24],
为了方便起见, 在下面的数值仿真中, 我们取定
粒子数N = 2, 即研究两个粒子组成的耦合系
统, 并且假定Up2 = 0. 利用分数阶差分法 [5,26]对

(5)式所刻画的分数阶对数耦合定向输运系统进
行数值仿真, 取定采样步长∆t = 0.01 s, 仿真时
间TS = 100 s, 若无特别说明, 周期势势垒高度
Up1 = 1, 噪声强度D = 0.1, R = 0.15. 当粒子间没
有相互作用, 即k = 0时, 系统转化为外力作用下
的单粒子在棘轮势中的运动; 当粒子间相互作用趋
于无穷大, 即k → +∞时, 所有粒子被刚性束缚在

一起, 系统的动力学行为相当于单个粒子在如下有
效势中的运动:

Ueff(x) =
1

N

N∑
i=1

U(x+ ia). (7)

本文排除上述两种特殊情况, 主要考虑 0 <

k < +∞时对于有限大小的耦合强度 k, 粒子
间的相互作用所引起的复杂定向输运行为.
根据 (5)式, 粒子 xi在时刻 t受到的阻尼力为

1

Γ (1− α)

∫ t

0

(t− τ)−αẋ(τ)dτ , 即 t时刻受到的阻

尼力是时间段 [0, t]内的速度关于阻尼核γ(t)的加

权平均. 当阶数α→1时, 即系统的的记忆性变差,
核函数γ(t)衰减加快, 这意味着历史速度对当前阻
尼的贡献减小, 阻尼力变弱, 导致粒子有更快的输
运速度; 而当阶数α减小时, 系统的记忆性增强, 历
史速度对当前阻尼力贡献增强, 阻尼力也随之增
强, 致使定向输运的速度减缓.

3.1 粒子链平均流速v与耦合强度k

的关系

图 3 (a)—(e)分别给出分数阶对数耦合系统在
外力F不同取值情形下 (F = 0, F = 1, F = 2,
F = 3, F = 4)粒子链的平均流速 v与耦合强度k

的k-v示意图. 从图 3 (a)看出, 当系统无外力作用
(F = 0)且系统阶数α较小时 [如图 3 (a)中α = 0.2,
α = 0.4, α = 0.6], 随着耦合强度k的增大, 粒子
链的平均流速 v在横轴 v = 0上下来回振荡, 并且
系统阶数α越小, 对应曲线的振荡幅度越大. 此时,
对于任意大小的系统耦合强度k, 粒子链均不能产
生定向输运现象, 即阶数α较小的分数阶对数耦

合系统在无外力作用时, 系统对耦合强度k具有免

疫性. 这种免疫性的出现是由于当系统阶数α较

小时, 分数阶系统的阻尼力较大, 此时无论耦合强
度k如何变化, 对应的耦合力始终小于阻尼力, 导
致粒子链无法越过势垒, 仅在单个势阱中来回摆
动, 长时间驻留于势阱, 无法形成定向粒子流. 同
时, 从图 3 (a)看出, 系统无外力且阶数α较大时 [如
图 3 (a)中α = 0.8, α = 1], 由于分数阶系统的阻尼
力较小, 理论上耦合强度会对粒子链的平均流速 v

会产生影响, 但是由于系统无外力作用导致粒子链
平均流速较小, 所以在模拟中我们无法观测出来.

图 3 (b)—(e)分别给出F ̸= 0, 即系统受到外
力作用时的k-v示意图, 从图中曲线可以看出, 此
时对于任意的系统阶数α, 粒子链均能产生定向输
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运现象. 从图中曲线看出该系统模型存在下列两类
现象:

1)当系统阶数α较大时 (如图中α = 0.6,
α = 0.8, α = 1), 分数阶系统的阻尼力较小, 若系
统外力F较小 (图 3 (b)中F = 1), 整个系统耦合力
起主导作用, 随着耦合系数k的增大粒子链的平均

流速 v随之增大; 若系统外力F较大 (图 3 (c)—(e)
中F = 2, F = 3, F = 4), 整个系统外力F起主导

作用, 粒子链的平均流速 v随外力F的增大而变大,
系统的耦合系数k对粒子链的平均流速 v的影响逐

渐变小, 表现出此时系统对耦合强度k具有免疫性.
由于系统阶数α越大, 阻尼力的影响越小, 所以系

统阶数α越接近 1时, 粒子链的平均流速 v增加的

越快.
2) 当系统阶数α较小时 (如图中α = 0.2,

α = 0.4), 分数阶系统的阻尼力较大, 粒子链流
速 v较小, 系统外力F的作用导致粒子链产生定向

输运现象. 从图中曲线看出, 随着耦合系数k的增

加, 粒子链的平均流速 v变化缓慢, 即系统对耦合
系数k具有免疫性. 同时, 当系统阶数α较小时, 粒
子链的平均流速 v有一个较小的上界, 无论外力F

与耦合力如何变化, 粒子链的平均流速 v都不会超

过这个上界.
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图 3 (网刊彩色)粒子链平均流速 v与耦合系数 k的关系示意图 (a) F = 0; (b) F = 1; (c) F = 2; (d) F = 3; (e) F = 4

Fig. 3. (color online) The average transport velocity of the particles vversus the coupled coefficient k with various
external force F : (a) F = 0; (b) F = 1; (c) F = 2; (d) F = 3; (e) F = 4.
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3.2 粒子链平均流速v与系统阶数α

的关系

本节的主要目的是研究分数阶对数耦合系统

在不同外力F作用情形下, 系统阶数α对粒子链

的平均流速 v的影响. 我们试图通过本节的仿真
实验观测一些在 3.1节中未能观测到的该系统所
具有的更为丰富的动力学现象, 并给予这些现象
以合理的物理解释. 图 4 (a)—(d)分别给出系统在
外力F不同取值情形下 (F = 1, F = 2, F = 3,
F = 4)的α-v示意图. 从图中所有曲线看出, 当
系统阶数α逐渐增大时, 对应粒子链的平均流速 v

存在明显的非单调变化趋势, 系统在某个特定的
分数阶阶数α0处, 粒子链平均流速 v取得极大值

vmax, 这意味着该分数阶对数耦合系统产生了广
义随机共振现象. 而以往对于分数阶线性耦合系
统的相关研究, 随着系统阶数α的增大, 粒子链的
平均流速 v随之单调递增, 未能观测到广义随机共
振现象. 可见, 由于本文所研究的分数阶对数耦合
系统的对数耦合项k ·

∑
N

∂Ln(xi − xj)

∂xi
与势能项

Up(xi) = − e− sin2(πxi)/2 sin2(πR)较线性耦合系统更

为复杂, 使得本文所研究的这类分数阶非线性系统
具有更丰富的动力学行为.
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图 4 (网刊彩色) 粒子链平均流速 v与阶数α的关系示意图 (a) F = 1; (b) F = 2; (c) F = 3; (d) F = 4

Fig. 4. (color online) The average transport velocity of the particles vversus the fractional order αwith
various external force F : (a) F = 1; (b) F = 2; (c) F = 3; (d) F = 4.

此外, 当分数阶阶数0 6 α 6 0.5时, 系统阻尼
力较大, 无论外力F与耦合力如何变化, 粒子链的
平均流速 v的变化都相当微弱, 这说明阶数α较小

的分数阶对数耦合系统中阻尼力起主导作用. 理论
上讲, 系统在较小阶数下, 粒子链的平均流速 v可

能会随外力F的变化而变化, 但是由于此时阻尼力
较大, 使得粒子链的基本流速较小, 所以我们无法
通过仿真模拟确切的观测出 v随F变化所呈现的

极其细微的变化.

3.3 粒子链平均流速v与噪声强度D

的关系

图 5 (a)—(d)分别给出分数阶对数耦合系统在
外力F不同取值情形下 (F = 0, F = 1, F = 2,
F = 3)粒子链的平均流速 v与噪声强度D的D-v
示意图, 其中耦合系数k = 0.1. 从图中我们观测到
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了如下一些新的现象:
1) 当系统阶数α较小时 (如图中α = 0.2,

α = 0.4), 分数阶系统的阻尼力较大, 当有外力
F作用时, 粒子链会产生定向输运现象, 但粒子链
的平均流速 v始终较小, 且从图中曲线看出, 随着
噪声强度D的增加, 粒子链平均流速 v变化缓慢,
即系统对噪声强度D具有免疫性.

2) 当系统阶数α较大时 (如图中α = 0.6,
α = 0.8, α = 1), 分数阶系统的阻尼力较小, 当
有外力F作用时, 粒子链会产生定向输运现象. 当
外力F较小 (F = 1)且系统阶数 0.6 6 α < 1时, 粒
子链的平均流速 v随噪声强度D的增大而增大.

3) 当系统阶数α = 1时, 分数阶系统退化为
传统的过阻尼一阶系统, 当有外力F作用时 (如
图 5 (b)—(d)中α = 1对应曲线), 噪声强度D的变

化对粒子链的平均流速几乎不造成影响, 即此时系
统同样对噪声强度D具有免疫性.

4) 对比图 3 (a)—(d), 可以看出噪声强度D对

粒子链平均流速 v的影响比耦合强度k 的影响大.
随着噪声强度D的增大, 图 5中粒子链的平均流
速 v始终要比图 3中对应的粒子流速 v要更大一些.
同时, 随着外力F逐渐增大, 我们看到上述情况逐
渐消失, 即外力足够大时系统对噪声强度D渐渐地

表现出免疫性.
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图 5 (网刊彩色)粒子链平均流速 v与噪声强度D的关系示意图 (a) F = 0; (b) F = 1; (c) F = 2; (d) F = 3

Fig. 5. (color online) The average transport velocity of the particles vversus the intensity of the noise D with various
external force F : (a) F = 0; (b) F = 1; (c) F = 2; (d) F = 3.

4 结 论

目前, 已有关于分数阶耦合系统定向输运现象
的研究大多基于线性模型, 而自然界几乎所有的真
实耦合现象都是无法用线性方程完整描述的. 为
此, 本文提出分数阶非线性对数耦合模型, 并通过
模拟仿真深入研究粒子的定向输运现象及系统参

数 (包括耦合系数、分数阶阶数、噪声强度等)对系
统动力学行为的影响. 本文的主要结论如下: 1)对

于此类系统, 只有存在外力作用时粒子链才能产生
定向输运现象, 粒子链的平均流速随外力的增大而
增大. 这就解释了产生定向输运需要一个空间上的
定向外场 [5], 这不仅仅适用于整数阶系统, 对分数
阶系统同样适用. 2)对于较小阶数的系统, 阻尼记
忆性对粒子链运动有显著的影响. 这种显著的影响
具体表现为: 粒子链的平均流速总存在一个很小的
上界, 无论外力、耦合力以及噪声强度如何变化, 粒
子链的平均流速都不会超过这个上界. 3) 当系统
阶数及外力较大时, 系统对耦合力与噪声具有免疫
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性. 这说明耦合力与噪声并不是在所有情况下都
起到促进粒子链定向输运的作用, 这也间接解释了
Downton等 [11]在前期研究工作中发现马达链内部

做功会使多个分子马达的输运效率低于单个分子

马达的输运效率. 4) 耦合力与噪声强度对粒子链
运动的影响只能发生在外力较小的情况下. 在外力
较小且系统阶数充分大时, 粒子链的平均流速随着
耦合强度和噪声强度的增大而增大, 并且伴随着定
向流的产生. 对于定向输运现象是否可以纯粹的由
系统的耦合引起, 这是一个新发展的领域 [5], 在本
文我们针对分数阶对数耦合模型给出一个否定答

案. 此处的 “否定”是因为此分数阶对数耦合模型
的定向输运是由外力所引起的, 在外力为零时, 粒
子链几乎不可能出现定向输运现象.

随着分子操纵技术的发展, 耦合分子马达的定
向输运问题开始受到生物学领域的密切关注 [5,15].
在生物学中, 本文描述的是两个粒子耦合系统, 在
一定程度上它属于双头马达. 双头马达在ATP水
解以后转化成的机械能在一定程度上可以看成外

力对系统的作用, ATP水解是大多数分子马达运动
的原因, 所以这就解释了此类系统粒子链要形成定
向输运必须有外力的存在. ATP水解转化为机械
能所产生的力比环境所施的无规则的力要小许多,
这与本文中耦合强度与噪声只在外力较小时, 对粒
子链的定向输运造成显著影响这一结论相符合. 大
多数分子马达都是由ATP水解而产生定向输运的,
如果没有ATP水解, 粒子链很难产生定向输运现
象. 这是由于如果阻尼力较大且外力为零, 无论环
境内部所施的力如何变化, 粒子链不会发生定向输
运现象. 研究人员之所以能在显微镜下看到一些系
统粒子链的运动是由于这些系统粒子链的运动速

度较慢, 而粒子链的运动速度较慢则是由于阻尼力
的影响, 所以阻尼力在实际问题的研究中是一个不
可忽视的因素, 这也说明分数阶模型更适合描述现
实情况.

文献 [24]中, 整数阶对数耦合系统, 无论外力
如何变化, 耦合力和噪声的存在均会使粒子链产生
定向运输现象, 而在分数阶对数耦合系统中, 我们
观测到了更为丰富的动力学行为. 用分数阶系统描
述粒子链的定向输运现象会比整数阶更精确, 并且
能看到一些整数阶所看不到的新现象, 解释一些整
数阶系统所不能解释的现象产生原因. 在此类分数
阶对数耦合系统中, 耦合力与噪声强度对粒子链的
运动影响范围是很小的. 在阶数小的系统中, 它们

克服不了阻尼力的作用. 在外力很大时, 它们对粒
子链运动的影响微乎其微, 这些都是分数阶线性耦
合系统所不能描述的. 所以, 本文所研究的分数阶
非线性对数耦合系统无疑更接近实际情况.
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Abstract
Using the fractional calculus theory, we investigate the directional transport phenomenon in a fractional logarithm

coupled system under the action of a non-periodic external force. When a Brownian particle moves in the media with
memory such as viscoelastic media, the system should be modeled as a nonlinear fractional logarithm coupled one. Using
the method of fractional difference, we can solve the model numerically and discuss the influences of the various system
parameters on the average transport velocity of the particles. Numerical results show that: 1) The directional transport
phenomenon in this fractional logarithmic coupled model appears only when the external force exists, and the value of
the average transport velocity of the particles increases with increasing external force. 2) When the fractional order
of the system is small enough, the damping memory has a significant impact on the average transport velocity of the
particles. Furthermore, the average transport velocity of the particles has an upper bound (although it is very small),
no matter how the external force, coupled force and the intensity of noise change, the average transport velocity of the
particles is no more than the upper bound. When there is no external force and the damping force is big enough, the
directional transport phenomenon disappears. 3) When the fractional order of the system and the external force are
big enough, although the directional transport phenomenon appears, the coupled force and the intensity of noise have
no impact on the system. 4) Only when the external force is small enough, could the coupled force and noise intensity
influence the average transport velocity of the particles. In this situation, the directional transport phenomenon appears
when the fractional order of the system is big enough, and the average transport velocity of the particles changes along
with the change of the coupled force and the noise intensity.

Keywords: fractional logarithm coupled system, media with memory, generalized stochastic resonance,
directional transport phenomenon
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