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α稳定噪声驱动的非对称双稳随机共振现象∗

焦尚彬† 杨蓉 张青 谢国

(西安理工大学自动化与信息工程学院, 西安 710048)

( 2014年 6月 12日收到; 2014年 9月 1日收到修改稿 )

以微弱周期信号激励的非对称双稳系统为模型, 以信噪比增益为指标, 首先针对加性和乘性α稳定噪声

共同作用的随机共振现象展开了研究, 然后针对单独加性α稳定噪声激励的随机共振现象进行了研究, 探究
了α稳定噪声特征指数α和对称参数β分别取不同值时, 系统结构参数 a, b, 刻画双稳系统非对称性的偏度 r

以及α稳定噪声强度放大系数Q或D对非对称双稳系统共振输出的作用规律. 研究结果表明, 无论在加性和
乘性α稳定噪声共同作用下还是在单独加性α稳定噪声作用下, 通过调节 a和 b或者 r均可诱导随机共振, 实
现微弱信号的检测, 且有多个参数区间与之对应, 这些区间不随α或β 的变化而变化; 在研究噪声诱导的随
机共振现象时发现, 调节噪声强度放大系数也可使系统产生随机共振现象, 且达到共振状态时D的区间也不

随α或β 的变化而变化. 这些结论为α稳定噪声环境下参数诱导随机共振中系统参数以及噪声诱导随机共振

中噪声强度的合理选取提供了依据.

关键词: α稳定噪声, 非对称双稳系统, 随机共振, 信噪比增益
PACS: 05.45.–a, 05.40.–a, 05.40.Ca, 05.40.Fb DOI: 10.7498/aps.64.020502

1 引 言

近年来, 随机共振 (stochastic resonance, SR)
现象在微弱信号检测方面受到广泛关注. 与常规
抑制噪声的方法不同, 随机共振利用噪声、信号和
非线性系统的协同作用, 将噪声能量转化为信号能
量, 从而将被测信号检测出来 [1−4]. 通过调节噪声
强度或系统参数 [5−9] 均可诱导随机共振.

在利用随机共振进行微弱信号检测的研究中,
采用的经典模型是对称双稳系统, 但是系统的对称
性在实际中是不能保证的, 故势阱的非对称性被引
入磁通量闸门磁力计量器和超导量子干涉设备中,
用来探测微弱信号 [10]. Li [11]研究了由白噪声驱动

的双稳系统中势阱的非对称性对随机共振的影响.
周丙常和徐伟 [12]对周期矩形信号和关联的乘性色

噪声及加性白噪声驱动的非对称双稳系统的随机

共振现象进行了研究.

上述工作主要研究的是在高斯噪声背景下的

随机共振现象, 高斯噪声只是实际中随机噪声的
理想化, 只能在均值小范围的附近起伏, 不能模拟
大幅度起伏的噪声. 然而, 在实际应用中存在大量
具有显著的尖峰脉冲特性和拖尾特性的非高斯噪

声 [13], 而α稳定分布能够有效地模拟这种尖峰脉

冲特性以及严重的拖尾特性, 更能准确地反映客观
实际存在的随机扰动. 近年来α稳定噪声背景下

的随机共振现象逐渐吸引了学者的研究. 张文英
等 [1]利用对称双稳模型研究了α稳定噪声背景下

的信号检测. 张静静和靳艳飞 [10]研究了非高斯噪

声驱动下非对称双稳系统的平均首次穿越时间与

随机共振. 文献 [14, 15]研究了α稳定噪声背景下

对称系统的参数诱导随机共振. 迄今为止, 对于α

稳定噪声背景下的非对称双稳系统的参数诱导随

机共振问题的研究尚未见报道. 为了能够正确地
选择参数, 尽快实现随机共振, 并且从物理概念上
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来理解这些参数是如何对随机共振产生影响的 [16],
本文在文献 [14]的基础上研究α稳定噪声激励下非

对称双稳系统的参数诱导随机共振, 对于噪声诱
导随机共振现象也进行了一些探索. 分别研究了
不同α稳定噪声特征指数α(0 < α 6 2), 对称参数
β(−1 6 β 6 1)下系统参数a, b, 偏度 r和噪声强度

放大系数Q或D对系统共振输出结果的影响, 为实
际工程中的自适应随机共振参数范围的选择奠定

了基础.

2 基于随机共振的微弱信号检测模型
及数值解法

能否利用随机共振现象检测到微弱周期信号,
从物理机理上来说就是粒子能否发生周期性的跃

迁, 这取决于系统的势垒高度以及输入信号和噪声
的能量. 势垒高度越高, 就要求输入信号和噪声具
有较多的能量才能发生SR; 反之, 发生SR要求的
输入信号和噪声能量就越小 [14]. 但是在不同种类
噪声作用下, 影响势垒高度的因素不同.

非线性朗之万 (Langevin)方程如 (1)式所示,

dx/dt = f(x) + η(t), (1)

(1)式中 f(x)为外力场, η(t)为随机力 (加性噪声),
且与随机变量x无关.

当噪声强度随x变化时, 朗之万方程变为

dx/dt = f(x) + g(x)η(t), (2)

g(x)η(t)称为乘性噪声.
加性和乘性α稳定噪声共同驱动的非对称双

稳SR系统的朗之万方程为 [17,18]

dx/dt =− U ′(x) + s(t) +Qη(t) + xDξ(t)

|x(t)| < 10, (3)

(3)式中, s(t)为输入信号,

s(t) = A cos(2πft), (4)

其中, A为输入信号幅值, f为输入信号频率. (3)
式中的x(t)可看成一个在受信号调制的双稳态

势阱中运动的过阻尼粒子轨迹; Qη(t)代表加性

α稳定噪声, xDξ(t)代表乘性α稳定噪声; Q和D

分别代表加性和乘性α稳定噪声的强度放大系

数, 通过改变Q和D可以间接地改变加性和乘性

α稳定噪声的强度. U(x)为非线性双稳态势函数,

U(x) = (−a/2)x2 + (b/4)x4 + rx, a, b为系统结构
参数, 且a > 0, b > 0; r代表势函数的偏度, 刻画了
双稳系统的非对称性, 当 r = 0时, 势函数关于纵轴
对称, 此系统为对称双稳系统. 加性和乘性α稳定

噪声共同作用下的对称双稳系统势函数可以等价

视为

U1(x) = (−a/2)x2 + (b/4)x4 − (D/2)x2. (5)

令U1(x)
′ = 0可以得到x± = ±

√
(D + a)/b和

x0 = 0, 这三个点分别是等价势函数的两个稳
定点和一个不稳定点. 将这三个点分别代入 (5)式,
即可得到势垒高度:

∆U =U1(0)− U1(
√
(D + a)/b)

=(a+D)2/4b. (6)

由 (6)式可以看到, 势垒高度是由a, b和D共同决

定的. 图 1是固定a = 1, b = 1时, U1(x)随着D变

化的曲线. 当 r ̸= 0时, 势函数将发生倾斜, 即为非
对称双稳系统, 势垒高度不仅仅由a, b和D决定,
还受到 r的影响. 所以研究势垒高度与随机共振效
应的关系就转化为研究a, b, D 以及 r与随机共振

效应的关系.
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图 1 a = 1, b = 1时等效势函数U1(x)随着D的变化

单独加性α稳定噪声驱动的非对称双稳SR系
统可用如下的朗之万方程进行描述:

dx/dt = −U ′(x) + s(t) + η(t), (7)

式中, η(t)代表加性α稳定噪声, 其余参数含义不
变. 由于这种情况下D = 0, 故此势垒高度是由a,
b和 r共同决定的. 这种情况下就要研究a, b, Q以
及 r与随机共振效应的关系.

本文采用四阶龙格 -库塔 (Runge-Kutta)算法
对 (3), (5)式进行求解 [1,9,14,15].
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3 α稳定分布

随机变量X服从α分布, α稳定分布的特征函
数表达式 [9,19−23]如下:

ϕ(t) =



exp
[
− σ|t|

(
1 + iβ 2

π
sign(t) log |t|

)
+iµt

]
, α = 1,

exp
[
− σα|t|α

(
1− iβsign(t)

× tan
(
πα

2

))
+ iµt

]
, α ̸= 1.

(8)

在上式中, 特征指数α ∈ (0, 2], 决定了分布的脉
冲特性和拖尾特性, α越小, 稳定分布的脉冲特性
越强、拖尾特性越弱; 而α越大, 则脉冲特性越弱、
拖尾特性越强. 对称参数β ∈ [−1, 1], 用于确定
分布的对称性, 当β = 0时, 稳定分布呈对称分
布; 当β < 0时, 分布偏右; 当β > 0时, 分布偏
左. 尺度参数σ ∈ [0,+∞), 又称为分散系数, 是关
于样本相对于均值的分散程度的度量. 位置参数
µ ∈ (−∞,+∞), 表明了分布的中心. 本文主要研
究参数α和β分别取不同值时的影响.

α稳定噪声的产生方法——Janicki-Weron
(JW)算法在文献 [9]和 [23] 中已有解释, 此处不
再赘述.

4 周期信号驱动的随机共振系统评价
指标

在衡量随机共振系统对输入信号的作用时, 主
要采用信噪比 (SNR)和信噪比增益 (SNRI)为主要
指标 [17,24,25], 由于SNRI比SNR更直观地反映了
SR系统对输入信号的增强和改善作用, 因此本文
采用SNRI作为随机共振系统性能的衡量指标. 只
有当SNRI大于 1时, 才能说明随机共振系统对信
号具有明显的增强和改善作用 [26,27], 并且信噪比
增益越大, 检测效果越好. SNRI被定义为输出信
噪比与输入信噪比的比值 [17,27], 即

SNRI = SNRout
SNRin

. (9)

其中SNR在信号检测与处理以及通信等领域中常
如下定义:

SNR =
S(f0)

P − S(f0)
, (10)

式中S(f0)为频率 f0的信号功率; P为系统总功率,
包括信号功率和噪声功率, 减去S(f0)后剩下的即

为噪声功率.
所以,

SNRin =
Sin(f0)

P − Sin(f0)

和

SNRout =
Sout(f0)

P − Sout(f0)

代入 (5) 式即得SNRI.
说明: 后文图中所给出的平均信噪比增益 (M-

SNR gain)随系统参数和噪声强度放大系数的变化
曲线是取 20 次实验的信噪比增益SNRI平均值绘
制而成的.

5 微弱周期信号在α稳定噪声下非对

称双稳系统中的随机共振现象

5.1 加性和乘性α稳定噪声共同作用下的

非对称双稳系统中的随机共振现象

原始周期信号如 (4)式, 其中A = 0.8, f =

0.05, 在本节中加性和乘性α稳定噪声分布特征参

数是一致的, 分别为α = 1, β = 0, σ = 1, µ = 0,
Q = 0.17, D = 0.03; 选取 r = 0.2, 取采样频率
fs = 8.343, 采样点数N = 4096. 下面的实验都
取同样的采样点数. 当系统参数为 a = 44.001,
b = 0.04, 仿真实验结果如图 2所示.

图 2 (a)是输入信号和α稳定噪声混合的时域

图, 信号完全淹没在噪声中, 图 2 (b)是对此混合信
号的时域进行傅里叶变换得到的频域图, 无法得到
输入信号的有效信息. 将该混合信号送入非对称双
稳系统, 然后调节系统参数, 为了得到输出信号的
频率, 对系统输出信号进行快速傅里叶变换 (FFT)
得到功率谱如图 2 (c)所示, 当a = 44.001, b = 0.04

时, 可以看到, 输出功率谱在频率为0.05 Hz处达到
最大值, 它正好是输入微弱周期信号的频率. 这是
因为系统参数的改变使势垒高度改变, 粒子有足够
的能量越过势垒, 故出现了周期信号占主导的阱间
跃迁. 说明在此参数下, 非对称双稳系统达到了随
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机共振状态, 发生了以噪声作为媒介引起微弱周期
信号与非线性系统间的协同作用, 而且在一定量的
噪声背景中非线性系统对微弱的周期信号能产生

强烈的输出响应, 存在着噪声能量向信号能量转移
的机理.

下面研究不同的α稳定噪声分布下, 即参数
α(特征指数), β(对称参数)不同时, a, b, r以及D

与随机共振系统共振输出效应的作用规律. 另外,
出于噪声诱导的考虑, 研究Q随随机共振系统输出

的变化情况.
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图 2 (a)系统输入时域; (b)系统输入功率谱; (c) 系统输
出功率谱

5.1.1 不同特征指数α下的随机共振

特征指数α分别为 0.5, 0.8, 1, 1.2和 1.5, 其余
噪声分布参数分别为β = 0, σ = 1, µ = 0, 待检测
信号和采样频率保持不变. 根据之前得到的系统参
数, 固定 b = 0.04, r = 0.2, 进行仿真实验, 得到平

均信噪比增益 (MSNR gain)随系统参数a的演变

规律曲线如图 3所示.
固定参数 a = 44.001, r = 0.2; 得到MSNR

gain随 b的变化如图 4所示.
同理, 固定系统参数a = 44.001, b = 0.04, 仿

真得到MSNR gain随 r的变化曲线如图 5所示.
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图 3 (a)不同 α作用下MSNR gain随 a的变化; (b),
(c), (d)分别表示不同α作用下MSNR gain随 a的变化

的局部放大
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图 4 不同α作用下MSNR gain随 b的变化
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图 5 (a)不同α作用下MSNR gain随 r的变化; (b) 不
同α作用下MSNR gain随 r变化的局部放大图

图 3 (a)为不同α作用下MSNR gain随a的变

化曲线, 可以看到MSNR gain随系统参数a的变

化有多个区间可以实现随机共振, 图 3 (b)—(d)为
图 3 (a)变化曲线区间的局部放大图. 以图 3 (b)为
例, 当a ∈ [43.2, 44.4]时, 可以看到MSNR gain呈
现出先增大后减小的趋势, 说明粒子在输入信号
及噪声共同作用下越过了势垒, 在两个势阱间跳
跃, 实现了随机共振. 当a从 43.2增加到 44.001的
过程中, 输入信号、噪声及非线性系统三者逐渐达
到了最佳的匹配关系, 即当a = 44.001时, MSNR
gain达到了此范围的最大值, 当a从44.001 增加到

44.4的过程中, 势垒高度升高, 输入信号、噪声及非
线性系统三者之间的最佳匹配关系逐渐消失, 因
此MSNR gain呈现降低的趋势. 从图 4中也可以
看出, MSNR gain随 b的变化也出现了多个波峰,
曲线在区间 [0.02, 0.06], [0.42, 0.46]呈现先增大后

减小的趋势, 发生了随机共振现象. 图 5是MSNR
gain随 r 的变化曲线. 图 5 (a) 为不同α作用下

MSNR gain随 r的变化曲线图, 同样出现了多个波
峰, 图 5 (b) 是为了便于观察的局部放大图. 可以看
到在 r = 0时MSNR gain最大且曲线关于 r = 0对

称, 这就意味着此双稳系统对称时, 随机共振效果
最好.

对于一个确定的a (b或 r), 同时存在多个共振
效应较好的 b (r或a)区间与之对应. 再进一步观察
每个区间的放大图, 发现共振效应较好的a, b, r区
间不随特征指数α的变化而变化; 对于同一个共振
效应较好的a (b或 r)区间, α = 1时系统的MSNR
gain最大, 即随机共振输出效应最好, 当α > 1时,
随着α的增大, 系统的随机共振输出效应呈逐渐递
减的趋势, 当α < 1时, 随着α的减小, 系统的随机
共振输出效应呈逐渐递减的趋势.
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图 6 不同α作用下MSNR gain随D的变化

图 6为不同特征指数α时, MSNR gain随D的

变化. 可以发现, 当α取不同值时, 共振效应相对
较好的D区间基本都集中在同一个区域, 且α = 1

时系统的MSNR gain最大, 当α > 1时, α越大,
MSNR gain越小, 当α < 1时, α越小, MSNR gain
越小. 图 7中可以发现随着Q的增大, 在不同的α

的时候, MSNR gain均有峰值出现, 且呈现先增大
后减小的趋势, 说明存在最优值使随机共振效果
较好.

020502-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 2 (2015) 020502

α=1.5

α=1.2

α=1.0

α=0.8

α=0.5

0 2 4 6 8 10
0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

Q

M
S
N

R
 g

a
in

图 7 不同α作用下MSNR gain随Q的变化

5.1.2 不同对称参数β下的随机共振

对称参数β分别为−1, 0和1,其余噪声分布参
数分别为α = 1.2, σ = 1, µ = 0, 待检测信号不变.
令Q = 0.88, D = 0.08, 采样频率fs为8.343 Hz, 固
定 b = 0.06, 仿真得到MSNR gain随系统参数a的

变化曲线如图 8所示. 固定a = 44.001, 仿真得到
MSNR gain随系统参数 b的变化曲线如图 9所示.
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图 8 不同 β作用下MSNR gain 随 a的变化

图 10为固定系统参数a = 44.001, b = 0.06,
仿真得到MSNR gain随偏度 r的变化曲线.

与不同α作用下信噪比增益随各系统参数的

变化规律一样, 不同β作用下MSNR gain随各系
统参数的变化也呈现多个峰值. 图 8是不同β作用

下MSNR gain随a变化的曲线, 可以看到有多个随
机共振区间, 比如当a ∈ [38.7, 40.5]时影响了双稳

系统势垒高度的变化, 导致粒子发生跃迁, 产生了
随机共振现象.

综合观察MSNR gain随a, b以及 r的变化曲

线, 对于一个确定的a (b或 r), 相应存在多个共振

效应较好的 b (a或 r)区间与之对应. 再进一步观察
每个区间的放大图, 发现共振效应较好的a, b, r区
间不随对称参数β的变化而变化, 纵向观察, 发现
对于同一个共振效应较好的a (b或 r)区间, β = 0

时的MSNR gain要高于β ̸= 0时的MSNR gain.
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图 9 不同 β作用下MSNR gain 随 b的变化
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图 10 (a)表示不同 β作用下MSNR gain随 r的变化;
(b)表示不同 β作用下MSNR gain随系统偏度 r变化的

局部放大图

图 11为对称参数β取不同值时, MSNR gain
随D的变化情况, 可以看到共振效应相对较好的D

区间基本都集中在同一个区域, β = 0时的MSNR
gain要高于β ̸= 0时的MSNR gain.
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图 12 不同 β作用下MSNR gain随Q的变化

图 12为不同β下MSNR gain随Q的变化情

况, 可以看到不同β时, MSNR gain均有峰值出
现, 且呈现先增大后减小的趋势, 说明存在最优值
使随机共振效果达到较好的状态.

5.2 微弱周期信号在单独加性α稳定噪声

下非对称双稳系统中的随机共振现象

以研究加性和乘性α稳定噪声共同作用的非

对称双稳系统中随机共振现象的方法对单独加性

α稳定噪声驱动的非对称双稳系统展开了研究, 并
得到了相应的实验结果. 原始信号与α稳定噪声分

布参数不变, Q = 0.63; 令 r = 0.2, 选取a = 75.92,
b = 0.04, 取采样频率 fs = 8.343 Hz. 进行仿真实
验, 结果如图 13所示.

图 13 (a)是输入信号和加性α噪声混合信号的

时域图, 图 13 (b)为输入混合信号的频域图, 从这
两个图中都得不到有效的信息. 将该混合信号作为
输入信号送入随机共振系统, 然后调节系统参数,
当a = 75.92, b = 0.04时, 从输出信号进行FFT变
换后得到的功率谱图 13 (c)可见, 输出功率谱在频

率为 0.05 Hz处达到最大值, 与输入信号的频率相
符合, 说明发生了随机共振现象.
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图 13 (a)系统输入时域; (b)系统输入功率谱; (c)系统
输出功率谱

研究不同的α稳定噪声分布下a, b, r以及Q

与随机共振输出效应的关系, 通过对实验结果进行
分析总结, 发现参数α(特征指数), β(对称参数)分
别取不同值时, 加性和乘性α稳定噪声共同作用下

与单独加性α稳定噪声作用下的MSNR gain随a,
b, r以及Q的变化规律大体一致.

6 结 论

本文针对非对称双稳系统分别研究了加性和

乘性α稳定噪声共同作用以及单独加性α稳定噪

声作用下的随机共振现象. 在α稳定噪声分布参数
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α, β分别取不同值时, 从参数诱导和噪声诱导两个
方面探究了MSNR gain随系统参数和噪声强度放
大系数的变化情况. 无论是单独加性α噪声驱动还

是加性和乘性α噪声共同驱动的SR输出效应, 都
有以下规律: 1) α稳定噪声分布参数不同时, 调节
噪声强度放大系数和系统参数a, b, r均可以诱导
随机共振现象; 2)对于一个确定的系统参数a (b或
r), 信噪比增益有多个峰值出现, 说明相应地有多
个系统参数 b (r或a)区间, 并且这些区间不随α或

β的变化而变化; 3)不同特征指数α时, 在任意一
个系统参数 (a, b, r)和乘性噪声强度放大系数D

的共振区间, 特征指数α = 1时SR输出效应最好,
α > 1时, SR效应随α的增大而减弱, 当α < 1时,
SR效应随α的减小而减弱; 4)不同对称参数β时,
在任意一个a, b, r或D的共振区间中, α稳定噪声
呈对称分布 (β = 0)时系统的SR输出效应要好于
非对称分布时 (β ̸= 0)的情形; 5)在不同特征指数
α和不同对称参数β下, 信噪比增益在 r = 0时最

大且信噪比增益曲线关于 r = 0对称, 这说明此双
稳系统对称时, 随机共振效果最好. 这些结论对于
非对称双稳随机共振系统选择合适的参数实现自

适应随机共振奠定了基础, 有助于随机共振检测的
实际工程应用.
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Stochastic resonance of asymmetric bistable system with
α stable noise∗
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Abstract
In this paper we take the asymmetric bistable system excited by weak periodic signal as a model and regard signal-to-

noise ratio gain as an index to investigate the stochastic resonance phenomenon stimulated by additive and multiplicative
α stable noise. Stochastic resonance phenomenon stimulated by only additive α stable noise is also investigated here.
The laws for the resonance system parameters a, b, asymmetric skewness r and intensity amplification factor Q or D of
α stable noise to act on the resonant output are explored under different stability index α and skewness parameter β of
α stable noise. The results show that no matter whether under the joint action of additive and multiplicative α stable
noise or under the action of only additive α stable noise, weak signal detection can be realized by tuning the system
parameters a, b and r. The intervals of a, b and r which can induce stochastic resonances are multiple, and do not
change with α nor β. Moreover, when investigating the noise-induced stochastic resonance, it is found that stochastic
resonance can also be realized by tuning the intensity amplification factor of α stable noise. And the interval of D does
not change with α nor β. The results will contribute to a reasonable selection of parameter-induced stochastic resonance
system parameters and noise intensity of noise-induced stochastic resonance under α stable noise.

Keywords: α stable noise, asymmetric bistable system, stochastic resonance, signal-to-noise ratio gain
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