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强时间非局域系统中自相位调制诱导的

“脉冲镜像”啁啾∗

洪伟毅†

(华南师范大学信息光电子科技学院, 广东省微纳光子功能材料与器件重点实验室, 广州 510006)

( 2014年 8月 11日收到; 2014年 9月 14日收到修改稿 )

非局域非线性是目前非线性光学乃至非线性科学研究领域的热点. 本文研究了时间非局域系统中的脉冲
啁啾特性, 发现了一个非常有趣的现象：当系统的时间非局域程度很强时, 由自相位调制引起的非线性啁啾可
以近似成为脉冲强度的 “镜像”, 并且, 这种特性与脉冲包络的具体形式无关. 利用这种特性, 分析了脉冲在强
时间非局域系统中传输的时间演化过程.

关键词: 时间非局域, 自相位调制, 啁啾
PACS: 42.65.Tg, 42.65.Sf DOI: 10.7498/aps.64.024214

1 引 言

在过去的几十年中, 由于激光技术的飞速发
展, 使得强激光在许多领域得到了十分广泛的应
用, 强激光与物质相互作用下的许多新现象陆续
被发现, 极大地推动了非线性光学的发展. 当强度
足够的光在介质中传输时, 光强会引起介质折射
率的改变, 而折射率的改变又会反过来影响激光
在介质中的传输行为, 如使得激光出现自聚焦、自
相位调制以及调制不稳定性等现象, 称之为光学克
尔效应, 是非线性光学领域中最重要的研究内容之
一 [1]. 一般情况下, 由光克尔效应引起的非线性折
射率改变在空间与时间上均会表现出非局域性. 空
间非局域性指的是介质中某特定点的非线性折射

率改变不仅仅与该点的场强有关, 还与空间中的其
他点的场强有关；而时间局域性指的是某一时刻的

非线性折射率改变不仅与该时刻的场强有关, 还与
该时刻以前所有时刻的电场有关. 在空间非局域
非线性的研究中, 人们已经发现了空间非局域特性
可以阻止 (2+1)维非线性系统的坍塌现象 [2−8], 同
时, 也发现了空间非局域系统中光孤子现象的存

在 [9−15]. 最近, 来源于克尔介质中非瞬时响应的时
间非局域性也开始得到关注 [16−21]. 常见的具有非
瞬时响应的克尔介质包括软物质、金属薄膜以及某

些具有重取向非线性的液体等 [16,19]. 对于时间非
局域而言, 由于因果性的存在, 使得时间非局域的
响应函数在时域上具有不对称性, 在频谱上则表现
为一不对称的能量增益曲线：能量从高频向低频转

移, 最后导致频谱红移 [20]. 由于时间非局域非线性
的这种特点, Picozzi等 [18]发现在时间非局域系统

中存在频域非相干孤子.
当脉冲宽度远远小于介质非瞬时响应的时间

尺度 (弛豫时间)时, 则属于强时间非局域的范畴.
某些具有重取向非线性 (reorientational nonlinear-
ity)的小分子液体, 如CS2, 其非瞬时响应的时间尺
度达到皮秒量级, 同时具有较大的透明窗 [22], 而目
前的超短脉冲技术很容易实现脉冲宽度比该时间

尺度小两个量级以上的激光脉冲, 将其注入光子晶
体光纤中则可以作为强时间非局域脉冲传输的良

好媒介 [19,22]. 与弱时间非局域不同的是, 强时间非
局域非线性可以作为微扰来处理 [19]. Conti 等 [19]

认为在强时间非局域的条件下, 可以将非线性薛
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定谔方程近似成为线性薛定谔方程来处理, 并讨论
了其束缚态的传输特性. Kibler 等 [20]研究了时间

强非局域条件下非相干光的调制不稳定性. Xiao
等 [21] 最近则发展了一种时间转换方法, 研究了周
期量级脉冲在强时间非局域条件下的拉曼效应. 而
对于强时间非局域条件下的时间动力学特性的研

究, 目前还鲜有报道. 本文从非线性薛定谔方程出
发, 研究了由自相位调制诱导的啁啾特性, 并发现
了一个非常有趣的现象：在强非局域条件下, 自相
位调制诱导的啁啾在时域上是脉冲强度的 “镜像”.
利用这种特性, 分析了脉冲在强非局域系统中传输
的时域动力学特征, 有助于更加深入地理解强时间
非局域系统动力学过程的物理内涵.

2 模 型

时间非局域非线性系统可以由时间非局域非

线性薛定谔方程描述：

i∂zA(z, t) +
1

2
s∂2

tA(z, t)

+A(z, t)[R(t)⊗ |A(z, t)|2] = 0, (1)

其中, A(z, t)为脉冲包络, t是用脉冲宽度T0无量

纲化之后的时间坐标, z是用脉冲的二阶色散长

度无量纲化之后的传输方向空间坐标; R(t) =

Θ(t) exp(−t/T )/T为介质响应函数, 其中Θ(t) 为

Heaviside 阶跃函数, T 是介质的弛豫时间; 另外,
⊗代表卷积运算, s = +1(s = −1) 代表反常 (正常)
群速度色散 (group velocity dispersion, GVD). 本
文只考虑反常色散的情况.

首先我们先来看响应函数R(t). 由于系数
1/T的存在, 一方面, 随着弛豫时间T的增加, 非
线性的强度会逐渐减弱. 这一点可以直接从

图 1看出. 图 1给出了在不同的弛豫时间T 的

情况下, 选择初始输入脉冲的形式为高斯脉冲
A(0, t) = A0 exp(−t2/2)时的非线性折射率的时

域分布, 其中, A0为脉冲的振幅. 为了便于比较,
我们还给出了局域情况下的非线性折射率分布

∆nlocal = |A(0, t)|2. 我们已经熟知, 在局域的情况
下, 非线性响应是瞬时的, 因此非线性折射率与脉
冲强度分布完全重合. 但是当非瞬时响应存在时,
随着弛豫时间T的增加, 非线性折射率会逐渐滞后
于脉冲强度分布, 同时会被响应函数在时间上 “平
均”掉, 所以在脉冲持续期间非线性折射率的强度
会逐渐减弱.

当脉冲宽度远远大于介质弛豫时间, 也就是当
T ≪ 1时, (1)式的非线性项R(t) ⊗ |A(z, t)|2可以
按照以下方式对脉冲包络进行展开并保留前两项：

R(t)⊗ |A(z, t)|2

=

∫ ∞

−∞
R(t′)|A(z, t− t′)|2dt′

≈
∫ ∞

−∞
R(t′)(|A(z, t)|2 − t′∂t|A(z, t)|2)dt′

= |A(z, t)|2 − T∂t|A(z, t)|2. (2)

上式则是我们熟知的含有拉曼效应的非线性项 [1].
而对于强时间非局域的情况, 也就是当T ≫ 1时,
处理非线性项则必须对响应函数R(t)进行展开.
但是由于R(t)在 t = 0处不可导, 所以在这种情况
下不可以像 (2)式那样直接展开. 如果利用关系∫ ∞

−∞
R(t− t′)|A(z, t′)|2dt′

≡
∫ t

−∞
exp[−(t− t′)/T )]/T |A(z, t′)|2dt′,

依然可以将非线性项展开并保留前两项：

R(t)⊗ |A(z, t)|2

=
1

T

∫ t

−∞
exp

(
− t− t′

T

)
|A(z, t′)|2dt′

≈ 1

T
exp

(
− t

T

)∫ t

−∞
|A(z, t′)|2dt′

+
1

T 2
exp

(
− t

T

)∫ t

−∞
t′|A(z, t′)|2dt′. (3)

虽然上面的展开式只保留到 2阶, 但是依然可以看
出, 每一阶的展开式的系数中都会多出一个1/T的

因子. 因此, 随着弛豫时间T的增加, 高阶项的量
级会迅速减小, 当T ≫ 1 时, 第二项的量级都要远
远小于第一项, 因此在这种情况下可以只保留第一
项, 有

R(t)⊗ |A(z, t)|2

≈ 1

T
exp

(
− t

T

)∫ t

−∞
|A(z, t′)|2dt′. (4)

由非线性自相位调制 (self-phase modulation,
SPM)引起的频率啁啾可以表示为 δω(t) =

−z∂t[R(t)⊗ |A(z, t)|2], 将 (4)式代入, 有

δω(t) = −z∂(R(t)⊗ |A(z, t)|2)/∂t

≈ − z

[
− 1

T 2
exp

(
− t

T

)∫ t

−∞
|A(z, t′)|2dt′

+
1

T
exp

(
− t

T

)
|A(z, t)|2

]
, (5)
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上式中, 由于T ≫ 1的缘故, 第一项的量级要远
远小于第二项, 因此第一项在这种情况下依然可
以忽略. 另外, 注意到在强时间非局域的情况下,
exp(−t/T )占有的时间尺度远远大于脉冲宽度, 因
此在脉冲持续期间 exp(−t/T )可以近似为 1, 最后
(5)式在时间强非局域条件下可以近似为

δω(t) ≈ − z

T
|A(z, t)|2. (6)

从上式可以看出, 时间强非局域条件下, 除去前面
的系数, 由SPM引起的频率啁啾在时间上的分布
正好与脉冲强度的分布呈相反数的关系, 本文将其
命名为 “镜像”啁啾. 而且, 上述关系与脉冲的具体
形式并无关系.

T/




⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊳T

֓

D
n

↼
֒ 
t↽

⊳
A


2

֓

T/

T/

图 1 在弛豫时间分别为 T = 2, T = 10, T = 80 以

及局域的情况下, 选择初始输入脉冲的形式为高斯脉冲
A(0, t) = A0 exp(−t2/2)时的非线性折射率的时域分布

3 结果与讨论

为了验证 (6)式的正确性, 首先考虑具有高
斯包络的初始脉冲A(0, t) = A0 exp(−t2/2)作用

下, 由SPM诱导产生的频率啁啾在时域的分布
δω(t) = −z∂t[R(t) ⊗ |A(z, t)|2]. 不同弛豫时间T

条件下的分布情况如图 2所示. 为了更加清晰地进
行对比, 脉冲强度的包络以及局域情况下的啁啾
分布 δω(t) = −z∂t|A(0, t)|2一并给出. 为了便于对
比, 这里给出的曲线均归一化. 对于局域的情况,
在脉冲上升沿, SPM诱导的啁啾为负, 而在脉冲下
降沿为正, 呈奇对称分布. 随着弛豫时间T 的增加,
SPM 诱导的频率啁啾整体呈延迟趋势. 当T = 2

时, 负啁啾的部分逐渐向脉冲中心移动, 而正啁啾
的部分除了延迟以外, 幅值还逐渐减弱, 分布曲线
不再具有奇对称. 而当T = 10时, 负啁啾的部分已
经几乎移动到脉冲的中心, 而正啁啾部分的幅值则
减弱到负啁啾部分的不足十分之一. 当T = 80的

时候, SPM诱导的啁啾均为负值, 而且完全为脉冲
的 “镜像”, 证实了 (6)式的正确性.





⊳T

d
ω
↼t

↽↼
↽

֓ ֓

֓⊲

֓⊲

⊲

⊲

T/

T/

T/

图 2 在不同的弛豫时间以及局域的情况下, 选择初始输
入脉冲为高斯脉冲A(0, t) = A0 exp(−t2/2)时由 SPM
诱导产生的频率啁啾的时域分布 (归一化)

接下来进一步分析在强时间非局域条件下, 由
SPM诱导的 “镜像”啁啾是如何影响脉冲传输的时
域特性. 首先假设在适当的参数条件下 (即传输距
离可比拟或者大于脉冲的色散长度与非线性长度),
在脉冲传输过程中群速度色散与非线性共同起作

用. 对于我们已经熟知的局域情况而言, 如图 1所
示, SPM诱导的啁啾在脉冲上升沿为负, 在脉冲下
降沿为正, 而在反常色散的条件下, GVD诱导的线
性啁啾在脉冲上升沿为正,下降沿为负. 因此,在脉
冲传输的过程当中, 这两种符号相反的啁啾可以相
互削弱. 而脉冲本身也会尽量调整自身的形状, 使
得GVD与SPM诱导的啁啾尽可能彻底地相互抵
消. 当这两种啁啾处于完全平衡或者动态平衡时,
脉冲的传输就是我们熟知的孤子或者呼吸子的状

态. 对于强时间非局域的情况, 假设初始的输入脉
冲为高斯型, 由于在脉冲持续期间SPM诱导的啁
啾均为负值, 因此在脉冲上升沿, GVD 与SPM 诱
导的啁啾符号相反, 它们之间还可以相互削弱, 但
是在脉冲下降沿, GVD 与SPM 诱导的啁啾均为负
值, 这就意味着脉冲的下降沿在GVD与SPM的共
同作用下会剧烈地红移, 而上升沿的频率移动则相
对要小, 因此, 下降沿的群速度要小于上升沿的群
速度, 脉冲在传输的过程中会逐渐展宽, 同时脉冲
中心会往时间轴的正方向移动. 另外, 前面已经提
到, 脉冲在传输过程当中会调整自己的形状, 使得
GVD与SPM诱导的啁啾尽可能彻底地相互削弱,
因此在传输过程中脉冲的上升沿会比下降沿平缓.

为了证实上述分析, 我们直接利用劈裂算符
法 [1]对 (1)式进行数值求解, 计算一典型的强时
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间非局域条件下脉冲的传输过程. 在计算中选择

初始高斯脉冲A(0, t) = A0 exp(−t2/2), 弛豫时间

T = 80, 脉冲功率P =

∫ ∞

−∞
|A|2dt = 1000. 这

里需要说明的是, 随着弛豫时间的增加, 响应函数
会将非线性折射率在时间上延迟并 “平均”掉, 所
以在强时间非局域的条件下, 所需要的脉冲功率
要远远强于弱时间非局域以及时间局域的情况.
图 3 (a)—(c)分别给出了传输距离为 z = 0.5, z = 1

以及 z = 2处脉冲包络及其SPM诱导的频率啁啾
在时域的分布. 正如上面分析的那样, 随着传输距
离的增加, 脉冲包络逐渐变形和被拉宽, 脉冲的上
升沿从一开始变平缓, 逐渐越拉越长乃至出现 “拖
尾”, 甚至逐渐出现 “平台”样的结构. 虚线部分是

归一化之后SPM 诱导的频率啁啾的时域分布, 很
明显, 无论脉冲包括如何变形, 正如 (6)式所预计,
SPM诱导的频率啁啾几乎是脉冲包络形状的 “镜
像”. 图 3 (a)—(c) 中的嵌入图是对应的传输距离中
脉冲 “质心”的位置. 而脉冲的 “质心”tc(z) 可以通
过

tc(z) =

∫ ∞

−∞
t|A(z, t)|2dt

/∫ ∞

−∞
|A(z, t)|2dt

计算获得. 很明显, 在传输过程中脉冲 “质心”一直
在朝着时间轴的正方向移动. 而由于 (1)式所描述
的脉冲演化过程是在延迟坐标系中表示的, 因此脉
冲 “质心”向时间轴正方向移动表明脉冲整体的群
速度变慢, 这个结果很容易通过脉冲的频率红移得
到解释.
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图 3 功率P = 1000的高斯脉冲在弛豫时间为 T = 80的时间非局域介质中传输距离为 (a) z = 0.5, (b) z = 1,
(c) z = 2时脉冲强度 (实线)以及由 SPM 诱导产生的频率啁啾 (归一化)的时域分布 (虚线)

为了进一步深入了解脉冲传输过程中的时间

频率特性, 我们通过Gabor变换给出了在传输距离
为 z = 2时, 脉冲的时间频率分布. Gabor变换可
以通过下式给出：

S(ω, t) =

∣∣∣∣ ∫ ∞

−∞
exp

[
−(t− t′)2

σ2

]
× exp(−iωt′)A(z, t′)dt′

∣∣∣∣2, (7)

其中σ是采样窗口的宽度. 计算结果由图 4给出.
从图中可以看出, 脉冲的时间频率分布呈反斜杠式
的形状, 这说明脉冲的啁啾是负的, 与此同时, 脉冲
下降的频率红移的程度要高于下降沿, 这是由于下
降沿SPM与GVD诱导的啁啾均为负啁啾造成的.
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֓
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图 4 功率P = 1000的高斯脉冲在弛豫时间为 T = 80

的时间非局域介质中传输距离为 z = 2 时脉冲的时间频

率分布
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从上述分析可以看出, 强时间非局域条件下,
在脉冲传输过程中脉冲的宽度呈现展宽的趋势. 为
了更加细致地展现脉宽的演化过程, 我们计算了在
不同的脉冲功率下脉冲宽度随着传输距离的变化

关系. 注意到在脉冲传输过程中, 脉冲包络畸变最
厉害的部分是脉冲上升沿的前半部分, 从开始变得
平缓到出现拖尾和平台, 而包络中心与下降沿仍然
保持 “脉冲”式的结构, 因此我们选择计算的是包
络的半高全宽 (full width at half maximum, FWH-
M). 图 5 (a)给出了功率分别为P = 100, P = 500,
P = 1000 以及P = 5000条件下FWHM在传输距
离为 z = 2内的演化过程. 计算中弛豫时间T = 80.
为了便于比较, 图 5中同时给出了线性传输的脉宽
演化 (图中的粗体灰色线). 从图中可以看出, 当功
率较小的时候 (P = 100), 脉宽一直持续增大, 只不
过比线性情况略小. 当脉冲功率增大时, 脉宽一开
始先减小, 随之开始震荡, 但是总体趋势是增大的.
从图中还可以看出, 这种震荡周期随着脉冲功率的
增大而减小,而当脉冲功率足够大时, 震荡完全消
失, 脉冲宽度在传输开始的时候急剧减小, 达到最
小值的时候又急剧增加, 达到某个转折点之后缓慢
增长. 脉冲功率足够时, 脉冲之所以会在传输开始
的时候压缩, 是因为足够强的脉冲功率会使得脉冲
频谱剧烈地展宽, 使得脉冲在传输开始的时候反而
被压缩, 而脉冲啁啾的存在会展宽脉冲, 两者相互
竞争是图 5 (a)中震荡结构出现的原因. 但是正如
上面分析的那样, 在强时间非局域条件下, 由SPM
与GVD诱导的啁啾永远不可能相互完全抵消或者
实现动态平衡, 从时域上看则表现为脉冲下降沿的
群速度始终比上升沿低, 所以脉冲宽度随着传输过
程的演化, 尽管在局部会出现震荡的结构, 但是总
体是呈展宽趋势的. 在强时间非局域条件下进一步
改变弛豫时间T , 弛豫时间分别为T = 20, T = 80,
T = 120和T = 200的结果如图 5 (b)所示. 计算中
脉冲功率均为P = 1000. 从图中可以看出, 在脉冲
功率不变的条件下, 随着弛豫时间T的下降, 脉冲
的FWHM随着 z的演化曲线的震荡周期随之减小,
当弛豫时间减小到一定程度时, 震荡完全消失, 这
与图 5 (a)中在特定的弛豫时间条件下随着脉冲功
率增加的情况十分类似. 前面已经提到, 随着弛豫
时间T的增加, 非线性折射率会被响应函数在时间
上 “平均”掉, 在脉冲持续期间非线性折射率的幅值
会逐渐减弱, 同理, 随着弛豫时间T的减少, 在目脉
冲功率不变的情况下, 非线性折射率的幅值会逐渐

增强, 所以就会出现与图 5 (a) 中类似的规律.
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图 5 (a)脉冲功率分别为P = 100, P = 500, P = 1000

以及P = 5000的高斯脉冲在弛豫时间为 T = 80的时间非

局域介质中传输Z = 2的距离内, FWHM 随 z的变化过程

以及 (b)脉冲功率为P = 1000的高斯脉冲在弛豫时间分别

为 T = 20, T = 80, T = 120 和 T = 200时间非局域介质

中传输Z = 2的距离内, FWHM随 z的变化过程

尽管文献 [19]中已经给出了在强时间非局域
条件下某些近似孤子传输的行为, 但是本文最后还
想从强时间非局域条件下非线性啁啾的这种特性,
引出另外一个相关的问题：强时间非局域系统中是

否存在严格的孤子解? 既然非线性引起的频率啁
啾在时域上的分布在脉冲持续期间均是负值, 而在
反常色散条件下, GVD诱导的啁啾在脉冲上升沿
为正、在脉冲下降沿为负, 那么假设如果存在类脉
冲孤子 (pulse-like solitons), 那么在孤子的下降沿,
GVD与SPM诱导的啁啾均为负值, 所以一定不可
能相互抵消, 而脉冲下降沿只要有啁啾存在, 脉冲
很难不变地传输. 虽然本文无法给出严格的数学证
明而只能定性地讨论, 但是作者仍然大胆地猜测,
由 (1)式所描述的强时间非局域系统中不存在严格
的类脉冲孤子. 或许, 某些特殊形式的孤子, 比如
具有无穷大功率的拓扑扭结孤子 (kink solitons)[23]

可能存在于这样的系统当中. 当然, 这是一个值得
大家思考的问题.
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4 结 论

本文研究了时间非局域系统中的脉冲啁啾特

性, 发现了一个非常有趣的现象：当系统的时间非
局域程度很强时, 由自相位调制引起的非线性啁啾
可以近似成为脉冲强度的“镜像”, 并且, 这种特性
与脉冲包络的具体形式无关. 本文利用这种特性
分析了高斯脉冲在强时间非局域系统中的传输特

性, 包括脉冲包络的畸变以及脉冲宽度的演化. 实
际上, 本文的结果并不局限于高斯脉冲, 对于其双
曲正割等其他形式的脉冲也有十分类似的结果. 最
后, 本文还简要讨论了强时间非局域系统中严格的
孤子解的存在性.

感谢华南师范大学信息光电子科技学院郭旗教授的

讨论.
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Abstract
Nonlocal nonlinearity is one of the hottest topics in the nonlinear optics and even the nonlinear science. In this paper,

the frequency chirp induced by the self-phase modulation (SPM) in a high noninstantaneous medium is investigated.
It is found that the temporal distribution of the SPM-induced chirp can be approximated by the “inverted image” of
the pulse intensity in the highly noninstantaneous limit. Moreover, this property does not depend on the envelope of
the pulse. By using these properties, the temporal characteristics of the pulse propagation in a highly noninstantaneous
medium is analyzed.
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