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三稳系统的动态响应及随机共振∗
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以平衡点参数 p, q构造出一类对称三稳势函数, 进而提出微弱信号和噪声共同驱动的三稳系统模型. 深
入研究并总结参数 p, q对势垒高度∆U1, ∆U2及两势垒高度差的影响. 从定常输入的角度提出了系统稳态解
曲线的概念, 并进一步研究低频谐波信号输入时系统的输出动态响应. 引入噪声, 三稳系统在合适的参数条
件下实现随机共振, 从稳态解曲线的角度分析了噪声诱导的三稳系统随机共振机理. 最后研究了阻尼比 k和

平衡点参数 p, q对系统随机共振的影响.
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1 引 言

随机共振是自然界中众多非线性系统中由内

或外噪声诱发的一种普遍现象. 在输入信号、噪声
和非线性系统三者的协同作用下, 系统输出的信噪
比将在某一噪声强度时出现峰值, 此时一部分噪声
能量转移到信号上, 使原本微弱的信号强度大大增
强, 产生随机共振.

随机共振概念最早由Benzi等 [1−3]提出,此后,
研究人员不仅在实验中观察到随机共振现象 [4,5],
也不断提出新的随机共振理论 [6,7], 同时由于其对
微弱信号的放大作用, 随机共振也广泛应用于微弱
信号处理 [8−10]等诸多领域中.

微弱信号和噪声共同驱动的一维Langevin方
程模型 [1,2,6] 是最经典的随机共振模型, 而近十几
年的研究中, 人们不断提出新的随机共振模型, 如
单稳系统 [11]、混沌系统 [12]、时延系统 [13]、二维

Duffing系统 [14]等. 这些模型的提出极大地丰富了
随机共振的理论, 也在很大程度上扩展了随机共振
的应用, 如二维Duffing系统中可调的阻尼比参数
大大提高了随机共振模型对不同噪声强度信号的

适应能力 [15]. 近几年来, 三稳系统的研究逐渐兴
起, 人们提出不同的三稳随机共振模型 [16−19]. 但
是一方面, 大多数研究侧重于利用实际的三稳系
统模型实现振动能量采集 [16], 以仿真和实验分析
为主, 而较少关注三稳系统模型本身的动力学特
性和随机共振响应分析; 另一方面, 所提出的三稳
模型并不规范, 在分析研究中存在诸多不便, 如文
献 [17, 18]中系统的三稳势场结构在很大程度上依
赖于系统参数的选择, 文献 [19]中很难从势函数推
算出系统平衡点等关键信息, 因此有必要对三稳系
统模型进行规范和统一; 此外, 已有成果对随机共
振现象的研究也并不深入, 尤其是缺乏对系统产生
随机共振的机理解释和参数分析.

针对三稳系统随机共振研究的必要性和局限

性, 本文在此前研究的基础上, 以平衡点参数 p, q
构造出一类标准的对称三稳势函数, 进而提出微弱
信号和噪声共同驱动的三稳系统模型. 深入研究
并总结参数p, q对势垒高度∆U1, ∆U2及两势垒高

度差的影响; 从定常输入的角度提出了系统稳态解
曲线的概念, 并进一步研究低频谐波信号输入时系
统的输出动态响应; 引入噪声, 三稳系统在合适的
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参数条件下实现随机共振, 从稳态解曲线的角度分
析了噪声诱导的三稳系统随机共振机理; 最后, 研
究了阻尼比k和平衡点参数p, q对系统随机共振的
影响.

2 三稳系统的构建及其基本性质

图 1 (a)描述了一个典型的双稳势场结构. 系
统由悬臂梁和一对完全相同的磁铁组成, 其中一
块磁铁A黏接在悬臂梁的自由端, 另一块磁铁B固
定, 且与悬臂梁高度一致. 在不考虑磁铁A重力对
悬臂梁形变影响的前提下, 磁铁A具有一个不稳定
平衡位置和如图所示的两个稳定平衡位置. 对系统
施以纵向的外界激励, 磁铁A受到外界激励、悬臂
梁阻尼力和磁铁B的磁场作用力的共同作用, 其纵
向位移可用一个经典的双稳系统方程模型来描述.

在图 1 (a)结构的基础上, 如果再增加一个相
同的磁铁C, 且B, C两磁铁沿悬臂梁延长线对称布
置, 如图 1 (b)所示. 此时系统变成一个三稳势场结
构, 在不考虑磁铁A重力对悬臂梁影响的前提下,
磁铁A具有两个不稳定平衡位置和如图所示的三
个稳定平衡位置. 此时对系统施以纵向的外界激
励, 磁铁A将受到外界激励、悬臂梁阻尼力和磁铁
B, C共同施加的磁场作用力的共同作用. 容易知
道, 其纵向位移可以用一个三稳系统方程模型来
描述.

N
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A
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B N

N

N
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(a)
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图 1 双稳势场结构 (a)和三稳势场结构 (b)
Fig. 1. The bi-stable structure (a) and tri-stable struc-
ture (b).

为了更容易理解图 1 (b)所示三稳势场结构
中磁铁A的纵向输出位移和动力学特性, 我们从
Brownian 粒子运动的角度构建三稳系统模型并进
行分析研究. 考虑一个单位质量Brownian粒子运
动的宏观方程:

ẍ(t) + kẋ(t)

= − dU(x)

dx +A sin(2πf0t+ ϕ) +
√
2Dξ(t), (1)

方程中, k是阻尼比; U(x)是粒子所处势场的势函

数; s(t) = A sin(2πf0t + ϕ)表示幅值为A、频率为

f0、初相位为ϕ的周期驱动力; n(t) =
√
2Dξ(t)表

示噪声强度为D的随机激励, 其中 ξ(t)是均值为 0
方差为 1的高斯白噪声. 这样, x(t)就表示单位质
量的Brownian粒子在阻尼力、势场作用力、周期
驱动力和随机噪声激励的共同作用下的输出位移

函数.
构造一个如图 2所示的对称三稳势函数, 势

场存在三个稳定平衡点 (xs1,s2,s3)和两个不稳定平
衡点 (xu1,u2), 形成被势垒分隔开的三稳势场结构.
中间势阱的深度为∆U1, 两边对称势阱的深度为
∆U2, ∆U1和∆U2亦可理解为势阱间的势垒高度.

x

U
↼x
↽

xu2
DU1

DU2
xu1

xs1 xs2xs3

图 2 三稳势函数

Fig. 2. The tri-stable potential function.

从图 2可以看出, 势函数的稳定平衡点就是
其极小值点, 而不稳定平衡点就是其极大值点.
取大于零的实数 p和 q, 且 p < q. 设xs1 = 0,
xu1,u2 = ±p, xs2,s3 = ±q, 三稳势函数需要满足

U ′(x)=mx(x+p)(x−p)(x+q)(x−q),

U ′′(p) < 0,

U ′′(q) > 0.

(2)

为简化分析, 取m = 1. 设a = p2q2, b = p2 + q2,
容易得到

U(x) =
1

2
ax2 − 1

4
bx4 +

1

6
x6, (3)
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这就是三稳势场的函数表达式. 将其代入 (1)式,
得到三稳势场下的Brownian粒子运动方程

ẍ+ kẋ+ ax− bx3 + x5

= A sin(2πf0t+ ϕ) +
√
2Dξ(t). (4)

对三稳势场进行进一步的深入分析. 将

xs1 = 0, xu1,u2 = ±p和xs2,s3 = ±q代入势函数

(3)式, 可以得到势场平衡稳定点和不平衡稳定点
处的势场强度:

U(xs1) = 0,

U(xu1,u2) = U(±p) =
1

12
p4(3q2 − p2),

U(xs2,s3) = U(±q) =
1

12
q4(3p2 − q2),

(5)

进而得到势垒高度

∆U1 = U(xu1)− U(xs1)

=
1

12
p4(3q2 − p2),

∆U2 = U(xu1)− U(xs2)

=
1

12
(p+ q)3(q − p)3.

(6)

显然, ∆U2是 p ∈ (0, q)的单调递减函数, 是 q ∈
(p,+∞)的单调递增函数; ∆U1是 q ∈ (p,+∞)的

单调递增函数. 将∆U1对p求导有

d∆U1

dp =
1

2
p3(2q2 − p2). (7)

显然, 在 p ∈ (0, q)区间内, d∆U1/dp > 0恒成立,
所以∆U1是 p ∈ (0, q)的单调递增函数. ∆U1和

∆U2随参数p和 q变化的单调性如表 1所列.

表 1 ∆U1和∆U2随参数 p和 q变化的单调性

Table 1. The monotonicity of ∆U1 and ∆U2 against
parameters p and q.

p ∈ (0, q) q ∈ (p,+∞)

∆U1 单调递增 单调递增

∆U2 单调递减 单调递增

注意到

∆U1 −∆U2 = U(xs2)− U(xs1)

=
1

12
q4(3p2 − q2), (8)

易知当 0 < p <
√
3q/3时, ∆U1 − ∆U2 < 0, 即中

间的势阱比两边的势阱浅; 而当
√
3q/3 < p < q

时, ∆U1 − ∆U2 > 0, 中间的势阱比两边的势阱
深. 由于随着 p的增大, ∆U1单调递增, 而∆U2单

调递减, 因此在固定 q而增大 p的过程中, 必然存
在从中间势阱较两边势阱浅向中间势阱较两边势

阱深的变化, 两势阱恰好等深的点位于 p =
√
3q/3

处, 如图 3 (a)所示. 类似地, 当 p < q <
√
3p时,

∆U1 −∆U2 > 0, 中间的势阱比两边的势阱深; 当
q >

√
3p 时, ∆U1 −∆U2 < 0, 中间的势阱比两边

的势阱浅. 因此在固定 p而增大 q的过程中, 存在
从中间势阱较两边势阱深向中间势阱较两边势阱

浅的变化, 两势阱恰好等深的点位于 q =
√
3p处,

如图 3 (b)所示. 这样我们就可以得到势阱高度差
的调节规律: 满足0 < p <

√
3q/3 (q >

√
3p)时, 三

稳势函数中间势阱比两边势阱浅, 此时固定另一参
数不变, 通过减小 p或增大 q可以增大两势垒高度

差; 满足
√
3q/3 < p < q时, 三稳势函数中间势阱

比两边势阱深, 此时固定 q, 通过增大p可以增大两

势垒高度差, 而固定p时, 减小 q会使两势垒高度差

先增后减, 其临界值即为 (8)式的极点, 由

d(∆U1 −∆U2)

dq =
1

2
q3(2p2 − q2) = 0 (9)

易得 q =
√
2p, 此时两势垒高度差取得最大值

(∆U1 −∆U2)max

= (∆U1 −∆U2)
∣∣
q=

√
2p

=
1

3
p6. (10)

势垒高度差随参数p, q的调节规律总结于表 2中.

表 2 势垒高度差随参数 p, q的调节规律
Table 2. The rules for adjusting potential barrier height with parameters p and q.

0 < p <
√
3q/3 (q >

√
3p)

√
3q/3 < p <

√
2q/2 (

√
2p < q <

√
3p)

√
2q/2 < p < q (p < q <

√
2p)

∆U1 < ∆U2 ∆U1 > ∆U2 ∆U1 > ∆U2

|∆U1 −∆U2|随 p 单调递减 |∆U1 −∆U2|随 p单调递增 |∆U1 −∆U2| 随 p单调递增

|∆U1 −∆U2| 随 q单调递增 |∆U1 −∆U2| 随 q单调递增 |∆U1 −∆U2| 随 q单调递减
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图 3 势垒高度随参数 p, q的变化规律 (a) q = 1.2 时, ∆U1和∆U2随参数 p的变化曲线; (b) p = 0.7时, ∆U1

和∆U2随参数 q的变化曲线

Fig. 3. The change curves of potential barrier height ∆U1 and ∆U2 against parameters (a) p when q = 1.2

and (b) q when p = 0.7.

3 三稳系统的动态响应及随机共振

3.1 三稳系统的稳态解曲线

为研究三稳系统 (4)式的动态响应, 首先考虑
定常输入的情况. 在方程 (4)中, 等号右端设为常
数 r, 从而得到定常激励的三稳系统方程:

ẍ+ kẋ+ ax− bx3 + x5 = r. (11)

将其改写为状态空间的动力学方程形式:ẋ = y,

ẏ = −ky − ax+ bx3 − x5 + r.
(12)

从Brownian粒子运动的角度来看, 方程 (11)和
(12)的稳态响应意味着Brownian粒子运动的速
度和加速度均为0, 即ẋ = y = 0,

ẏ = −ky − ax+ bx3 − x5 + r = 0,
(13)

等价于 −ax+ bx3 − x5 + r = 0,

y = 0.
(14)

这说明三稳系统方程 (11)的稳态解等价于方程
(14)的解. 由于参数a, b, r确定时, 方程 (14)中第
一式可解得x为一常数,则方程中第二式y = ẋ = 0

显然成立. 那么, 方程

−ax+ bx3 − x5 + r = 0 (15)

就是三稳系统方程 (11)稳态解的隐式表达式, 换句
话说, 方程 (15)的解正是三稳系统方程 (11)的稳态

解. 需要注意的是, 从三稳系统方程 (11)被常量 r

调制后的势函数

V (x) = ax2/2− bx4/4 + x6/6− rx (16)

可以看出, 方程 (15)实际上等价于 dV (x)/dx = 0.
为便于理解, 我们在图 4 (a)中绘出当 p = 0.5,
q = 1.2, r = 0.04时, 三稳系统 (11)式被常量 r

调制前的势函数U(x)和调制后的势函数V (x),
此时∆U1 < ∆U2. U(x)的极小值点xs1 = 0,
xs2,s3 = ±q, 极大值点xu1,u2 = ±p. 而由于被
常量 r调制, V (x)的极值点也随之变化, 在此参数
条件下V (x)同样有三个极小值点 (x′

s1, x′
s2和x′

s3)
和两个极大值点 (x′

u1 和x′
u2). 显然, 这些极值点的

横坐标值正是方程 (15)的解, 也就是三稳系统方程
(11)的响应解的可能形式.

由于方程中高阶项的存在, 从方程 (15)不易求
出x的显式表达式, 因此考虑以图解法对其进行求
解. 定义曲线g1(x) = ax− bx3 + x5,

g2 = r.
(17)

在与图 4 (a)相同的参数条件下, 两曲线如图 4 (b)
所示. 易知 g1与势函数U(x) 的导数 dU(x)/dx相
等, 其与x轴的 5个交点的横坐标值对应于U(x)的

5个极值点位置; 而 g1与 g2交点的横坐标值x就是

方程 (15)的解, 对应于图 4 (a) 中V (x)的极值点位

置, 亦即三稳系统方程 (11)的响应解的可能形式.
在 g1与 g2的 5个交点中, x′

u1和x′
u2对应于势

函数V (x) 的极大值点, 也是其不稳定平衡点, 在
任何轻微扰动下, Brownian粒子都会偏离该平衡
点, 实际上是三稳系统方程 (11)的非稳态解. 只有
中间和两侧的曲线交点横坐标x′

s1, x′
s2 和 x′

s3 是方
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程 (11)的稳态解, 对应于V (x)的稳态平衡点, 即调
制后的势阱位置. 实际上, 三稳系统方程 (11)在经
历一段暂态过程的演化之后, 只可能存在一个稳态
解, x′

s1, x′
s2和x′

s3是该稳态解的三种可能形式, 方
程 (11) 的输出响应稳定在哪一个稳态解, 是由初始
条件决定的.
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图 4 三稳系统的势函数和稳态解图解法示意图 (a)三
稳系统被常量 r调制前和调制后的势函数; (b) 图解法求
解三稳系统方程示意图

Fig. 4. (a) The potential function of tri-stable system
before and after modulated by invariable r; (b) the
graphical method to solve the tri-stable system equa-
tion.

注意到当常量 r取值不同时, g1和 g2曲线的交

点数量可能发生变化, 其临界值等于曲线 g1 取得

极值时的曲线纵坐标值. 令
dg1(x)

dx = a− 3bx2 + 5x4, (18)

可解得曲线 g1(x)的四个极值点位置:
x1,2 = ±

√
3b−

√
9b2 − 20a

10
,

x3,4 = ±
√

3b+
√
9b2 − 20a

10
,

(19)

其中x1和x2表示距离原点更近的两个极值点横坐

标, 而x3和x4表示距离原点更远的两个极值点横

坐标. 定义 rC1 = g1(x1),

rC2 = g1(x4)
(20)

为常量 r的两个临界值, 显然 rC1 > 0, rC2 > 0.
在图 4参数条件下, 计算得到x1,2 = ±0.2772,
rC1 = 0.0654, x3,4 = ±0.9681, rC2 = 0.3345.

定义∆rC = rC1 − rC2, 图 5绘出了∆rC与参

数 p, q的对应关系. 从图 5中可以看出, 当固定参
数 q时, ∆rC随着参数 p的增大而增大, 呈正相关;
当固定参数 p时, 随着参数 q的增大, ∆rC 先是短

暂地增大然后迅速衰减. 整体而言, 当 p, q取值较
为接近时, ∆rC > 0, 即 rC1 > rC2. 此时, 若p, q取
值较小, 则∆U1, ∆U2和∆rC都较小, 不利于后文
所研究系统随机共振的产生; 若 p, q取值较大, 则
∆U1和∆rC较大, ∆U2却较小, 系统很容易退化为
单稳系统, 亦不利于随机共振的产生. 因此, 本文
中只考虑∆rC < 0, 即 rC1 < rC2的情况.
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图 5 ∆rC与参数 p, q的对应关系
Fig. 5. The correspondence of ∆rC against parameters
p and q.

假设 rC1 < rC2. 当 |r| < rC1时, 曲线 g1与 g2

有 5个交点, V (x)为图 4 (a)所示的三稳势场; 当
|r| = rC1时, 曲线 g1与 g2的交点数退化为 4个,
V (x)在x′

s1处的极小值点将变成拐点, V (x)将退化

为双稳势场; 当 rC1 < |r| < rC2时, 曲线 g1与 g2有

3个交点, V (x)保持双稳势场结构; 当 |r| = rC2时,
曲线 g1与 g2的交点数进一步退化为 2个, V (x)在

x′
s2(或x′

s3)处的极小值点也将变成拐点, V (x)将退

化为单稳势场; 最后, 当 |r| > rC2时, V (x)将保持

单稳势场结构. 曲线 g1与 g2的交点数目及V (x)的

势场结构类型与常量 r的关系总结于表 3中.
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表 3 rC1 < rC2时, 曲线 g1与 g2的交点数目及 V (x)的势场结构类型与常量 r的关系

Table 3. The intersection numbers of g1 and g2, the potential structure form of V (x) and their relationships
with invariable r under the condition of rC1 < rC2.

|r| < rC1 |r| = rC1 rC1 < |r| < rC2 |r| = rC2 |r| > rC2

g1 与 g2 的交点数 5 4 3 2 1

V (x) 的势场结构类型 三稳势场 双稳势场 双稳势场 单稳势场 单稳势场

基于以上分析, 我们定义曲线 g1(x)为三稳系

统方程的稳态解曲线. 对于定常激励的三稳系统
方程 (11), 系统输出响应等于 g1(x)与输入量曲线

g2 = r的某一稳定交点.

3.2 基于稳态解曲线的三稳系统动态

响应分析

在方程 (4)中, 令D = 0, 考虑仅谐波信号输入
的三稳系统方程:

ẍ+ kẋ+ ax− bx3 + x5 = A sin(2πf0t+ ϕ), (21)

可以看出, 系统输入 sn(t) = A sin(2πf0t+ ϕ)随时

间 t变化. 在任意 t = tp时刻, 方程 (21)都可以理解
成形如方程 (11)的定常输入方程, 其中 r = sn(tp).
假设f0足够小, 那么系统输入的是一个极缓变且连
续的谐波信号, 我们可以合意地认为在任意 t = tp

时刻, 系统的输出响应都能够稳定在系统的稳定
解, 即输入量曲线 g2 = sn(tp)与 g1的某一稳定交

点上. 那么, 将这样无数个稳态解xs按照时间 t的

顺序联系起来, 可以得到一条xs-t曲线, 这就是三
稳系统方程 (21)的输出响应解.

在方程 (21)中, 令k = 0.5, p = 0.5, q = 1.2,
f0 = 0.01 Hz, ϕ = 0, 信号采样频率 fs = 5 Hz, 计
算点数N = 5000. 采用 4阶Runge-Kutta算法对
方程进行数值求解, 设信号初值x0 = ẋ0 = 0, 当
A = 0.04 (A < rC1)时, 系统的输入信号和输出响
应如图 6 (b)和 (c)所示, 二者可以通过系统的稳态
解曲线 g1 (图 6 (a))建立一一对应的映射关系, 分
析如下.

系统输入信号图 6 (b)中每一点的横坐标表示
该时刻图 6 (a)中的曲线 g2. 初始时刻系统输出位
于稳态解x′

s1 = 0处; 在第1个1/4周期, 随着时间 t

增大, 系统输入逐渐增大, 相当于图 6 (a)中曲线 g2

逐渐左移, 这个过程中两曲线交点的横坐标即稳态
解x′

s1沿着曲线 g1逐渐增大, 那么系统输出逐渐增
大, 直到 g2 = A时达到最大; 类似地, 在第 2个和
第 3个 1/4周期内, 随着时间 t增大, 系统输入逐渐

减小, 相当于图 6 (a)中曲线 g2逐渐右移, 这个过程
中稳态解x′

s1 沿着曲线 g1逐渐减小, 那么系统输出
逐渐减小, 直到 g2 = −A时达到最大; 在第4个1/4
周期内, 系统输入开始增大, 系统输出也逐渐增大.
这样完成一个周期循环并继续下去, 系统输出就被
限制在 g1和 g2曲线交点的两个极限位置之间, 在
中间势阱实现小幅周期振荡, 其振荡周期与信号周
期一致.
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图 6 A < rC1时, 三稳系统方程的动态响应映射图 (a)
稳态解曲线; (b)系统输入信号; (c)系统输出信号
Fig. 6. The dynamic response of tri-stable system
when A < rC1: (a) the steady-state solution curve;
(b) the system input signal; (c) the system output sig-
nal.
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需要指出的是, 从图 6可知, 在 g2 = [−A,A]

区间内, 如果 g1曲线越平缓, 系统输出信号幅
值则越大. 由于 g1 = dU(x)/dx, 那么在势函数
U(x) = [−A,A]范围内, U(x)的斜率变化越慢, 即
U(x)曲线越平缓, 系统的输出信号幅值也越大. 这
一点在下文分析中同样成立.

如果改变信号初值, Brownian粒子也有可能
落入稳态解x′

s2或x′
s3 处, 此时系统输出就将被限

定在相应的稳态解周围, 在相应的右势阱或左势阱
处实现小幅周期振荡, 分析过程与上文一致.
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图 7 rC1 < A < rC2时, 三稳系统方程的动态响应映射
图 (a)稳态解曲线; (b)系统输入信号; (c)系统输出信号
Fig. 7. The dynamic response of tri-stable system
when rC1 < A < rC2: (a) the steady-state solution
curve; (b) the system input signal; (c) the system out-
put signal.

按照这样的思路, 进一步分析 rC1 < A < rC2

时三稳系统方程的动态响应输出. 在方程 (21)中,
保持其他参数不变, 令A = 0.2, 绘出系统的输入信
号和输出响应如图 7 (b)和 (c)所示, 并通过稳态解
曲线 g1 (图 7 (a))进行分析. 初始时刻系统输出位

于稳态解x′
s1 = 0处; 接下来, 随着时间 t增大, 系

统输入逐渐增大, 相当于图 7 (a)中曲线 g2逐渐左

移, 这个过程中两曲线交点的横坐标即稳态解x′
s1

沿着曲线 g1逐渐增大, 那么系统输出逐渐增大; 当
系统输入增大到 rC1时, 曲线 g1和 g2的交点由 5个
退化为 4个, 系统势函数由三稳势场退化为双稳势
场, 此时系统的稳态解将离开x′

s1, 迅速转移到x′
s2

处; 系统输入继续随时间 t变化, 系统输出将留在
稳态解x′

s2处, 被限定在 g1 和 g2 = ±A曲线确定的

两个极限交点位置之间, 在右势阱实现小幅周期振
荡, 其振荡周期同样与信号周期一致.

不同的信号初值条件下, 系统输出也有可能最
终稳定在稳态解x′

s3处, 在左势阱处实现小幅周期
振荡, 分析过程与上文一致.

图 7与图 6的对比分析表明, 当 rC1 < A <

rC2, 系统瞬时输入量 sn(t)将有可能大于临界幅

值 rC1, 系统输出将迅速从稳态解x′
s1跃迁到x′

s2
处, 在跃迁完成瞬间显然 ẋ ̸= 0, 由 (12)式得到
−ax + bx3 − x5 + rC1 ̸= 0, 因此跃迁后粒子无法
落在该输入条件下的稳态解曲线上, 而是存在一个
振荡过程, 并在阻尼的作用下逐渐恢复到稳态解曲
线上.

类似地, A > rC2时三稳系统的输入信号和输

出响应如图 8 (b)和 (c)所示, 其中方程 (21)中输入
信号幅值A = 0.5, 其他参数不变, 并通过稳态解
曲线 g1(图 8 (a))进行分析. 初始时刻系统输出位于
稳态解x′

s1 = 0处; 接下来, 随着时间 t增大, 系统
输入逐渐增大, 相当于图 8 (a)中曲线 g2逐渐左移,
这个过程中两曲线交点的横坐标即稳态解x′

s1沿着

曲线 g1逐渐增大, 那么系统输出逐渐增大; 当系统
输入增大到 rC1时, 系统的稳态解将离开x′

s1, 迅速
转移到x′

s2处, 系统输出响应发生振荡并逐渐恢复
到稳态解曲线; 系统输入继续随时间 t增大, 直到
g2 = A时达到最大, 系统输出响应的瞬时值也达到
最大; 接下来, 系统输入继续随时间 t开始减小, 系
统输出响应的瞬时值沿着曲线 g1和 g2的交点x′

s2
逐渐减小; 当系统瞬时输入减小到−rC2时, 系统的
稳态解将离开x′

s2, 迅速转移到x′
s3处, 系统输出相

应发生振荡并逐渐恢复到稳态解曲线; 之后, 系统
瞬时输入继续减小, 直到 g2 = −A时达到最小, 系
统输出响应的瞬时值也达到最小; 系统输入继续
随时间 t变化, 系统输出将沿稳态解曲线变化, 在
g2 = ±rC2时发生跃迁和振荡, 在 g2 = ±A时达到

最大瞬时输出. 这表明, 当A > rC2时, 三稳系统输
出将在x′

s2和x′
s3两个稳态解之间实现大范围的跃
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迁, 即在 g1和 g2 = ±A曲线确定的两个极限交点

位置之间进行大范围周期振荡, 实现左右势阱的往
复跃迁, 其振荡周期同样与信号周期一致.

在系统瞬时输入量与 rC2相等的瞬间, 系统输
出将发生跃迁, 此时同样存在一个振荡过程, 并
在阻尼的作用下逐渐恢复到稳态解曲线上. 在

这个过程中, 阻尼对Brownian粒子的振荡过程起
阻碍作用, 那么增大阻尼比 k的大小, 能够减弱
振荡过程, 使系统输出响应迅速恢复到稳态解
曲线上, 如图 8 (d)给出 k = 2时三稳系统的输出

响应, 与图 8 (c)相比, 输出跃迁过程的振荡明显
减弱.
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图 8 A > rC2时, 三稳系统方程的动态响应映射图 (a)稳态解曲线; (b)系统输入信号; (c) k = 0.5时系统输出

信号; (d) k = 2时系统输出信号

Fig. 8. The dynamic response of tri-stable system when A > rC2: (a) the steady-state solution curve; (b) the
system input signal; (c) the system output signal when k = 0.5; (d) the system output signal when k = 2.

3.3 噪声诱导的三稳系统随机共振

根据前文分析, 如果三稳系统 (4)只有谐波信
号输入, 当 rC1 < A < rC2时, 系统输出只能在稳态
解x′

s2或x′
s3附近实现小幅周期振荡,而无法实现左

右两个势阱间的大幅周期运动. 此时如果同时输入
噪声, 情况将发生变化.

在方程 (4)中, 令 k = 0.5, p = 0.5, q = 1.2,
A = 0.1 (rC1 < A < rC2), f0 = 0.01 Hz, ϕ = 0, 并
将噪声强度D在 [0, 1]区间内进行取值. 取信号采
样频率 fs = 5 Hz, 计算点数N = 20000. 采用 4阶
Runge-Kutta算法对方程进行数值求解, 绘出系统
输出频谱频率 f = f0处谱峰值Am与系统输出信

噪比SNR随噪声强度D的变化曲线, 如图 9所示.
这里, 系统输出信噪比定义为

SNR = 20 log10(signal/noise), (22)

式中, signal = x(f0)为输出频谱在频率 f = f0处

的谱峰值Am, noise为噪声频谱, 在这里取为输出
信号处特征信号频率处所有谱峰的平均值.

系统输出特征信号幅值Am表征了输出特征

信号的绝对强度, 输出信噪比SNR则表征了输出
特征信号的可识别能力, 二者随噪声强度D的增

大均呈现出先增大后减小的趋势, 并在某一最优噪
声强度值Dop时达到最大, 这是典型的随机共振特
征. 这说明, 方程 (4)所描述的三稳系统输出能够
实现随机共振.

保持图 9参数不变, 取计算点数N = 4096,
当D = 0.14时, 系统实现随机共振, 如图 10所示.
图 10 (a)—(d)分别为系统输入和输出信号的部分
波形和低频频谱 (0—0.25 Hz). 从中可以看出, 系
统输出频谱在频率 f = f0处的谱峰值 (0.811)最大,
且比输入频谱 f = f0处的谱峰值 (0.1105) 大得多,
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图 9 输出信号随噪声强度D变化的 (a) Am-D曲线和 (b) SNR-D曲线

Fig. 9. The (a) Am-D and (b) SNR-D curves of output signal against noise intensity D.

0 200 400 600 800 1000
-3

-2

-1

0

1

2

3

s
n
↼t
↽

(a)

0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
(b)

0 200 400 600 800 1000
-3

-2

-1

0

1

2

3

t/s

x
↼t
↽

s
n
↼t
↽

x
↼t
↽

(c)

0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
(d)

f/Hz

t/s f/Hz

f=0.01 Hz

f=0.01 Hz

图 10 三稳系统的随机共振 (a)输入信号波形; (b)输入信号频谱; (c)输出信号波形; (d)输出信号频谱
Fig. 10. The stochastic resonance of tri-stable system: (a) Waveform and (b) spectrum of input signal; (c)
waveform and (d) spectrum of output signal.

输出信噪比SNR = 42.68 dB也比输入信噪比
SNR = 17.53 dB大得多. 同时, 高频噪声能量
向低频转移, 呈洛伦兹分布形态, 由此看出三稳系
统发生随机共振时, 噪声所起的是积极作用.

正是由于噪声的存在, 使系统输出克服稳态解
曲线的限制, 能够在左右两个势阱间进行大范围的
往复跃迁运动 (如图 10 (c)), 从而实现随机共振. 由
图 7的分析可知, 当无噪声信号输入时, 系统的瞬
时输入被限定在−A < g2 < A范围内, 由于特征
信号幅值 rC1 < A < rC2, 因此系统输出无法实现
阱间跃迁, 被锁定在稳态解x′

s2或x′
s3附近的小范

围内. 而当噪声存在时, 如图 10中输入噪声强度
D = 0.14的Gaussian白噪声信号, 三稳系统的实

际输入信号将偏离特征信号并在其附近上下波动,
在某些时刻的瞬时输入量可能会突然很大或突然

很小, 其绝对值大于临界阈值 rC2, 与图 8相类似,
在一定条件下便能驱动系统响应越过跃迁点向另

一侧的稳态解发生曲线, 从而使系统输出响应迅速
移至另一侧的稳态解曲线上; 接着特征信号和噪
声信号在这一侧的稳态解曲线上继续发挥作用, 由
于噪声的存在使得系统输出响应有可能继续突破

稳态解曲线的限制, 某些时刻再度发生跃迁, 最终
实现如图 10 (c)所示的势阱间的大范围往复跃迁运
动, 产生随机共振. 由于特征信号对系统瞬时输入
量的变化起着内在和本质的推动作用, 所以系统输
出响应的跃迁过程也与特征信号周期完全一致, 噪
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声则在这个过程中诱发系统的跃迁行为.
需要注意的是, 当噪声强度较小时, 由于其作

用时间短, 又受到阻尼的作用, 系统响应只能在
−A < g2 < A限定的某一侧稳态解曲线段附近波

动, 仍然无法突破跃迁临界点; 反之当噪声强度过
大时, 仅靠噪声的作用就可能使系统地瞬时输入量
超越临界阈值 rC2而使系统输出响应发生跃迁, 此
时系统的跃迁便是以噪声为主驱动的, 因此呈现出
系统输出响应与特征信号的弱相关性甚至不相关

性. 综合上述两种情况, 我们就可以解释图 9所示
的经典的随机共振曲线. 这就是噪声诱导的三稳系
统随机共振机理.

4 三稳系统随机共振的参数

前文从稳态解曲线的角度解释了噪声诱导的

三稳系统随机共振机理, 在此基础上, 可以进一步
分析和讨论方程 (4)中阻尼比参数k和平衡点参数

p, q对三稳系统随机共振的影响.

4.1 阻尼比参数k的影响

在三稳系统方程 (4)中, 阻尼力表征了介质对
Brownian粒子的阻碍作用, 其大小取决于粒子的
运动速度和阻尼比k的大小. 当k增大时, 系统对
Brownian粒子的阻碍作用增大, 粒子的跃迁速率
降低, 此时需要更大的噪声强度才能使系统输出实
现随机共振. 即保持其他参数不变时, 增大阻尼比
参数k, 系统发生随机共振的最优噪声强度值Dop

也随之增大.
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图 11 不同阻尼比参数条件下的Am-D曲线
Fig. 11. The Am-D curves under different damping
ratios.

仿照图 9 (a), 在保持其他参数条件不变的情况
下, 做出阻尼比k分别为 0.3, 0.5和0.7 时的Am-D
曲线, 如图 11所示. 从图 11中可以看出, 随着阻尼

比k的增大, 系统实现随机共振所需的最优噪声强
度值Dop也随之增大, 从而验证了上述分析.

4.2 平衡点参数p的影响

同样以图 9 (a)参数为基准进行分析. 图 12绘
出了 q = 1.2条件下, p分别取 0.3, 0.5和 0.7时系
统的稳态解曲线 g1(x). 从图 12中可以看出, 在
rC1 < rC2的前提下, 随着 p的增大, rC1增大, rC2

减小. 由于 rC2减小, 粒子在相同信号参数条件下
更容易实现跃迁; 换言之, 粒子实现跃迁所需的能
量减小, 因此三稳系统实现随机共振的最优噪声强
度值Dop也随之减小. 这一点可以从图 13所绘出
的图 9 (a)参数条件下, p分别为 0.3, 0.5 和0.7时的
Am-D曲线中得到验证.
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图 12 不同平衡点参数 p条件下的系统 g1曲线

Fig. 12. The g1 curves under different p.
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图 13 不同平衡点参数 p条件下的Am-D曲线
Fig. 13. The Am-D curves under different equilibrium
parameter p.

4.3 平衡点参数q的影响

依然以图 9 (a)参数为基准进行分析. 图 14绘
出了 p = 0.5条件下, q分别取 1.0, 1.2和 1.4时系
统的稳态解曲线 g1(x). 从图 14中可以看出, 在
rC1 < rC2的前提下, 随着 q的增大, rC1和 rC2均增

大, 且 rC2的增大幅度更加明显. 由于 rC2增大, 粒
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子在相同信号参数条件下更不容易实现跃迁; 换言
之, 粒子实现跃迁所需的能量增大, 因此三稳系统
实现随机共振的最优噪声强度值Dop也随之增大.
这一点可以从图 15所绘出的图 9 (a)参数条件下, q
分别为1.0, 1.2 和1.4时的Am-D曲线中得到验证.
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图 14 不同平衡点参数 q条件下的系统 g1曲线

Fig. 14. The Am-D curves under different equilibrium
parameter q.
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图 15 不同平衡点参数 q条件下的Am-D曲线
Fig. 15. The Am-D curves under different equilibrium
parameter q.

综上所述, 三稳系统中阻尼比参数k和平衡点

参数 p, q对系统随机共振的产生条件均产生影响.
具体来说, 阻尼比 k影响了Brownian粒子所受阻
尼力的大小, k增大时, 系统实现随机共振所需的
最优噪声强度值Dop也随之增大, 反之亦然. 而平
衡点参数 p, q主要通过影响稳态解曲线 g1(x)的极

值点 rC2来对系统随机共振产生影响, 在 rC1 < rC2

的前提下, p增大或 q减小时, rC2减小, 系统实现
随机共振所需的最优噪声强度值Dop随之减小; 反
之, p减小或 q增大时, rC2增大, 系统实现随机共振
所需的最优噪声强度值Dop随之增大.

5 结 论

本文从系统平衡点参数 p, q的角度出发, 构造
出一类标准的对称三稳势函数. 在此基础上, 进一
步给出势垒高度∆U1, ∆U2及两势垒高度差的解析

表达式, 详细研究它们与系统参数p, q之间的关系.
对三稳势场作用下微弱信号和噪声共同驱动的三

稳系统模型进行深入的动态响应分析, 首先从定常
激励的角度给出系统稳态解曲线的概念, 从图解法
给出系统稳态解的可能形式, 并给出临界阈值的数
学表达式; 其次以稳态解曲线为工具, 深入揭示了
仅谐波信号输入时系统的稳态响应输出与缓变输

入之间的一一对应关系; 最后, 进一步研究三稳系
统输出的随机共振现象, 并从稳态解曲线的角度阐
述了噪声诱导的三稳系统随机共振机理. 在此基础
上, 进一步讨论了系统参数k, p, q对系统随机共振
的影响. 研究表明, 当k增大、p减小或 q增大时, 系
统实现随机共振所需的最优噪声强度值将增大, 反
之亦然. 本文提出了标准化的三稳随机共振模型,
对模型基本性质、动态响应及随机共振的的具体分

析, 为今后三稳随机共振及其微弱信号处理的进一
步深入研究奠定了理论基础.
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Abstract
Stochastic resonance (SR) describes a nonlinear phenomenon in nature, of which the essential ingredients are a

nonlinear system, a weak signal, and a source of noise. Using the nonlinear system, the signal-to-noise ratio (SNR)
of the output signal of the system will peak at a certain value of noise intensity under a synergistic action of input
signal and noise. Besides the traditional Langevin equation, the new SR models such as monostable oscillators, chaotic
systems, time-delay systems and bistable Duffing systems, can also produce SR phenomena. In this paper, a normalized
symmetrical tri-stable potential function is constructed by using equilibrium parameters p and q, and a tri-stable system
model simultaneously driven by weak signal and noise is further proposed. The tri-stable system model can be understood
through a cantilever beam structure with three magnets, and deduced from the Brownian motion equation. We study
in-depth and summarize the influences of parameters p and q on the potential barrier heights ∆U1, ∆U2 and their
difference value. By analyzing the steady-state solution of the tri-stable system under invariable input, the concept of
system steady-state solution curve (SSS curve) is proposed, and is used to further study the system dynamic response
under low-frequency harmonic signal input. In these situations, the system response can be obtained by combining the
steady-state solutions of the system following time t under a group of tempolabile inputs. Moreover, with the noise
injection, the tri-stable system can realize SR under appropriate parameter condition, which can be demonstrated by
the output amplitude curve and also the output SNR curve of the system against noise intensity. The mechanism of
noise-induced SR of tri-stable system can be analyzed from the perspective of SSS curve. Finally, we further study the
influence of tri-stable SR against system parameters. The value of damping ratio k affects the value of damping force
acting on the Brownian particle, thus the tri-stable system needs noise with larger intensity to produce SR under a larger
k. The values of equilibrium parameters p and q both affect the shape of the SSS curve, a larger p or a smaller q may
result in larger-intensity noise for the system to produce SR.

Keywords: tri-stable system, dynamic response, stochastic resonance, steady-state solution curve
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