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用差分收敛法研究NaLi分子部分电子态的
完全振动能谱∗

郑小丰1) 樊群超1)† 孙卫国1)2)‡ 范志祥2) 张燚1) 付佳1) 李博1)

1)(西华大学理学院先进计算研究中心, 成都 610039)

2)(四川大学原子与分子物理研究所, 成都 610065)

( 2015年 5月 13日收到; 2015年 6月 28日收到修改稿 )

基于双核分子振动能级的普遍表达式和差分收敛法 (difference converging method, DCM), 利用微分思
想将DCM应用于双核分子体系完全振动能谱的研究中. 应用DCM方法, 分别选用实验上获得的一组 (10条)
精确的振动能级, 对NaLi分子 31Π, 41Π 和A1Σ+电子态进行了研究, DCM的研究结果正确重复了已知数据
并预测出了在实验上未能获得的包含高激发态在内的完全振动能谱数据, 同时计算得到了这 3个电子态的振
动光谱常数.

关键词: NaLi, 振动能谱, 分子常数, 差分
PACS: 33.20.–t, 33.15.Mt, 33.15.Fm DOI: 10.7498/aps.64.203301

1 引 言

精确的双核分子振动能谱一直是探索双核分

子精细结构的重要手段与工具 [1−3]. 包含双核分子
的动力学过程、碰撞散射、光离化、新型激光器研发

以及天体辐射、大气成分等研究都与分子振动能级

有着直接或间接的联系 [4,5]. 双核分子振动能级尤
其是高阶能级所包含的物理信息又是多核分子能

级及其结构研究的重要基础. 双核分子完全振动能
谱的正确结构和数值直接影响着后续相关研究的

开展. 因此无论是从现实还是长远看, 双核分子精
确振动能谱的研究都具有重要意义.

NaLi是最轻、结构最简单的异核碱金属分
子, 它具有的永久偶极矩能被外部势场操控的
特性 [6,7]. 近几年来随着超冷分子研究的深入,
Wippel等 [8]发现有可能根据这一特性而产生出

Na+Li体系的超冷分子. 此外, NaLi分子核外

只有两个价电子的结构，非常适合用于验证量

子力学的各种理论方法 [9]、物理模型 [10,11]以及

检验势能函数质量等一些微观分子动力学的研

究工作 [12−18]. 因此, 鉴于NaLi分子结构的特殊
性, 过去几十年来人们对其微观结构做了大量
研究 [11,19−24]. 如 1971年Hessel [25]通过激光诱导

荧光技术 (laser induced fluorescence, LIF)第一次
获得NaLi分子基态的 9条最低振动能级；2002年
Jastrzebski等 [20] 通过V形双光共振光谱技术 (V-
type optical-optical double resonance, VOODR)对
NaLi分子E1Σ+电子态进行了研究, 但仅获得 10
条振动能级; 2008年, Bang等 [24] 用同样的技术

对NaLi 分子的 31Π和 41Π电子态进行研究, 获得
的最高振动能级 (Emax(3

1Π) = 2739.099 cm−1,
Emax(4

1Π) = 2897.190 cm−1)远远小于各自的离
解能极限 (D e(3

1Π) = 6296.8 cm−1, D e(4
1Π) =

6193.5 cm−1). 理论方面, 1984年, Schmidt-Mink
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小组利用自洽场组态相关法 (self-consistent field
configuration interaction, SCF-CI)对NaLi分子14
个电子态进行了研究计算, 获得了部分低阶振动
能级数据 [26]. 2008年, Marques小组结合从头计算
法 (ab initio)提出了遗传算法 (genetic algorithm,
GA), 并对NaLi的X1Σ+电子态进行了计算, 获得
了 44条振动能级数据 [27], 但仍未获得解离渐近区
的重要能级数据. 这些研究工作为人们探索NaLi
分子的精细结构提供了可靠的数据支撑. 但受实验
设备和条件的影响 (如NaLi分子实验观测容易受
阻于观测所需的稳定压强和杂质Na2分子引起的
光谱重叠 [9,22])以及理论计算自身模型和近似的限
制, 这些电子态高激发振动能级的精确数据依然相
对匮乏.

鉴此, 本文从孙卫国等 [28]基于二阶微扰理论

得到的非相对论下双核分子振动能级表达式和

他们最近建立的差分收敛法 (difference converging
method, DCM), 再次利用微分的思想 [29,30], 获得
了将DCM用于精确计算双原子分子完全振动能谱
和光谱常数的理论新公式和计算方法, 并用该方法
对NaLi分子 3 1Π, 4 1Π和A 1Σ+电子态的振动能

谱和振动光谱常数进行了研究. 计算获得的DCM
完全振动能谱不仅重复了各电子态的已知实验数

据, 而且还给出了实验上未能获得的离解区的未知
振动能级. 文中第二部分简要介绍了DCM方法;
第三部分应用DCM方法研究讨论了以上三个分子
电子态的完全振动能谱和振动光谱常数; 最后在第
四部分做出总结.

2 理论与方法

基于二阶微扰理论, 孙卫国课题组获得了双
原子分子体系非相对论下核运动的振动能级表达

式 [31,32]:
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其 中, υ是 振 动 量 子 数, {ω0, ω e + ω e0 =

ω′
e ,−ω ex e , ω ey e , ω ez e , ω et e , ω es e , ω er e} 是振
动光谱常数.

使用 (1)式和DCM [31,32]的基本思路, 对某一
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简化整理后有
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对振动能级Eυ2
—Eυ5

用同样的方法推导有
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由于 (3)式和 (4)式相等, 由其整理并简化可得
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对振动能级Eυ2
—Eυ6

推导有
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因为 (5)式与 (6)式相等, 整理并简化可得光
谱常数ω et e的展开式. 同理. 用振动能级

Eυ2
—Eυ7

做类似以上推导又可得ω et e的另一

展开式. 以此类推, (1)式中的振动光谱常数
{ω er e , ω es e , ω et e , ω ez e , ω ey e , ω ex e , ω′

e}可

用包含振动能级Eυ1
—Eυ11

和相应振动量子数组

成的展开式逐步分别表示, 最后获得振动光谱常数
ω′

e的展开式, 将其简化整理后即得到振动能级的
新展开式, 它只是其他 10个已知振动能级和它们
的振动量子数的函数:

Eυ11
= Eυ1

C1 + Eυ2
C2 + Eυ3

C3 + Eυ4
C4

+ Eυ5C5 + Eυ6C6 + Eυ7C7 + Eυ8C8

+ Eυ9
C9 + Eυ10

C10, (7)

(7)式中 (Eυ1
, Eυ2

, Eυ3
, · · · , Eυ10

)为从实验上获得

的有限数据中筛选出的 10个已知双核分子振动能
级, Eυ11

为对应振动量子态υ11的未知能级数据.
而已知系数C1—C10如同 (3)式和 (5)式中的系数
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a和 b, 只与振动量子数 (υ1, υ2, υ3, · · · , υ10, υ11) 有
关. 值得注意的是:

1)决定系数C1—C10数值的振动量子数中,只
要确保C1—C10 ̸= 0, 同一个振动量子数υk可以被

使用多次;
2) 由于实验所得的每一个能级误差 (或者说物

理精确度)是独立且不同的, 所以每次从已知光谱
数据中所选择的 10个振动能级对应的误差也不相
同, 从推导中可以看出, 整个推导过程没有使用任
何数学模型和新的物理近似, (7)式是一个无任何
参数的数学展开式, 所以计算求得的振动能谱的误
差取决于所选能级自身的误差, 所选择的数据误差
越小, 求得的振动能谱精确度越高.

对于大多数双原子分子电子态而言, 虽然很难
获得高激发态的振动能级数据, 但通过现代实验
手段, 一般都会获得一组由m个精确实验振动能

级构成的子集合 [E
exp(t)
υ ]. 从这个实验振动能级子

集合出发, 使用能级新 (7)式便可以获得某电子态
体系包含所有未知振动能级在内的完全振动能谱{
EDCM

υ

}
. 再使用 (3), (5)等公式, 便可以求得表征

整个完全振动能谱的振动光谱常数.
若已知的振动能级子集合 [E

exp(t)
υ ]中有m

个振动能级, 则从中选择 10个振动能级时便有
N = C10

m 种组合 (若重复选取某些振动能级, 则可
选择的实验组数会大于N = C10

m ). 使用方程 (7)计
算N次, 得到N组解. 其中总会有一组解能最好地
满足以下物理判据:

∆E(exp(t), cal)

=

√√√√[
1

m

m−1∑
υ=0

|Eυ,exp(t) − Eυ,cal|2
]
→ 0, (8)

∆Eυmax,υmax−1

= Eυmax − Eυmax−1 → small enough, (9)

Eυmax 6 D e , (10)

Dcal
e

∼= Eυmax

+
∆E2

υmax,υmax−1

(∆Eυmax,υmax−2 −∆Eυmax,υmax−1)
,

(11)

0 < Eerror =
(D

exp(t)
e −Dcal

e )

∆Eυmax,υmax−1
6 1, (12)

那么这组能谱数据就是该分子电子态的最佳振动

物理表象
{
EDCM

υ

}
. 其中 (11)式为孙卫国课题组提

出的代数方法 (AM) [33,34]中基于三个最高振动能

级以获得体系理论离解能Dcal
e 的解析公式.

3 应用与讨论

本文使用DCM方法, 利用 (7)式和物理判据
(8)—(12)式研究了NaLi分子31Π, 41Π和A1Σ+电

子态的完全振动能谱和振动光谱常数, 并与其他
研究方法进行了比较, 得到了很好的理论计算结
果. 表 1分别列出了各电子态通过实验手段和应用
DCM方法所获得的分子振动光谱常数.

表 1 NaLi分子 31Π, 41Π和A1Σ+电子态的振动光谱常数 (单位为 cm−1)
Table 1. Vibrational spectroscopic constants for the 31Π, 41Π and A1Σ+ electronic states of NaLi (in cm−1).

电子态 31Π 41Π A1Σ+

文献 [24] DCM 文献 [24] DCM 文献 [35] DCM

ω0 2.465198×10−2 4.779823×10−3 3.214368×10−2

ω e 1.7880×102 1.788147×102 1.69325×102 1.69323×102 1.8803×102 1.880334×102

ω ex e 1.6727 1.676481 1.12030 1.117252 9.2600×10−1 9.268980×10−1

102ω ey e 2.5770 2.629405 7.67000×10−1 7.027944×10−1 2.167809×10−1

103ω ez e 1.6850×10−1 2.010012×10−1 −2.32900×10−1 −1.652631×10−1 −4.817173×10−2

104ω e t e 7.538882×10−3 −2.48240×10 −3.396903×10−2 5.515168×10−3

105ω es e 2.371595×10−6 −4.14000×10−1 −6.438474×10−3 −1.667823×10−3

1010ω er e 7.924990×10−3 −2.974483×10−3 1.993072
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从表 1可以看出, 用DCM方法不仅能够重复
已有文献中的振动光谱常数, 而且还获得了文献
所缺乏的高阶光谱常数. 其中, NaLi-41Π电子态
的振动光谱常数ω e的实验值与理论值误差只有

0.002 cm−1, 低阶光谱常数ω ex e也与实验值符合

较好, 然而越是高阶其误差也相对越大. 从理论推
导中可以知道, DCM振动光谱常数理论值的精确
度完全取决于计算时输入的振动能级, DCM理论
振动能级与实验振动能级的误差也就间接反映了

DCM 振动光谱常数的精确度. 所以从理论上可以
认为DCM振动光谱常数比由实验值拟合而得的文
献振动光谱常数更接近真实值. 这对于需要精确的
高阶振动光谱常数的相关研究具有重要意义.

表 2列出了DCM计算所使用的各电子态的实
验振动能级的振动量子数, 在选取这些振动能级时
仅须满足 (8)—(12)式中的收敛要求并保证 (7)式
中的能级展开系数C1—C10 ̸= 0.

表 2 DCM计算所使用的实验振动能级的振动量子数
Table 2. Vibrational quantum number υ of the 10 se-
lected known experimental vibrational energies of the
31Π, 41Π and A1Σ+ electronic states of NaLi for the
DCM calculation.

电子态

υk 31Π 41Π A1Σ+

υ1 1 4 0
υ2 6 6 1
υ3 7 4 3
υ4 8 7 6
υ5 5 10 20
υ6 6 7 11
υ7 15 1 19
υ8 8 13 23
υ9 7 19 18
υ10 9 2 23

表 3列出了NaLi分子 31Π, 41Π和A1Σ+电子

态的精确实验振动能谱子集合 [E
exp(t)
υ ]和基于

这些数据通过 (7)式计算所得的DCM完全振
动能谱数据

{
EDCM

υ

}
, 以及各电子态的离解能

D e、 理论计算所得最高的两个振动能级之

差∆Eυmax,υmax −1和相对误差Eerror = (D
exp(t)
e −

DDCM
e )/∆Eυmax,υmax −1

. 该表中有下划线的加粗斜
体能级是那些在表 2中被重复使用过的实验振动
能级.

从表 3所列能级数据可知, 利用 (7)式和物理
判据 (8)—(12) 式计算所得到的振动能谱数据不
仅能精确重复已有振动能级数据, 而且预测出了

收敛于离解极限且目前实验手段难以获得的高阶

振动能级数据. 除此, 计算获得的离解能DDCM
e

也与实验值D
exp(t)
e 符合得非常好. 以NaLi-A1Σ+

分子为例, Fellows [35]从实验上只获得了 26条精
确振动能级数据, 而本次研究不仅复现了这已
知的 26条振动能级, 并且获得了实验上未能给
出的其他 31条高阶振动能级数据. 例如, 转动
量子数υ = 39的振动态, 实验并未获得该振动
能级, 而本次研究利用 (7)式预测出其振动能级
EDCM

υ=39 (= 6017.0802 cm−1). 获得的最高振动能级
与离解能之差EDCM

υmax −DDCM
e (= 84.47344 cm−1)

也远小于实验值的对应差值E
exp(t)
υmax − D

exp(t)
e (=

3580.4984 cm−1), EDCM
υmax 很接近离解极限. 此外,

实验数据E
exp(t)
υ=0—υ=25与理论数据EDCM

υ=0—υ=25的绝

对误差均不超过 0.02 cm−1. 实验获得的离解能
D

exp(t)
e (= 7791.0 cm−1)与本次研究获得的DCM
理论离解能DDCM

e (= 7790.91434 cm−1)的相对误
差只有 0.001099%, 这有力地说明了本理论研究的
正确性与精确度.

为了更加直观地比较实验数据和本文计算获

得的理论值. 我们在图 1给出了NaLi分子A1Σ+

电子态的振动能谱实验值与DCM计算值的能级逐
差 (∆Eυ = Eυi−1

− Eυi
)的比较.

从图 1可以看出, 理论值的逐差不仅与实验值
逐差几乎完全重合, 而且也延续了实验值的发展趋
势. 这充分说明该理论方法研究获得的数据能正确
反映和延续实验数据所包含的物理信息. 同样地做
出NaLi分子 31Π和 41Π电子态的振动能级逐差比

较图, 也可以得出类似的结论, 进一步反映了本次
理论计算的可靠性.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

-190
-180
-170
-160
-150
-140
-130
-120
-110
-100
-90
-80

DCM

/
c
m
-
1

图 1 NaLi分子A1Σ+电子态实验振动能谱逐差∆Eυ =

Eυ−1 − Eυ与 DCM理论值逐差的比较
Fig. 1. The vibrational differences (∆Eυ = Eυ−1 −
Eυ) for NaLi-A1Σ+, between the experimental results
and the DCM calculation results.
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表 3 NaLi分子 31Π, 41Π和A1Σ+电子态的实验和DCM振动能级 (单位为 cm−1)
Table 3. Experimental and DCM vibrational energies for the 31Π, 41Π and A1Σ+ electronic states of NaLi (in cm−1).

31Π 41Π A1Σ+

υ E
exp(t)
υ

[24] EDCM
υ υ EDCM

υ υ E
exp(t)
υ

[24] EDCM
υ υ EDCM

υ υ E
exp(t)
υ

[35] EDCM
υ υ EDCM

υ

0 88.973 88.967 34 5005.489 0 84.326 84.328 34 4505.429 0 93.8174 93.8174 34 5415.1456

1 264.513 264.513 35 5134.820 1 251.339 251.339 35 4588.769 1 280.0037 280.0038 35 5539.4480

2 436.935 436.937 36 5263.921 2 416.174 416.173 36 4668.825 2 464.3545 464.3546 36 5661.8006

3 606.385 606.387 37 5393.090 3 578.865 578.865 37 4745.758 3 646.8806 646.8806 37 5782.1948

4 773.006 773.008 38 5522.100 4* 739.442∗ 739.442 38 4819.468 4 827.5915 827.5915 38 5900.6232

5 936.937 936.937 39 5651.144 5 897.928 897.928 39 4889.907 5 1006.4962 1006.4962 39 6017.0802

6∗ 1098.311∗ 1098.310 40 5780.229 6 1054.343 1054.342 40 4957.240 6 1183.6024 1183.6025 40 6131.5621

7∗ 1257.258∗ 1257.258 41 5909.174 7∗ 1208.697∗ 1208.696 41 5021.571 7 1358.9172 1358.9173 41 6244.0677

8∗ 1413.907∗ 1413.906 42 6038.737 8 1360.998 1360.998 42 5082.881 8 1532.6381 1532.4465 42 6354.5988

9 1568.378 1568.377 43 6167.859 9 1511.247 1511.247 43 5141.214 9 1704.1950 1704.1952 43 6463.1600

10 1720.790 1720.789 10 1659.441 1659.441 44 5196.831 10 1874.1672 1874.1674 44 6569.7600

11 1871.256 1871.256 11 1805.568 1805.569 45 5249.562 11 2042.3662 2042.3663 45 6674.4114

12 2019.889 2019.887 12 1949.614 1949.615 46 5300.243 12 2208.7942 2208.7942 46 6777.1314

13 2166.792 2166.790 13 2091.558 2091.557 47 5347.644 13 2373.4524 2373.4524 47 6877.9427

14 2312.069 2312.067 14 2231.373 2231.370 48 5394.073 14 2536.3413 2536.3412 48 6976.8735

15 2455.817 2455.817 15 2369.027 2369.020 49 5437.999 15 2697.4602 2697.4601 49 7073.9584

16 2598.131 2598.136 16 2504.482 2504.471 50 5479.154 16 2856.8076 2856.8075 50 7169.2392

17 2739.099 2739.116 17 2637.694 2637.681 51 5520.421 17 3014.3810 3014.3810 51 7262.7654

18 2878.846 18 2768.615 2768.604 52 5559.898 18 3170.1771 3170.1771 52 7354.5947

19 3017.411 19 2897.190 2897.190 53 5600.412 19 3324.1915 3324.1915 53 7444.7943

20 3154.894 20 3023.385 54 5639.502 20 3476.4189 3476.4189 54 7533.4414

21 3291.375 21 3147.131 55 5679.333 21 3626.8532 3626.8531 55 7620.6237

22 3426.929 22 3268.371 56 5716.505 22 3775.4871 3775.4871 56 7706.4409

23 3561.632 23 3387.042 57 5759.922 23∗ 3922.3127∗ 3922.3128

24 3695.549 24 3503.083 58 5803.875 24 4067.3208 4067.3217

25 3828.754 25 3616.428 59 5850.827 25 4210.5016 4210.5043

26 3961.313 26 3727.015 60 5902.001 26 4351.8504

27 4093.284 27 3834.783 61 5953.801 27 4491.3493

28 4224.732 28 3939.666 62 6005.721 28 4628.9898

29 4355.706 29 4041.604 63 6078.094 29 4764.7603

30 4486.285 30 4140.551 64 6141.414 30 4898.6489

31 4616.500 31 4236.453 31 5030.6436

32 4746.431 32 4329.249 32 5160.7324

33 4876.068 33 4418.921 33 5288.9035

D e 6296.8 6296.54095 6197.0 6196.81313 7791.0 7790.91434

∆Eυmax,υmax −1 129.122 63.32 85.8172

Eerror 0.002006 0.002951 0.000998

注: ∗多次选择的能级.
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4 总 结

本文基于双核分子经典振动能级的表达式, 利
用微分思想将DCM方法用于双核分子体系完全振
动能谱的研究中. 从实验上获得的精确振动能级
子集合 [E

exp(t)
υ ]出发, 分别研究了NaLi分子 31Π,

41Π和A1Σ+电子态的完全振动能谱
{
EDCM

υ

}
和

振动光谱常数, 并与文献数据进行了比较, 获得了
满意的振动能谱结果. 研究表明, 对于NaLi分子的
几个电子态, 应用DCM方法不仅能重复已知的实
验数据, 而且正确预测了通过实验手段未能获得的
高阶振动能级和振动光谱常数, 为NaLi分子微观
结构的进一步研究提供了更多的数据支撑. 本研究
为获取双核分子体系在势能渐进区和离解区的精

确振动能级数据提供了一种简单有效的途径, 并将
有助于分子结构、化学反应碰撞等领域的研究.
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Abstract
For most diatomic electronic states, it is very difficult to obtain the accurate vibrational spectra of the highly-excited

states directly by using the modern experimental techniques and quantum theories. Based on the general expression of
diatomic molecular vibrational energy, the difference converging method (DCM) is used to give a new analytical expression
in this paper. By using ten known vibrational energies, the full vibrational spectra, the vibrational spectroscopic constants
of the highly-excited states, and the dissociation energy can be predicted for a diatomic electronic state. In this study,
the full vibrational spectra of the electronic states 31Π, 41Π and A1Σ+ of NaLi molecule are studied with the DCM and
the new formula. Results show that all the vibrational levels given in the experiments can be reproduced with an error
rate less than 0.02 percent in our study. In addition, By comparing with the reported experimental results, we find 26,
45 and 31 new vibrational levels for 31Π, 41Π and A1Σ+ of NaLi molecule, respectively.
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