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涨落作用下周期驱动的分数阶过阻尼棘轮模型的

混沌输运现象∗

刘德浩 任芮彬 杨博 罗懋康†

(四川大学数学学院, 成都 610064)

( 2015年 5月 13日收到; 2015年 7月 10日收到修改稿 )

考虑涨落作用下周期驱动的过阻尼分数阶棘轮模型, 通过模型的数值求解, 研究确定性棘轮的混沌特性
与噪声的作用对输运行为的影响, 进而讨论过阻尼分数阶分子马达反向输运的机理. 分析表明: 随着势垒高
度、势不对称性与模型记忆性的变化, 随机棘轮的反向输运并不必然地要求确定性棘轮也反向输运; 随着模型
阶数的减小, 亦即分数阻尼介质记忆性的增强, 确定性棘轮在反向输运之前会经历一个周期倍化导致的混沌
状态, 但在噪声作用下, 反向流的发生会提前, 即混沌状态的确定性棘轮在噪声的作用下即可进行反向输运.
也就是说, 噪声能定性地改变棘轮的输运状态: 从无噪声时的混沌运动到有噪声时的定向输运. 这是过阻尼
随机棘轮反向输运的一种机理, 也是噪声在定向输运过程中发挥积极作用的一个体现.

关键词: 分数阶分子马达, 混沌, 分数阶高斯噪声, 定向输运反向流
PACS: 05.10.Gg, 45.10.Hj DOI: 10.7498/aps.64.220501

1 引 言

分子马达是广泛存在于细胞内部和细胞表面

的一类具有马达功能的蛋白质分子 [1,2], 它既具有
酶的活性又具有运动性, 能高效地将贮藏在三磷酸
腺苷 (ATP)分子中的化学能转化为机械能. 它在
生物体内的生命活动中起着至关重要的作用, 细胞
内部几乎所有的生命活动, 如细胞分裂、肌肉收缩、
细胞核的移动、囊泡的定位输运等, 都与分子马达
沿蛋白质微管或微丝在微观尺度上做定向运动有

关 [3].
近年来, 随着单分子操作技术的飞速发展, 人

工纳米机器的构建与应用成为 21世纪最具挑战性
的热点课题之一, 人工制造分子马达方面已取得
许多突破 [4−7], 分子马达工作机理问题已引起人
们的极大关注. 至今为止, 摇摆棘轮模型、涨落
棘轮模型等多种棘轮模型已经被提出并用于解释

分子马达的定向输运现象 [8−11], 这些早期的棘轮

模型的讨论还可参见Hänggi和Marchesoni的综述
文献 [12]. 考虑到早期的棘轮模型在解释分子马
达输运效率等方面有所不足, 近年来也提出了一
些考虑到分子马达结构的新的棘轮模型 [13,14]. 与
此同时, 由于分子马达的双头甚至多头构造, 对由
多个Langevin方程描述的棘轮模型的耦合输运进
行了大量研究 [15−17]. 由许多外加因素如负载、周
期驱动、外界扰动、反馈等导致的棘轮模型的复

杂的输运现象与随机共振现象也引起了人们的关

注 [18−22]. 例如, Ai等 [18]研究了外界驱动力对定

向流的影响, 发现外力的频率对马达的运动方向
有重要影响; 文献 [19, 20]发现用Logistic 映射生
成混沌序列并以此驱动确定性棘轮模型也能实现

定向输运. 不过这些文献的研究大多是基于整数
阶Langevin方程, 也就是假设Brown 粒子在理想
介质中运动. 而事实上细胞液等黏性介质具有 “长
记忆性”, 与理想性假设并不相符. 此时分数阶微
积分因为具有时间长期记忆性和空间长程相关性,
比整数阶微积分能更好地描述这一类具有长记忆
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性的物理过程和生化反应过程 [23,24]. 因此分数阶
分子马达模型成为近年来关注的热点. 分数阶分
子马达的一个可能最令人感兴趣的结果是模型的

记忆性会导致输运流反转 [25,26]. 与此同时, 由于
确定性惯性棘轮的混沌与反向流之间可能存在的

密切联系, 定向输运中的混沌现象也越来越引起人
们的重视 [22,27,28]. 例如, Mateos [22]讨论了确定性

惯性棘轮的混沌输运现象, 发现随着外部驱动力强
度的变化, 定向流反转之前会经历一个混沌状态,
因此认为混沌是确定性惯性棘轮反向输运的原因;
Fereydoon和Larrondo [27]利用确定性棘轮的混沌

特性控制输运流的方向, 该结果可以应用于生物粒
子的分离.

需要指出的是, 目前所见文献讨论混沌与反向
流之间的关系时, 均只考虑确定性棘轮, 不考虑噪
声的影响; 然而蛋白质分子在细胞内的运输必然
会受到热涨落的作用, 这时用确定性棘轮描述粒子
的运动过程有一定的局限性. 因此, 在本文中我们
不仅关注确定性棘轮的混沌特性, 也关注噪声的作
用. 另一方面, 大量文献已经表明分数阶分子马达
模型的记忆性能导致Brown粒子反向输运, 但反向
输运的机理, 也就是在Brown粒子反向输运时, 分
数阶分子马达的工作方式是一个值得关注的问题,
目前却未见有相关文献讨论. 因此本文中, 我们关
注分数阶过阻尼随机棘轮 (即含噪声影响的确定性
棘轮), 尤其是对应的确定性棘轮处于混沌状态的
随机棘轮的输运性质, 进而讨论过阻尼分数阶马达
反向输运的可能的机理. 通过数值求解, 我们发现
随机棘轮的反向输运并不必然地要求确定性棘轮

也反向输运; 而且随着模型参数的变化, 过阻尼确
定性棘轮在反向输运之前也会经历一个周期倍化

导致的混沌状态, 但在噪声作用下, 反向流的发生
会提前, 即混沌状态的确定性棘轮在噪声的作用下
即可实现反向输运, 也就是说噪声能定性地改变棘
轮的输运状态, 从无噪声时的混沌运动到有噪声时
的定向输运. 这不仅是过阻尼随机棘轮反向输运的
一种可能的机理, 也是噪声在定向输运的研究中发
挥积极作用的一个体现.

2 系统模型

2.1 分数阶Langevin方程

在黏性介质中Brown粒子受到的阻尼力与历
史速度有关, 其动力学特性用广义Langevin方程

描述:

mẍ+

∫ t

0

γ(t− τ)ẋ(τ)dτ

= − ∂V (x, t)

∂x
+
√
2Dξ(t), (1)

式中, m是粒子质量; γ(·)是阻尼核函数; V (x, t)是

势函数; D是噪声强度; ξ(·)是零均值Gauss噪声,
且满足涨落耗散定理: ⟨ξ(t)ξ(s)⟩ = kBTγ(|t − s|),
其中, T是介质温度, kB是Boltzmann常数.

在许多物理和生化环境中, 幂律记忆的阻尼核
函数能较好地刻画Brown粒子的阻尼力演化特性.
分数阶Langevin方程是一个含幂律记忆核的广义
Langevin方程 [24], 即 (1)式中取

γ(t) =
1

Γ(1− p)
|t|−p, 0 < p < 1, (2)

其中Γ(·)是Gamma函数. 再根据Caputo分数阶
微分的定义

C
0 D

p
t x(t) =

1

Γ(1− p)

∫ t

0

(t− τ)−pẋ(τ)dτ,

其中 C
0 D

p
t x(t)表示 x(t)在区间 [0, t]上的 p阶Ca-

puto微分. 分数阶Langevin方程可以写为

mẍ+ C
0 D

p
t x(t) = −∂V (x, t)

∂x
+
√
2Dξ(t). (3)

2.2 周期驱动的过阻尼分数阶分子马达

模型

分子马达的几何尺度很小,一般在10 nm左右,
分子量在几万到几十万道尔顿, 而且标识惯性力与
黏滞力比值的雷诺数 (Regnolds number)很小, 惯
性对马达的作用远小于阻尼作用 [12]. 因此可以合
理地将方程 (3)中的惯性项忽略, 即考虑过阻尼情
形下的分数阶Langevin方程:

C
0 D

p
t x(t) = −∂V (x, t)

∂x
+
√
2Dξ(t). (4)

在分子马达的噪声整流工作机理中, 时间或
空间的不对称性不可或缺. 取势函数为空间不对
称势:

U(x) = U0

(
sin 2πx

L
+

α

4
sin 4πx

L

)
, α > 0,

其中, L是势函数周期, U0反映了势垒高度, α反映
了势的不对称性,且仅当α = 0或α → ∞时, U(x)

是对称势函数. U0 = 4, L = 1,时, U(x)的示意图

见图 1 .
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图 1 不同α对应的空间不对称势函数 (a) α = 1; (b) α = 20

Fig. 1. Spatial asymmetric potential function corresponding to different α values: (a) α = 1; (b) α = 20.
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图 2 U(x)不对称性的度量 (a)不对称程度∆; (b) ∆与α 的关系

Fig. 2. Measurement of asymmetry of U(x): (a) The measurement ∆; (b) function relationship between ∆

and the parameter α.

进一步, 如图 2 (a)所示, 定义U(x)的不对

称度为

∆ = S2 − S1

=

∫ x2

x1

(U(x)− Umin)dx−
∫ x1

x0

(U(x)− Umin)dx,

其中, x0, x2 = L+x0是相邻两个势垒最低点, x1是

x0与x2之间的势垒最高点, Umin = minx{U(x)}.
图 2 (b)给出了不对称度∆与参数α 的关系: α 增

加时, 势函数U(x)的不对称度近乎线性增加.
于是在外加周期函数A cos(ωt)驱动下的过阻

尼分数阶Langevin方程可以写为
C
0 D

p
t x(t) = −∂U(x)

∂x
+A cos(ωt) +

√
2Dξ(t), (5)

其中, A是驱动强度, ω是驱动函数的频率. 方程
(5)去掉噪声项即得到与之对应的确定性棘轮系统:

C
0 D

p
t x(t) = −∂U(x)

∂x
+A cos(ωt). (6)

为叙述方便, 也称确定性棘轮系统 (6)为 “确定系
统”, 称随机棘轮系统 (5) 为 “分子马达”.

3 仿真与分析

3.1 数值算法

方程 (5)是分数阶非线性随机微分方程, 理
论求解困难, 考虑数值求解. 根据分数阶导数的
Grunwald-Letnikov定义, 可以得到方程 (5)的差
分格式:

xn = −
n−1∑
k=1

(−1)k
(
p

k

)
xn−k − T p

s U
′(xn−1)

+ T p
s A sin(ωtn) + T p

s
√
2Dξn, (7)

其中, Ts是采样时间; tk = Ts(k − 1), k = 1, · · · , n;

xk = x(tk); ξk = ξ(tk);
(
p

k

)
=

Γ(p+ 1)

Γ(p− k + 1)k!
. 将

(7)式中的噪声项T p
s
√
2Dξn去掉, 即得确定性系统

(6)对应的差分格式.
方程 (7)中分数阶高斯色噪声 ξn通过分数差

分序列模拟:

(1−B)dξn = an

(
d =

1− p

2
, 0 < p < 1

)
, (8)
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其中, an是高斯白噪声; B是延迟算子, 即Bkξn =

ξn−k, Bkc = c, c是一个常数, 且 (1 − B)d =
∞∑
k=0

(−1)k
(
d

k

)
Bk.

采用Monte-Carlo方法, 取 200次仿真的平均
值作为粒子的平均位移. 又由于粒子的平均速
度 ⟨ẋ⟩ = lim

t→∞
⟨x(t)⟩/t, 因此用 ⟨x(t)⟩/t (t充分大)

近似马达的平均输运速度 v. 仿真时, 取采样时
间Ts = 0.005 s, 仿真时间T = 10 s, 空间势周期
L = 1, 驱动频率ω = 2π, 驱动强度A = 0.1.

3.2 结果与分析

3.2.1 势的不对称程度对输运速度的影响

参数α刻画了势的不对称程度. 图 3所示为取
p = 0.78, U0 = 4时, 不同噪声强度下分子马达的
平均输运速度 v 与α 的关系. 易见, α = 0时, 由于
没有时间或空间不对称性的破缺, 马达不会形成定
向流. α较小时, U(x)的不对称程度较弱, 由于介
质的记忆性, 阻尼力对粒子的影响大于势场力, 粒
子更容易反向运动, 形成反向流; 而随着α的增大,
势场力对粒子的影响将会逐渐占主导地位, 因此粒
子更易于沿着势场的倾斜方向运动, 进而形成正向
流. 当然, α 取值过大时,

U(x) ≈ α

4
U0 sin 4πx

L
,

近似为一个周期为L/2 的对称势函数, 马达不会出
现定向流.

0 0.5 1.0 1.5 2.0
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0
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0.4
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v

D=2.5

D=1.5

D=1

D=0.5

D=0.25

D=0, deterministic

图 3 (网刊彩色)不同噪声强度D下棘轮的平均输运速度 v

与参数α的关系

Fig. 3. (color online) Average transport velocity v versus
parameter α under different noise intensity D values.

由图 3还可以观察到, 在一定的范围内, 噪声
强度越大, 反向流开始出现的参数α越小, 例如, 噪
声强度D = 2.5时, 马达 (随机棘轮)在α ≈ 1.25 开

始出现反向流, 而D = 0时 (即确定性系棘轮), 在
α ≈ 1.75才开始出现反向流. 这表明不具有反向流
的确定性棘轮也能导致马达反向输运, 当然具有反
向流的确定性棘轮系统更能促使随机棘轮反向输

运 (例如α = 2).

3.2.2 势垒高度对输运速度的影响

参数U0刻画了不对称势的势垒高度. U0越大,
势垒高度越大. 图 4给出了固定 p = 0.78, α = 0.5

时, 不同噪声强度下马达的输运速度与参数U0的

关系. 由图 4 (a)可以发现: 由于介质的记忆性, U0

取值较小时, 阻尼力对粒子的影响大于势场力, 此
时更容易形成反方向的粒子流; U0取值较大时, 势
场力逐渐起到主导作用, 粒子更容易形成正向流;
当然, U0过大时, 势场力对粒子的作用远远大于热
涨落的作用, 热涨落不足以使Brown 粒子越过势
垒最高点, 马达不会形成定向流. 图 4 (b)是图 4 (a)
中4.5 < U0 < 6的部分. 由图 4 (b)亦可发现, 在合
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图 4 (网刊彩色) 不同噪声强度D下棘轮的平均

输运速度 v与参数 U0的关系 (a) 0 6 U0 6 12;
(b) 4.5 6 U0 6 6

Fig. 4. (color online) Average transport velocity v

versus parameter U0 under different noise intensity D

values: (a) 0 6 U0 6 12; (b) 4.5 6 U0 6 6.
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适的参数下, 噪声强度越大, 随机棘轮更容易出现
反向流 (开始出现反向流的势垒高度越小). 这也说
明随机棘轮出现反向流并不必然地要求确定性棘

轮也出现反向流.

3.2.3 介质记忆性对输运速度的影响

阶数p刻画了介质的记忆性, p越小, 阻尼核衰
减得越慢, 历史速度对现在的影响越大. 图 5 给出
了固定U0 = 4, α = 0.5 时, 不同噪声强度下马达
的输运速度与模型阶数 p的关系. 图 5 (a)表明, 随
着 p的减小, 阻尼核函数γ(·)衰减得越慢, 历史速
度对现在的影响越大, Brown 粒子受到的阻尼力也
较大, 粒子的正向输运速度就会变小, 甚至足够长
的 “记忆性”能促使粒子反向越过势垒, 形成反向定
向流. 图 5 (b)是图 5 (a)中0.65 < p < 0.75的部分.
由图 5 (b) 也可以观察到, 在合适的参数下, 随着 p

的减小, 噪声强度越大, 随机棘轮出现反向流更容
易. 这也表明马随机棘轮出现反向流并不必然地要
求确定棘轮也出现反向流.
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图 5 (网刊彩色)不同噪声强度下棘轮的平均输运速度 v

与阶数 p的关系 (a) 0.5 6 p 6 1; (b) 0.65 6 p 6 0.75

Fig. 5. (color online) Average transport velocity v

versus parameter p under different noise intensity D

values: (a) 0.5 6 p 6 1; (b) 0.65 6 p 6 0.75.

上述数值模拟的结果表明: 随机棘轮出现反
向流并不必然地要求对应的确定性棘轮系统也出

现反向流. 其原因可以归结为两方面: 一是热涨落
(噪声)的作用, 因为热涨落使得Brown 粒子更容易
翻越势垒, 进而形成定向运动; 另一个可能更重要
的原因是确定性棘轮系统具有的某种性质, 因为一
个显然的事实是, 并不是任何确定系统在噪声作用
下都会形成反向流, 比如极端的特例定常稳定系统
ẋ = 0. 换言之, 过阻尼分数阶分子马达的反向输运
存在这样一类可能的机理: 确定性棘轮系统的某种
性质 (后文会说明这种性质是混沌)与噪声的作用
能导致分子马达反向输运.

3.3 确定系统的混沌对马达输运速度

的影响

图 6给出了U0 = 4, α = 0.5时, 随着模型阶
数p的变化, 确定性棘轮系统 (6)的轨道x与随机棘

轮 (5)的输运速度 v之间的关系. 由图 6 (b) 可见,
随着 p的减小 (即反向流更易于发生的方向), 确定
性棘轮系统 (D = 0)从 p = p

D
≈ 0.7215 开始出现

反向流, 而随机棘轮 (D = 1.5)从p = pM ≈ 0.7360

开始就出现反向流. 因此不具有反向流的确定性
棘轮系统在噪声作用下也可以实现反向输运; 而
由图 6 (a) 还可以发现, 0.7 < p < pD 时, 确定
性棘轮反向输运, 而在此之前, 即 p > pD时, 确
定性棘轮会经历一个倍周期分岔导致的混沌状

态; 进一步图 6 (c)给出了用Wolf法计算的确定性
棘轮系统轨道的最大Lyapunov指数, 发现在阶数
pD < p < pM时, 最大Lyapunov 指数均大于 0, 即
pD < p < pM 时, 确定性棘轮的轨道是混沌的. 以
上的分析说明具有混沌轨道的分数阶确定性棘轮

系统在噪声的作用下即可实现反向输运.
进一步, 考察随机棘轮的轨道. 仿真时, 固定

模型阶数 p = 0.73, 驱动强度A = 1以及U0 = 4,
α = 0.5. 图 7 (a)为确定性棘轮系统 (6)的轨道,
图 7 (b)为对应的随机棘轮 (5)(其中, 噪声项的噪声
强度D = 1.5)的500次仿真的平均位移. 如图 7 (a)
所示, 确定性棘轮在这一组参数下的轨道是混沌
的; 如图 7 (b)所示, 在噪声强度D = 1.5的噪声作

用下, Brown粒子反向运动. 这也说明具有混沌轨
道的确定性棘轮系统在噪声作用下可以实现反向

输运.
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Fig. 6. (color online) Chaotic transport phenomena of fractional molecular motors with respect to the order
p: (a) The bifurcation diagram of the deterministic ratchet; (b) the transport velocity v; (c) the largest
Lyapunov exponent of the deterministic ratchet.
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图 7 确定性棘轮与随机棘轮的轨道 (a)确定性棘轮; (b)随机棘轮

Fig. 7. Trajectory of deterministic and stochastic ratchets: (a) Deterministic ratchet; (b) stochastic ratchet.

4 结 论

本文讨论了涨落作用下周期驱动的过阻尼分

数阶棘轮模型的混沌输运现象. 通过对模型的数值
求解, 我们分析了分数阶过阻尼随机棘轮 (即含噪
声影响的确定性棘轮), 尤其是对应的确定性棘轮
处于混沌状态的随机棘轮的输运性质, 进而讨论过
阻尼分数阶分子马达反向输运的可能的机理. 数
值分析结果表明: 在固定系统其他参数时, 随着模
型阶数 p (或者势垒高度因子U0、势不对称性因子

α) 的变化, 在反向流易于发生的方向 (p 减小, 或
者U0, α 增大), 随机棘轮系统先于确定性棘轮系统
出现反向流; 而且其他参数固定时, 随着模型阶数
p 的变化, 在随机棘轮出现反向流, 而确定性棘轮
不出现反向流的参数范围 (即 p

D
< p < p

M
), 确定

性棘轮出现倍周期分岔导致的混沌现象. 这揭示了
随机棘轮的反向输运并不必然地要求确定性棘轮

也反向输运; 无噪声作用时, 确定性棘轮在反向输
运之前会经历一个周期倍化导致的混沌状态, 但在
噪声作用下, 反向流的发生会提前, 即混沌状态的
确定性棘轮在噪声的作用下即可实现反向输运, 也
就是说噪声能定性地改变棘轮的输运状态: 从无噪
声时的混沌运动到有噪声时的定向输运. 这不仅是
过阻尼随机棘轮反向输运的一种可能的机理, 也是
噪声在输运过程中发挥积极作用的一个体现.
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Abstract
The fractional over-damped ratchet model with thermal fluctuation and periodic drive is introduced by using the

damping kernel function of general Langevin equation in the form of power law based on the assumption that cytosol
in biological cells has characteristics of power-law memory. On basis of the Grunwald-Letnikov definition of fractional
derivative, the numerical solution of this ratchet model is obtained. And furthermore, according to the numerical
solution, the transport behaviors of stochastic ratchet and corresponding deterministic ratchet (especially when the
deterministic ratchet has chaotic trajectory) are investigated, based on which we try to analyze how chaotic properties of
the deterministic ratchet and the actions of noise influence the transport properties of molecular motors and moreover find
the possible mechanism of current reversal of fractional molecular motor. Numerical results show that, as barrier height,
barrier asymmetry and memorability of model change, the current reversal in deterministic ratchet is not necessarily
required to appear when happening indeed in corresponding stochastic ratchet; moreover, with the decrease of order p,
there exists a chaotic regime in deterministic ratchet model before current reversal, but with the disturbance of noise,
current reversal will happen more earlier, namely, chaotic current direction in deterministic ratchet model can be reversed
when disturbance of noise exists. This also demonstrates that noise can essentially change the transport behavior of a
ratchet; current can change from chaotic state in a ratchet with no noise to directed transport with noise. This is a
possible mechanism of current reversal of a fractional stochastic ratchet, and also a reflection that noise plays an active
role in directed transport.

Keywords: fractional molecular motors, chaos, fractional Gaussian noise, current reversal
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