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管间界面特性对周向超声导波传播特性的影响∗

高广健 邓明晰† 李明亮 刘畅

(后勤工程学院, 重庆 401331)

( 2015年 7月 9日收到; 2015年 8月 25日收到修改稿 )

采用界面弹簧模型对圆管结构的管间界面特性进行描述, 推导出含弱界面的圆管结构中声波沿周向传播
时的位移场及应力场的数学表达式. 在此基础上采用导波的模式展开分析方法, 给出了与管间界面特性及激
励源密切相关的周向超声导波模式展开系数的解析表达式. 数值分析了管间界面特性的变化对周向超声导波
的频散和声场产生的影响. 理论与数值分析结果表明, 通过选择适当的驱动频率及周向导波模式, 可使周向
超声导波的相速度及圆管外表面的位移场随管间界面特性的变化表现出非常敏感且单调的性质. 这一结果有
助于采用周向超声导波方法准确定征圆管结构的管间界面特性.

关键词: 周向超声导波, 管间界面特性, 模式展开分析, 频散
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1 引 言

圆管结构因其优异的力学性能在工程技术领

域得到了广泛应用 [1]. 因使用过程中的疲劳、老化
或其他原因, 圆管结构管间界面层的力学性能将
降低, 从而形成所谓的弱界面. 弱界面的形成将严
重影响圆管结构的力学性能 [2]. 已有研究表明, 板
状结构弱界面性质的变化将导致超声导波的频散

特性发生改变, 据此可对其界面特性进行准确定
征 [3−5].

国内外对周向超声导波在圆管结构中的传播

特性已开展了大量的研究工作. Valle等 [6]理论分

析和数值计算了双层空心圆柱体中周向超声导波

的传播及频散特性; 张慧玲和尹晓春 [7]分析了管间

界面光滑接触条件下双层复合圆筒中周向超声导

波的传播特性; 何存富等 [8]深入研究了用于空心圆

柱体检测和评价的周向超声导波检测技术, 确定了
影响空心圆柱体中周向超声导波传播及频散的有

关因素. 以上工作对于推动周向超声导波的理论及
应用研究具有重要的参考价值.

关于界面特性对圆管结构中的轴向超声导波

以及板状结构中的超声兰姆波所产生的影响, 迄今
已对其开展了较深入的研究 [6,7,9−11], 但管间界面
特性与周向导波之间相互关系的研究仍相对较少.
周向导波沿圆管的周向传播, 其传播路径闭合, 并
在管径方向形成驻波, 尤其适宜于检测较大管径圆
管壁的径向及轴向裂纹 [12,13]. 研究管间界面特性
与周向导波传播特性之间的内在关系, 对于进一步
完善周向导波的理论研究工作, 以及开展管间界面
特性周向超声导波定征方法的应用研究, 具有重要
的理论和实际意义.

本文借鉴柱状固体媒质间弱界面的物理模

型 [14,15], 分析层状圆管结构的管间界面特性对周
向超声导波传播特性所产生的影响, 这是超声检测
中的一个基本核心问题. 具体包括: 给出含弱界面
的圆管结构中声波沿周向传播时的位移场及应力

场的数学表达式, 在此基础上采用导波的模式展开
分析方法 [16−18], 推导出与管间界面特性及激励源
密切相关的周向超声导波模式展开系数的解析表

达式, 为严格分析弱界面圆管结构中周向超声导波
的传播特性奠定理论基础. 基于所给出的理论模

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11474361, 11274388)资助的课题.
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型, 数值分析管间界面特性的改变对周向超声导波
的频散和声场所产生的影响, 给出周向超声导波的
相速度及圆管结构外表面的位移场随管间界面特

性变化的关系曲线. 理论和数值分析表明, 对于特
定驱动频率的周向超声导波模式, 其相速度和位移
场随管间界面特性的变化表现出非常敏感且单调

的性质. 这一结果有助于采用周向超声导波方法准
确定征圆管结构的管间界面特性.

2 理论分析

中空双层圆管结构及在其中沿顺时针方向传

播的周向超声导波的计算坐标系如图 1所示, 坐标
z轴垂直于圆管结构的横截面. 为简化分析过程,
设管材各向同性且不计其频散和衰减. 当不考虑彻
体力时, 固体媒质中的波动方程为 [19]

(λ+ 2µ)∇2U + µ∇×∇×U = ρ0
∂2U

∂t2
, (1)

其中, U为质点位移矢量, ρ0为质量密度, λ和µ为

二阶弹性常数.
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图 1 含弱界面的双层圆管结构

Fig. 1. Two-layered hollow cylindrical structures with
a weak interface.

根据平面应变假设和柱坐标梯度表达式 [20],
质点位移分量与标势函数ϕ及矢势函数ψ之间存

在以下关系:

Ur = (∇ϕ)r + (∇ψ)θ =
∂ϕ

∂r
+

1

r

∂ψ

∂θ
,

Uθ = (∇ϕ)θ − (∇ψ)r =
1

r

∂ϕ

∂θ
− ∂ψ

∂r
, (2)

其中Ur和Uθ分别为U沿径向和周向的分量. 势函
数ϕ和ψ的控制方程如下 [19]:(

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)
ϕ =

1

c2L

∂2ϕ

∂t2
,

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)
ψ =

1

c2T

∂2ψ

∂t2
, (3)

其中 cL和 cT分别为固体媒质的横波和纵波声速.
柱坐标系下的应力分量可表示为 [20]

Prr = λ

(
∂Ur

∂r
+
Ur

r
+

1

r

∂Uθ

∂θ

)
+ 2µ

∂Ur

∂r
,

Pθr = µ

(
∂Uθ

∂r
− Uθ

r
+

1

r

∂Ur

∂θ

)
,

Pθθ = λ

(
∂Ur

∂r
+
Ur

r
+

1

r

∂Uθ

∂θ

)
+ 2µ

(
Ur

r
+

1

r

∂Uθ

∂θ

)
. (4)

沿圆管周向传播的周向超声导波的声场仅与

柱坐标 (r, θ)有关, 即含有因子 exp(jnθ− jωt) (n为
无量纲的角波数, ω为角频率), 故势函数在形式上
可表示为

ϕ = Φ(r) exp(jnθ − jωt),

ψ = Ψ(r) exp(jnθ − jωt). (5)

将 (5)式代入 (3)式, 得到

Φ(r) = AJn

(
ωr

cL

)
+BYn

(
ωr

cL

)
,

Ψ(r) = CJn

(
ωr

cT

)
+DYn

(
ωr

cT

)
. (6)

其中, A, B, C和D是4个待定常数; Jn和Yn分别

为第一和第二类n阶贝塞尔函数.
综合 (2)—(6)式, 得到柱坐标系下第 j (j = 1,

2)层圆管中的位移场表达式

Ur,j = (K1,jAj +K2,jBj +K3,jCj +K4,jDj)

× exp (jnθ − jωt) , (7a)

Uθ,j = (L1,jAj + L2,jBj + L3,jCj + L4,jDj)

× exp (jnθ − jωt) ; (7b)

以及第 j (j = 1, 2)层圆管中的应力分量表达式:

Prr,j = (M1,jAj +M2,jBj +M3,jCj +M4,jDj)

× exp (jnθ − jωt) , (8a)

Pθr,j = (N1,jAj +N2,jBj +N3,jCj +N4,jDj)

× exp (jnθ − jωt) , (8b)

Pθθ,j = (T1,jAj + T2,jBj + T3,jCj + T4,jDj)

× exp (jnθ − jωt) . (8c)

其中, 物理量Ki,j , Li,j , Mi,j , Ni,j和Ti,j (i = 1, 2,
3, 4, j = 1, 2)的数学表达式见附录A. 双层圆管的
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内外表面满足应力为零的边界条件, 即有

Prr,1|r=r1
= 0, Pθr,1|r=r1

= 0,

Prr,2|r=r3
= 0, Pθr,2|r=r3

= 0. (9)

据界面弹簧模型可知 [14,15], 在一定条件下可
采用法向和切向界面劲度系数 (分别以KN和KT

表示)描述管间界面性质. 对于理想连接界面, KN

和KT之值均为无穷大; 对于滑移连接界面, KN和

KT之值分别为无穷大和零; 对于弱界面情形, KN

和KT取有限值. 在图 1所示的管间界面 r = r2处,
边界条件表示如下 [14,15]:

Prr,1|r=r2
= Prr,2|r=r2

,

Pθr,1|r=r2
= Pθr,2|r=r2

,

Prr,2|r=r2
= KN (Ur,1 − Ur,2)|r=r2

,

Pθr,2|r=r2
= KT (Uθ,1 − Uθ,2)|r=r2

. (10)

将 (7)和 (8)式代入到边界条件 (9)和 (10)式
中, 可得到以Aj , Bj , Cj和Dj (j = 1, 2)为未知数
的8阶齐次线性方程组, 其矩阵形式如下:

[D (n, ω)][A1, B1, C1, D1, A2, B2, C2, D2]
T = 0,

(11)

其中 [D(n, ω)]是一 8 × 8阶系数矩阵, 欲使该线性
方程组有非零解, 其系数行列式必须为零, 即有

|D (n, ω)| = 0. (12)

(12)式即为含弱界面的圆管结构中周向超声导波
的频散方程, 据其可计算出周向超声导波的相速度
随频率变化的关系曲线 (频散曲线).

将 (12)式的解代入到 (11)式中, 可求出非零特
征矢量A = [A1, B1, C1, D1, A2, B2, C2, D2]

T. 将
非零特征矢量A代入到 (7)式中, 即可得到第 j

(j = 1, 2)层圆管中周向超声导波的位移场.
据 (7)—(12)式可知, 当管间界面特性发生改

变时, 势必改变周向超声导波的频散和声场. 在周
向超声导波的激励源 (见图 1 )保持不变的条件下,
采用导波的模式展开分析方法 [16−18], 可计算出不
同管间界面状态下周向超声导波的模式展开系数,
进而可准确了解周向超声导波的位移场与界面特

性之间的相互关系.
为便于具体分析, 设处于圆管外表面的角频

率为ω的面驱动激励源仅提供径向应力分量Trr,
且其仅存在于角度β范围之内 (见图 1 ); 其所激发

出的周向导波, 通常可沿顺时针或逆时针方向传
播, 本文仅考虑周向导波沿顺时针方向传播的情
形. 根据导波的模式展开分析方法, 该激励源所
激发出的声场 (包括位移场U = U(r, θ), 速度场
V = V (r, θ)和应力场P = P (r, θ)), 可视为由一
系列角波数n取不同分离值的周向超声导波模式

叠加而成 [16−18], 即有

U =
∑
m

Am(θ)×Um(r),

V = −jωU =
∑
m

Am(θ)× Vm(r),

P =
∑
m

Am(θ)× Pm(r), (13)

其中, Am(θ)是m阶周向超声导波的模式展开系

数; Um(r), Pm(r)和Vm(r)分别表示其位移场、应
力场和速度场; m阶周向导波模式的角波数以n(m)

表示. 因管内无彻体力, 根据互易原理及模式正交
性 [16], 存在以下关系:

∇ · [×] =
∂

∂r
([×] · r̂) + 1

r

∂ [×]

∂θ
· θ̂ = 0, (14)

其中, r̂和 θ̂分别表示沿径向和周向的单位矢量;
[×] = [−Ṽm(r) · P − V · P̃m(r)]. 将 (13)式代入到
(14)式之后,沿径向方向进行积分运算 (沿 z轴方向

取单位长度), 即可得到周向超声导波的模式展开
系数Am(θ)的控制方程:(

∂

∂θ
− jn(m)

)
Am (θ) =

f surf
m (θ)

4Pmm
, (15)

其中,

Pmm =
1

2
Re

∫ r2

r1

[
− 1

r
jω(Ũ (m)

r,1 (r) · P (m)
rθ,1(r)

+ Ũ
(m)
θ,1 (r) · P (m)

θθ,1(r))
]
dr

+
1

2
Re

∫ r3

r2

[
− 1

r
jω(Ũ (m)

r,2 (r) · P (m)
rθ,2(r)

+ Ũ
(m)
θ,2 (r) · P (m)

θθ,2(r))
]
dr (16)

是m阶周向超声导波模式的平均功率流 (沿
z轴方向取单位长度), U

(m)
r (r) = Um(r) · r̂,

U
(m)
θ (r) = Um(r) · θ̂, P (m)

rθ (r) = r̂ · Pm(r) · θ̂,
P

(m)
θθ (r) = θ̂ · Pm(r) · θ̂. (15)式中的 f surf

m (θ)为面

驱动应力张量Trr所提供的面驱动源, 其在形式上
可表示为

f surf
m (θ) = jωŨ (m)

r (r) · Trr |r=r3
. (17)
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面驱动源在 0至β 范围内非零, 据 (15)式可推
得Am(θ) 的如下形式解 [16]:

Am(θ) =
[ 1

4Pmm

∫ β

0

f surf
m (ξ)× exp(−jn(m)ξ)dξ

]
× exp(jn(m)θ). (18)

需说明的是, (18)式中的积分遍及整个面驱动源,
其适用于对沿顺时针方向传播、且 θ > β范围的声

场进行描述. 对于Trr沿周向均匀分布的情形 (Trr
与 θ无关), (18)式还可进一步表示为

Am(θ) = βm

[
exp(−jn(m)β)− 1

]
× exp(jn(m)θ), (19)

其中,

βm = −
Ũ

(m)
r (r) · Trr |r=r3

4Pmm
· ω

n(m)
. (20)

由 (7)—(12)式可知, 周向导波的位移场、应力
场及频散等, 均与管间的界面劲度系数密切相关.
图 1所示圆管结构的界面特性发生变化, 必将影响
到周向导波的位移场及频散特性,进而影响到Pmm

的大小及 (20)式中的 βm. 因此, 在激发源给定的
条件下, (13)和 (18)式给出了与管间界面特性密切
相关的周向超声导波声场的数学表达式, 据此可定
量分析界面特性变化对周向导波声场所产生的影

响. 需说明的是, 尽管以上分析仅针对双层圆管结
构, 但其分析思路及方法对于含弱界面的多层圆管
结构仍是适用的.

3 数值计算

鉴于管间界面特性与周向导波的频散及声场

之间不存在简单的解析关系, 故无法直接揭示其
内在联系. 基于上述理论分析结果, 进行数值计
算分析, 对于洞察界面特性变化对周向导波的频
散及声场所产生的影响十分必要. 设图 1所示的
双层圆管结构从内到外依次为: 钢管 -界面 (KN

和KT)-铝管, 其相关材料参数如表 1所列, 管径
r1 = 100 mm, r2 = 110 mm, r3 = 120 mm.

管间界面 (r = r2)处的切向界面劲度系数KT

是描述界面承受剪切应力的主要参数, 管间界面特
性的变化与KT的改变密切相关

[3,14,15]. 通过 (12)
式可计算得到双层圆管结构中周向超声导波的频

散曲线. 具体过程为: 设定一个角频率值, 采用

二分法可计算得到使 (12)式成立的一系列角波数
n(m), 进而得到圆管结构外表面 (r = r3)处的m阶

周向导波模式的相速度 cP (cP与角波数n(m)之间

存在如下关系: cP = ωr3/n
(m) [6]); 改变角频率ω

的取值并重复以上过程, 即可得到周向超声导波模
式的相速度 cP随角频率ω变化的频散曲线.

表 1 双层复合圆管的材料参数

Table 1. Material parameters of two-layered hollow
cylindrical structure.

材料
横波声速

cT/m·s−1

纵波声速

cL/m·s−1

密度

ρ/kg·m−3

钢 3200 5800 7800

铝 3100 6350 3400

数值计算结果表明: 当KN = ∞时, KT取

1014.5和109.5 N/m3所对应的周向超声导波的频散

曲线, 分别趋近于理想界面 (KN = ∞, KT = ∞)
和滑移界面 (KN = ∞, KT = 0)条件下的频散曲
线. 将滑移界面和理想界面之间的管间界面状态称
为弱界面, 其界面特性用KT予以描述

[3,11]. 对于
KT几个典型的取值, 图 2给出了前两个周向超声
导波模式 (m = 1, 2)的相速度 cP随角频率ω变化

的频散曲线.
图 2表明, 一阶 (m = 1)和二阶 (m = 2)周

向超声导波模式的相速度随界面特性的变化均

表现出较为敏感的性质; 当KN = ∞且KT由

1014.5 N/m3单调减至 109.5 N/m3时, 周向超声导
波的频散曲线也单调地从理想界面情形过渡至滑

移界面情形; 弱界面条件下周向超声导波相速度的
大小介于理想界面和滑移界面所对应的相速度值

之间. 滑移界面是弱界面的一种极端形式, 为准确
定征圆管结构的界面特性, 应尽可能选择相速度 cP

随界面特性的改变而发生较显著变化的周向导波

模式及驱动频率. 当周向超声导波模式的阶数m

确定之后, 不同驱动频率所对应的相速度随界面特
性的变化表现出不同的敏感特性, 频率的选取将直
接影响到对弱界面特性的准确定征. 为此目的, 针
对给定的周向超声导波模式, 定义其相速度的相对
变化率如下:

∆cP
cP

=
c1P − c2P

c1P
, (21)

其中 c1P和 c2P分别为某一周向超声导波模式在理

想界面和滑移界面条件下的相速度值. 对于给定
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的周向导波模式, 据 (21)式可计算出∆cP/cP随频

率变化的关系曲线. 选择适当的频率可使∆cP/cP

取极大值, 表明在此频率下滑移界面与理想界面所
对应的周向导波模式的相速度相差最为明显, 即该
频率下周向导波模式的相速度对KT的变化最为

敏感.
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图 2 切向劲度系数KT对频散曲线的影响 (a)一阶模
式 (m = 1); (b)二阶模式 (m = 2)
Fig. 2. Effect of shear stiffness constant KT on disper-
sion curves of ultrasonic guided circumferential waves:
(a) The first mode (m = 1); (b) the second mode
(m = 2).

图 3给出了一阶 (m = 1)和二阶 (m = 2)周向
超声导波模式的∆cP/cP 随角频率的变化. 显而易
见, 点P处的∆cP/cP取极大值, 即在竖直虚线V

所对应的角频率处, 一阶和二阶周向导波模式的相
速度对界面特性的变化最为敏感.

比较图 3 (a)和图 3 (b)可知, 点P所对应的二

阶周向导波模式的∆cP/cP之值要大于一阶导波

模式, 且相关研究表明 [7,12], 二阶周向超声导波模
式的能量主要集中于管间界面附近, 故从提高管
间界面检测灵敏度的角度考虑, 可优先选择二阶

周向导波模式, 并以竖直虚线V 所对应的角频率

(ω = 750 kHz)作为驱动频率. 在找到最为适当
的驱动频率和周向超声导波模式之后, 图 4给出了
在该驱动频率下二阶周向导波的相速度随KT 的

变化.
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图 3 相速度的相对变化率随角频率的变化 (a) 一阶模
式 (m = 1); (b)二阶模式 (m = 2)
Fig. 3. Curve of relative change rate of phase velocity
versus angular frequency: (a) The first mode (m = 1);
(b) the second mode (m = 2).
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图 4 二阶周向超声导波的相速度 cP随KT (单位N/m3)
的变化

Fig. 4. Curve of phase velocity of the second ultrasonic
guided circumferential wave versus KT (unit: N/m3).
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根据图 4给出的计算结果可知: 当KT大于

1014.5 N/m3时, 周向超声导波的相速度值趋
近于理想界面条件下的相速度值; 当KT小于

109.5 N/m3时, 周向超声导波的相速度值趋近于
滑移界面情形下的相速度值. 当KT在109.5 N/m3

至 1014.5 N/m3的取值范围时, 二阶周向超声导波
模式的相速度随KT的增加而单调增大. 当KT的

取值由1011.5 N/m3增至1013.5 N/m3时, 二阶周向
导波的相速度急剧增大; 对于KT的其他取值范围,
周向导波相速度的变化相对较平缓. 以图 3 (b)中
竖直虚线V 所对应的角频率 (ω = 750 kHz)为例,
图 5给出了KT取不同值时二阶周向超声导波模式

的位移分量振幅随 r的变化.
据图 5给出的计算结果可知: 当管间界面状态
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图 5 KT取不同值时, 二阶周向超声导波位移分量的振幅随 r的变化 (a) KN = ∞, KT = 0 N/m3 (滑移界
面); (b) KN = ∞, KT = 1010.5 N/m3; (c) KN = ∞, KT = 1011.5 N/m3; (d) KN = ∞, KT = 1012.5 N/m3;
(e) KN = ∞, KT = 1013.5 N/m3; (f) KN = ∞, KT = ∞ N/m3 (理想界面)
Fig. 5. Curves of displacement components of the second ultrasonic guided circumferential wave versus r

under different KT: (a) KN = ∞, KT = 0 N/m3 (sliding inferface); (b) KN = ∞, KT = 1010.5 N/m3;
(c) KN = ∞, KT = 1011.5 N/m3; (d) KN = ∞, KT = 1012.5 N/m3; (e) KN = ∞, KT = 1013.5 N/m3;
(f) KN = ∞, KT = ∞ N/m3 (perfect interface).
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为滑移界面时, 周向位移分量在界面处不连续的程
度最大; 当管间界面状态为理想界面时, 周向位移
分量在界面处连续; 当管间界面状态为弱界面时,
随着KT的增大, 管间界面处 (r = 110 mm)的周向
位移分量逐渐趋于连续, 而法向位移分量总是保持
连续的. 从图 5还可发现一有趣的现象, 随着KT

取值的增大, 径向位移分量取最小值的位置逐渐由
外层向内层移动.

在对管间界面特性进行实际超声检测时, 通常
需将超声换能器置于圆管结构的外表面, 因此了

解圆管外表面的位移场随管间界面特性的变化规

律很有必要. 当图 1中的面激励源保持不变时 (为
简单起见, 设Trr恒定且与 θ无关), 对于不同的管
间界面特性, 据 (13)和 (18)式可计算出相应的周向
超声导波模式在圆管外表面的位移振幅, 如此可
直接了解不同管间界面特性所导致的圆管外表面

的位移场变化规律. 对于不同的管间界面特性, 据
(18)式计算出的二阶周向导波的模式展开系数如
表 2所列, 其中表面驱动应力张量Trr的激励角度

β = 30◦, 角频率ω = 750 kHz, KN = ∞.

表 2 KT取不同值时的二阶周向导波的模式展开系数

Table 2. Mode expansion coefficients for the second guided circumferential wave under different KT.

KT/N·m−3

0 1010.5 1011.5 1012.5 1013.5 ∞
n 21.914 21.687 21.147 19.850 18.142 17.871

Pmm/10−7/arb. units 4.447 4.302 3.981 3.565 2.944 2.889
ω/n/kHz 34.225 34.583 35.466 37.783 41.341 41.967

|βsm|/Trr/arb. units 15.701 16.425 23.771 38.490 66.105 68.928
|Am(θ)|/Trr/arb. units 16.313 18.692 32.304 68.128 132.077 137.787
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图 6 当KT取不同值时, 圆管外表面的二阶周向导波位
移分量的振幅 (a) 径向分量; (b) 周向分量
Fig. 6. Amplitude of displacement component of the
second ultrasonic guided circumferential wave on the
outer surface of tube under different KT: (a) Radial
component; (b) circumferential component.

从实际测量角度出发, 预先了解圆管外表面周
向超声导波的位移场随KT的变化规律十分必要.
当角频率ω = 750 kHz和KN = ∞时, 图 6给出了

二阶周向超声导波模式在圆管外表面的位移分量

振幅值随KT的变化规律.
据图 6给出的计算结果可知, 随着KT的增大,

二阶周向超声导波模式的周向位移分量和径向位

移分量的振幅均表现出单调增大的趋势, 且周向和
径向位移分量的振幅随KT的变化表现出非常敏

感的特点 (当管间界面特性从滑移变至理想时, 径
向和周向位移分量的振幅值分别增加了 5.40倍和
6.25倍).

根据图 3 —图 6给出的数值计算结果可知, 通
过选择适当的周向导波模式及驱动频率, 可使周向
导波的相速度及圆管外表面的位移场随管间界面

特性的变化表现出非常敏感的性质. 这一结论十分
有助于采用周向超声导波方法准确定征圆管结构

的管间界面性质.

4 结 论

根据界面弹簧模型, 分析了含弱界面的圆管结
构中周向超声导波的频散特性及位移场. 在激发源
给定的条件下, 采用导波的模式展开分析方法, 推
导出与管间界面特性密切相关的周向超声导波的

模式展开系数的数学表达式, 为严格分析含弱界面
的圆管结构中周向超声导波的激发及传播问题奠
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定了理论基础. 通过所定义的周向超声导波相速
度的相对变化率以及其随频率变化的关系曲线, 可
确定出相速度随界面特性变化最为敏感的周向导

波模式及驱动频率; 针对该周向导波模式及驱动频
率, 通过数值分析发现, 在圆管结构外表面的位移
场随界面特性的变化也表现出非常敏感且单调的

性质. 理论与数值分析表明, 通过选择适当的导波
模式及驱动频率, 可使周向超声导波的相速度及圆
管外表面的位移场随管间界面特性的变化最为敏

感且单调, 这一结论非常有助于采用周向超声导波
方法准确定征圆管结构的管间界面特性.

附录A
对于 (7)和 (8)式中的物理量Ki,j , Li,j , Mi,j , Ni,j和

Ti,j (i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2), 其具体数学形式分别表示

如下:



K1,j =
1

r
(αjrJn−1 (αjr)− n · Jn (αjr)) ,

K2,j =
1

r
(αjrYn−1 (αjr)− n · Yn (αjr)) ,

K3,j = jn
r

Jn (βjr) ,

K4,j = jn
r

Yn (βjr) ;

(A1)



L1,j = jn
r

Jn (αj · r) ,

L2,j = jn
r

Yn (αj · r) ,

L3,j =
1

r
(nJn (βjr)− βjrJn−1 (βjr)) ,

L4,j =
1

r
(nYn (βjr)− βjrYn−1 (βjr)) ;

(A2)



M1,j =

{[
n(1 + n)−

β2
j r

2

2

]
Jn (αjr)− αjrJn−1 (αjr)

}
2

r2
µj ,

M2,j =

{[
n(1 + n)−

β2
j r

2

2

]
Yn (αjr)− αjrYn−1 (αjr)

}
2

r2
µj ,

M3,j = jn [βjrJn−1 (βjr)− (1 + n)Jn (βjr)]
2

r2
µj ,

M3,j = jn [βjrYn−1 (βjr)− (1 + n)Yn (βjr)]
2

r2
µj ;

(A3)



N1,j = jn [αjrJn−1 (αjr)− (1 + n)Jn (αjr)]
2

r2
µj ,

N2,j = jn [αjrYn−1 (αjr)− (1 + n)Yn (αjr)]
2

r2
µj ,

N3,j =

{
−
[
n(1 + n)−

β2
j r

2

2

]
Jn (βjr) + βjrJn−1 (βjr)

}
2

r2
µj ,

N4,j =

{
−
[
n(1 + n)−

β2
j r

2

2

]
Yn (βjr) + βjrYn−1 (βjr)

}
2

r2
µj ;

(A4)



T1,j =

{
αjrJn−1 (αjr)−

[
n(n+ 1)− α2

jr
2 +

β2
j r

2

2

]
Jn (αjr)

}
2µj

r2
,

T2,j =

{
αjrYn−1 (αjr)−

[
n(n+ 1)− α2

jr
2 +

β2
j r

2

2

]
Yn (αjr)

}
2µj

r2
,

T3,j = jn [−βjrJn−1 (βjr) + (n+ 1)Jn (βjr)]
2µj

r2
,

T4,j = jn [−βjrYn−1 (βjr) + (n+ 1)Yn (βjr)]
2µj

r2
.

(A5)

在 (A1)—(A5)式中, αj = ω/cL(j), βj = ω/cT(j) (j = 1, 2); cL(j)和 cT(j)分别为第 j层圆管管材的纵波和横波声速.
(13)式中m阶周向导波模式的应力场Pm(r)的分量, 在形式上表示如下:

P (m)
rr (r) = r̂ ·Pm(r) · r̂ = λ

(
∂

∂r
U (m)

r (r) +
U

(m)
r (r)

r
+

jn(m)U
(m)
θ (r)

r

)
+ 2µ

∂

∂r
U (m)

r (r), (A6)

P
(m)
θr (r) = θ̂ ·Pm(r) · r̂ = µ

(
∂

∂r
U

(m)
θ (r)−

U
(m)
θ (r)

r
+

jn(m)U
(m)
r (r)

r

)
, (A7)

其中, U (m)
r (r) = Um(r) · r̂, U (m)

θ (r) = Um(r) · θ̂, 分别表示m阶周向导波模式的位移场Um(r)沿径向和周向的位移分量.
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Abstract
The mathematical expressions both of displacement and stress fields of circumferential wave propagation in circular

tube structure with a weak interface are derived on condition that the interfacial properties between the two circular
tubes are characterized by the interfacial spring model. Based on the said displacement and stress expressions derived,
the dispersion equation of ultrasonic guided circumferential wave (UGCW) modes is formally presented by using the
corresponding mechanical boundary conditions. According to the technique of modal expansion analysis for waveguide
excitation, for a given excitation source used to generate circumferential wave in circular tube structure, the corresponding
field of circumferential wave propagation can be decomposed into a series of UGCW modes. Using the reciprocity
relations and mode orthogonality, the analytical expression of UGCW mode expansion coefficient is derived, which is
closely related to the given excitation source for UGCW generation and the interfacial properties between the two tubes.
The influences of change in the interfacial property on dispersion and acoustic field of the UGCW propagation are
numerically analyzed. In the cases of perfect and sliding interfaces, for a given UGCW mode, the relative change rate of
phase velocity is defined, and then its curve versus frequency is calculated, through which the specific frequency can be
determined where the UGCW phase velocity appears to be most sensitive to the change in the interfacial property. For
a given UGCW mode and driving frequency, it is numerically found that the displacement field on the outside surface of
the circular tube structure changes sensitively and monotonically with change in interfacial property between the tubes.
Clearly, through choosing the appropriate driving frequency and the mode of UGCW propagation, both the UGCW
phase velocity and the displacement field on the outside surface of the circular tube structure will be monotonic and
sensitive to change in interfacial property. It is expected that the results obtained in this paper will be of significance for
accurately characterizing the interfacial properties of composite circular tube structures by using the UGCW technique.

Keywords: ultrasonic guided circumferential wave, interfacial properties between two tubes, modal
expansion analysis, dispersion
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