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简谐+四次势中自旋轨道耦合旋转玻色-爱因斯坦
凝聚体的基态结构∗

陈光平†

(四川文理学院物理与机电工程学院, 达州 635000)

( 2014年 7月 1日收到; 2014年 9月 15日收到修改稿 )

研究了囚禁于简谐+四次势中具有自旋轨道耦合相互作用的旋转玻色 -爱因斯坦凝聚体的基态结构; 考
虑了自旋轨道耦合相互作用和旋转对基态结构的影响; 结果发现在自旋轨道耦合相互作用与旋转共同作用
下, 系统呈现出丰富且新奇的基态结构, 如条形、双排和蛇皮花斑状等.

关键词: 玻色 -爱因斯坦凝聚体, 自旋轨道耦合, 简谐势+四次势, 涡旋
PACS: 03.75.Lm, 05.45.Yv DOI: 10.7498/aps.64.030302

1 引 言

玻色 -爱因斯坦凝聚体 (BECs)为我们提供了
研究宏观量子现象的理论和实验平台. 最近, 人
工合成的非阿贝尔规范势耦合中性原子以产生自

旋轨道耦合相互作用的研究受到了广泛重视 [1−6].
具有自旋轨道耦合相互作用的BECs可以呈现出
丰富的基态密度分布结构, 如平面波相、条纹相和
Skyrmion格子等 [7−19], 这些基态结构依赖于原子
间相互作用强度和自旋轨道耦合强度变化.

最近, 许多学者广泛研究了囚禁于简谐势中自
旋轨道耦合对系统基态结构的影响 [20−25], 也有研
究者研究了共心耦合圆形式中, 自旋轨道耦合对凝
聚体的基态结构的影响, 以及旋转和自旋轨道耦合
对凝聚体基态结构相变的影响等 [26−28]. 但是, 在
简谐势或共心耦合圆形势中, 当旋转频率超过势阱
约束频率时, 会产生较大的离心力而导致系统不稳
定为解决这一难题, Bretin等构造了简谐势+四次
势, 其势函数V (x, y) =

1

2
mω2

⊥r
2
⊥ +

1

4
µr4⊥(其中, m

是原子质量, r是半径, µ 是四次势强度, ω⊥是简谐

势约束频率), 四次势的作用可增强势对BECs的约

束, 以便研究当旋转频率大于简谐势约束频率ω⊥

时系统的性质 [29−32]. 最近Huang等又构造了非对
称性势——简谐势+四次势, 并研究了囚禁于其中
的凝聚体的基态结构 [33].

基于上述研究, 我们发现针对自旋轨道耦合相
互作用对处于简谐势+四次势中的凝聚体的基态
结构研究还比较少, 为了填补这一空白, 本文将研
究自旋轨道耦合相互作用对囚禁于简谐势+四次
势中的旋转凝聚体的基态结构的影响. 通过改变自
旋轨道耦合相互作用的方向和强度, 以及旋转角频
率, 深入探索调控参数对系统基态结构的影响, 研
究结果发现系统将呈现出不同形状的基态结构, 会
出现许多新奇而有趣的现象, 如条形、双排和蛇皮
花斑状等.

2 理论模型和Gross-Pitaevskii能量
方程

囚禁于简谐势+四次势中具有自旋轨道耦
合相互作用的自旋−1/2旋转BECs的哈密顿量可
描述为

∗ 四川省科技厅项目 (批准号: 2011JY0063)和四川省教育厅项目 (批准号: 12ZA148, 12ZB313, 12ZZ021)资助的课题.
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Ĥ =

∫
dxdyψ̂†

[
− ~2∇2

2m
+ νSO(x, y) + V (x, y)

−Ω ·L+ g1n̂
2
↑ + g2n̂

2
↓ + 2g12n̂↑n̂1

]
ψ̂, (1)

式中 ψ̂ = [ψ̂↑(r), ψ̂↓(r)]
T是场算符矢量; n̂↑ =

ψ̂†
↑ψ̂↑, n̂↓ = ψ̂†

↓ψ̂↓分别为贋自旋向上和向下

的两类原子的密度; 原子种内相互作用强度
gi = 4πaii~2/mi, 原子种间相互作用强度 g12 =

2πa12~2/m0, m0是两种原子的约化质量, 令贋自
旋向上和向下的原子质量均相等, 则m↑ = m↓ =

m0 = m, aii为同种原子间的 s波散射长度, a12 =

a21为不同种原子间的 s波散射长度, 它们可通过
Feshbace共振调节其长度以调整原子间相互作用
强度; 令a11 = a22, 则取 g1 = g2 = g > 0. Rashba
自旋轨道耦合量 νso = −iλSO(κx∂yσ̂x − κy∂xσ̂y),
其中, σ̂x,y是泡利矩阵, κx和κy分别是x方向和 y

方向的自旋轨道耦合强度, 可以通过拉曼激光来调
节. 最后, 简谐势+四次势函数可表示为

V (x, y) =
1

2
m[ω2

xx
2 + ω2

yy
2] +

1

4
µx4, (2)

ωx和ωy分别为x和 y方向的简谐势约束频率, µ是
x方向上的四次势强度. 在本文中, 我们将考虑一
种特殊的简谐势 + 四次势, 即只有x方向的囚禁,
y方向极端拉长.

根据平均场近似, 我们推知Gross-Pitaevskii
能量函数为

ξ =

∫
dxdy

{
~
m
λR[φ

∗
↑(−iκx∂y + κy∂x)φ↓

+ φ∗
↓(−iκx∂y − κy∂x)φ↑]

+ φ∗
↑

(
− ~2

2m
∇2 + V (x, y)

)
φ↑

+ φ∗
↓

(
− ~2

2m
∇2 + V (x, y)

)
φ↓

+
c0
2
(|φ↑|2 + |φ↓|2)2 +

c2
2
(|φ↑|2 − |φ↓|2)2

−Ωφ∗
↑Lzφ↑ −Ωφ∗

↓Lzφ↓

}
, (3)

其中 c0 = g + g12, c2 = g − g12,. 设旋转轴为 z轴

Ω = Ωẑ, 旋转部分可以写为

−Ωφ∗
↑↓Lzφ↑↓ = i~Ωφ∗

↑↓

[
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

]
φ↑↓. (4)

为了实现凝聚体的极端拉长, 使系统失去
y方向约束, 而平行于x方向保持约束, 我们进
一步设定ω2

x ≡ ω2
0 + Λ2和ω2

y ≡ ω2
0 − Λ2, 其中

Λ2 ≡ ω2
0−Ω2,因此我们很容易得到ω2

x = 2ω2
0−Ω2,

ω2
y = Ω2则有效外势变为

Veff(x, y) ≡ m(ω2
0 −Ω2)x2 + (µ/4)x4. (5)

如文献 [30, 31]讨论, 使用规范变换φ↑↓ =

φ̃↑↓ e imΩxy/~, 我们可以得到Gross-Pitaevskii能量
方程:

ξ =

∫
dxdy

{
c0
2
(|φ̃↑|2 + |φ̃↓|2)2

+
c2
2
(|φ̃↑|2 − |φ̃↓|2)2

+ φ̃∗
↑

(
− ~2∇2

2m
+ V ′

eff(r) + 2i~Ωx ∂
∂y

)
φ̃↑

+ φ̃∗
↓

(
− ~2∇2

2m
+ V ′

eff(r) + 2i~Ωx ∂
∂y

)
φ̃↓

+
~
m
λR[φ̃

∗
↑(−iκx∂y + κy∂x)φ̃↓

+ φ̃∗
↓(−iκx∂y − κy∂x)φ̃↑

+ λRΩ[φ̃∗
↑(xκx + iyκy)φ̃↓

+ φ̃∗
↓(xκx − iyκy)φ̃↑]

}
. (6)

为了方便, 我们将 φ̃↑↓仍然改写成φ↑↓ (6)式中

V ′
eff(r) = m(ω2

0 +Ω2)x2 + (µ/4)x4. (7)

经过这样特殊处理后, 系统 y方向的外势将全部消

失, 形成只沿着x方向的简谐势+四次势.
根据已有经验知, 当不含自旋轨道耦合相互

作用时, 系统在特殊情况下是个可积模型, 我
们可以得到系统的部分解析解; 但是当系统含
有自旋轨道耦合时, 系统为不可积模型. 为了
研究系统参数对基态结构的影响, 我们将借助
数值方法, 在本文中, 我们采用虚时演化和中
心差分相结合的方法来求解具有自旋轨道耦合

相互作用的旋转凝聚体的基态结构. 为了计

算方便, 我们定义单位长度 a0 = [~/mω]1/2, 相
互作用单位能量 ~ωa20 = ~2/m, 无量纲化自旋
轨道强度为 λ̃SO = a0/aλ = (m/~3)1/2λR/ω

1/2,
aλ = ~2/(mλR).

3 数值结果分析与讨论

最近的研究发现, 原子间的相互作用对玻色
-爱因斯坦凝聚体的基态和动力学行为有着重要的
影响; 同时, 最近关于自旋轨道耦合凝聚体的理论
研究表明, 即使在弱相互作用区域, 自旋轨道耦合
相互作用也可以极大地增强相互作用效应.
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因此我们将讨论自旋轨道耦合相互作用和旋

转对该系统基态结构的影响. 在没有自旋轨道耦
合和旋转时, 处于简谐势+四次势中凝聚体的基态
结构可以呈现出相分离和相混合两种状态; 这两种
状态由原子种内相互作用强度 g11, g22和原子种间

相互作用强度 g12决定, 当满足 g11g22 > g212时, 系
统基态处于相混合, 反之则处于相分离为了简便起
见, 我们仅研究 g11 = g22 = 100, g12 = 150的情况.

在下面的数值模拟中, 我们将分别讨论两种极
端情况, 即 κy = 0和 κx = 0两种情况.

图 1是κy = 0时系统的基态密度分布随κx和

旋转频率的变化关系图. 图 1 (a)左边第一个图是
在无自旋轨道耦合和无旋转时, 自旋向上和自旋向
下两种原子的基态图, 由图可知, 此时两种原子分
别占据上下两部分, 且在大小形态上呈现出较好的
对称性; 当只有旋转时, 如图 1第一列所示, 随着旋
转频率的增加, 系统基态结构的对称性逐渐破缺,
尤其是旋转频率增加到Ω = 0.9时 (图 1 (c)), 系统
基态尽管还保持相分离, 但是在结构上已经呈现较
大的扭曲而形成交错分布; 再增大旋转频率Ω到

1.2时 (图 1 (d)), 虽然旋转频率大于了谐振势的振

动频率, 但是由于在x方向有强大的四次势约束,
系统基态结构并未因为离心力的增大而失稳, 依然
保持了稳定的基态结构, 这也是引入四次势的一个
重要作用. 然而, 我们比较第一列 (c), (d)两图, 还
可以看出旋转加快, 自旋向上和向下的两种原子均
有向x的正负两边堆积, 在 y方向上下拉长的趋势,
这是因为旋转加快后, 原子的离心力加大, 而外势
在x 方向有强烈的束缚而在 y方向无束缚, 因此会
向x的正负方向堆积而在 y方向拉长.

图 1 (a)是只有x方向的自旋轨道耦合作用, 而
无旋转时, 系统基态结构随自旋轨道耦合强度变
化的基态结构图. 由图可知, 当自旋轨道耦合强度
κx = 0.6时, 自旋向上和自旋向下的原子均在 y方

向上被拉长成条状结构, 随着κx的进一步增加, 两
种原子均出现多条细而长的条形驻波基态结构, 但
是两种原子条状互不重叠, 依然保持相分离状态κx

越大, 条状相条数越多, 但是每一条驻波基态的宽
度越窄.

图 1第二到第四列呈现的是当x方向自旋轨道

耦合相互作用和旋转同时作用时系统的基态密度

分布情况. 通过对比 (d)图的第二列和第三列, 可

x

y

֓  

֓





(b)

(d)

(c)

(a)

ϕ 2 ϕ 2

图 1 (网刊彩色)相互作用强度 g = 100, g12 = 150, 旋转频率Ω = 0, 0.5, 0.9, 1.2(对应于 (a), (b), (c), (d))时,
赝自旋−1/2 的自旋轨道耦合凝聚体的基态密度分布图. y方向自旋轨道耦合强度 κy = 0, 从第一列到第四列分别
对应于 x方向自旋轨道耦合强度 κx = 0, 0.6, 1.0, 2.0
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以看出同一旋转频率Ω = 1.2 时, κx较大的第三
列比第二列基态相图的涡旋个数和点状基态要多,
这是因为在没有旋转时, 自旋轨道耦合相互作用越
大, 形成的条纹越密集, 且每一条宽度都足够产生
涡旋, 则得到的涡旋数越多. 进一步发现, 当κx增

加到足够大时 (第四列), 所形成条形驻波相条纹数
虽多, 但因每一条的宽度太细, 旋转较小 (如图 (b)
示), 旋转让条状相发生弯曲. 当旋转频率进一步增
大时, 旋转使得条状相分布被截断成一些列具有一
定周期性的点状分布. 旋转角频越大, 这种点状周
期性分布越密集 (如图 1 (d)所示), 这种具有一定周
期性的点状分布犹如蛇皮纹花斑, 我们称为 “蛇皮
纹花斑”形基态结构. 同时, 我们注意到通过对比
第四列 (b), (c)和 (d) 图, 我们还可以看出随着旋转
的加大, 离心作用加强, 尽管保持有周期性点状分
布, 但是明显在x正负两边点的强度较大一些, 分
居两边的原子数要多一些.

由上述分析可知, 囚禁于简谐势+四次势中的
玻色爱因斯坦凝聚体, 如果只加入x方向的自旋轨

道耦合相互作用, 在没有旋转时, 基态结构呈现沿
着x方向的驻波相; 引入旋转后, 系统的基态结构

呈现出涡旋和蛇皮纹花斑形分布, 据我们所知, 这
种蛇皮纹花斑在其他系统中未曾见过.

我们继续讨论 y方向自旋轨道耦合κy与旋转

共同作用时, 系统的基态结构x和 y方向均无自旋

轨道耦合作用仅有旋转作用 (图 2第一列)与图 1第
一列情况相同, 此处不再赘述从图 2 (a)我们可以
看出, 只有 y方向自旋轨道耦合κy而无旋转时, 随
着κy的增强, 自旋向上和自旋向下的原子均形成
沿着 y方向的条形驻波相, 数目随κy增大而增多,
但是宽度却随之增大而变细. 这时, 自旋向上的和
自旋向下的原子密度的条状分布交错出现, 且始
终保持相分离, 引入旋转后 (见图 2 (b)), 随着κy增

强, 基态结构逐渐形成单排涡旋, 且涡旋的个数逐
渐增多. 当旋转频率增大到Ω = 0.9时, 无 y方向

自旋轨道耦合时, 系统处于相分离, 当κy = 0.6时,
系统基态出现相混合, 且在整个相空间出现较多涡
旋, 自旋向上和向下两种原子空间分布均较为均
匀 (见图 2 (c)第二列图), 加大 y方向自旋轨道耦合

κy = 1.0时, 我们可以看到自旋向上和向下两种原
子原子均有向两边x正负方向堆积, 在中间剩下的

ϕ 2 ϕ 2

x

y

֓  

֓





(d)

(c)

(b)

(a)

图 2 (网刊彩色)相互作用强度 g = 100, g12 = 150, 旋转频率Ω = 0, 0.5, 0.9, 1.2(对应于 (a), (b), (c), (d))时,
赝自旋−1/2 的自旋轨道耦合凝聚体的基态密度分布涂. x方向自旋轨道耦合强度 κx = 0, 从第一列到第四列分别
对应于 y方向自旋轨道耦合强度 κy = 0, 0.6, 1.0, 2.0
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原子相对减少, 但是中间依然保持较密集的涡
旋分布; 进一步增加 y方向自旋轨道耦合强度到

κy = 2.0时, 我们可以看出自旋轨道耦合增强了
原子间的相互作用效应, 加上较强的旋转作用, 离
心力也得到较大的增强, 因此两种原子都出现向x

方向正负两边堆积, 形成平行于 y方向的双排基态

相分布. 中间原子数减少, 涡旋也相应消失, 只是
在双排基态相的内侧还有部分未完全消失的涡旋.
图 2 (c)与 (d)具有相似的性质, 但系统旋转频率增
大后, 即使只有很小的 y方向自旋轨道耦合强度,
系统基态也会出现平行于 y方向的两排分布, 而且
中间涡旋很快消失, 到最后涡旋全部消失, 形成双
排基态结构分布, 且使得系统从最初的相分离走向
相混合.

值得注意的是图 2第四列, 没有旋转只有 y方

向自旋轨道耦合时, 系统基态呈现出沿着 y方向的

驻波相 (a); 引入较小的旋转Ω = 0.5, 系统基态呈
现出单排涡旋结构分布 (b); 进一步增大旋转频率
Ω = 0.9时, 系统基态呈现出平行于 y方向的双排

基态结构, 但是内侧还有部分涡旋 (c); 当旋转频率
增至Ω = 1.2时 (d), 系统基态结构只有两条平行于
y方向的双排结构, 而且双排之间的距离比 (c)要
大, 即随着旋转频率增加, 双排间距离增加.

总之, 当系统只有 y方向自旋轨道耦合和旋转

时, 系统基态结构将出现单排涡旋、双排基态相等
分布, 且即使初始时基态时相分离的, 在 y方向自

旋轨道耦合作用下, 系统基态结构也将呈现出相混
合状态.

最后, 我们介绍一下本文所研究系统的实验实
现问题. 首先考虑外势: 简谐势+四次势 (仅x轴

方向加入四次势), 可以通过以下步骤来实现: 首
先在 z方向加入很大的束缚频率ωz形成一个x-y
平面近似二维的的简谐势; 然后在x-z 平面上加入
一个各向同性的四次势; 这样总的外部势就形成
了方程 (2)所描述的外势进一步考虑自旋轨道耦合
的自旋−1/2的 87Rb玻色 -爱因斯坦凝聚体, 它可
以从具有F = 1的 87Rb原子中选择两个内态得到,
且自旋轨道耦合的强度可以由Raman激光来调节.
在本文研究的参数范围内, 无量纲的自旋轨道耦合
强度约在 10左右, 种间和种内原子间相互作用参
数范围约为 102—103(~ω⊥a

2
⊥), 因此本文中所选择

的参数在实验室是可以实现的.

4 结 论

本文利用虚时演化和中心差分法研究了囚禁

于简谐势+四次势中旋转的自旋轨道耦合玻色爱
因斯坦凝聚体的基态结构. 研究发现, 不同方向的
自旋轨道耦合相互作用和旋转对系统的基态结构

影响不同; 在旋转与x方向的自旋轨道耦合相互作

用下, 系统可以产生长而细驻波相和 “蛇皮纹花斑”
型基态结构; 而旋转与 y方向自旋轨道耦合相互作

用下则可以产生单排涡旋、双排内侧含涡旋和双

排基态结构. 对于一个给定的 y方向的自旋轨道耦

合强度, 双排基态相之间的距离随旋转频率增加而
增大.
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Abstract
We consider the ground-state structure of a rotating Bose-Einstein condensate with spin-orbit coupling which is

confined in a harmonic plus qurtic potential. Combined effects of spin-orbit coupling and rotation on the ground-state
structure of such a system are investigated in detail. Results show that a large number of novel ground-state structures,
such as stripe, two rows, snakeskin piebald, and so on, can be produced under the combination of anisotropic spin-orbit-
coupling and rotation.
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