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部分相干双曲余弦厄米高斯光束在非

Kolmogorov大气湍流中的传输特性
刘李辉† 吕炜煜 杨超 麦灿基 陈德鹏

(西北核技术研究所, 西安 710024)

( 2014年 6月 22日收到; 2014年 7月 29日收到修改稿 )

基于广义Huygens-Fresnel原理和非Kolmogorov大气湍流折射率起伏谱密度函数, 采用Wigner分布函
数的二阶矩方法, 推导出了在大气湍流中传输的部分相干双曲余弦厄米高斯光束束宽和M2因子的解析表达

式. 研究表明: 相对束宽和归一化M2因子随传输距离的增大而增大; 光束阶数越大、相干长度越小、双曲余
弦参数越小, 相对束宽和归一化M2因子受大气湍流影响越小; 相对束宽随束腰宽度的增大存在极大值, 在一
定的相干长度范围内, 归一化M2因子随束腰宽度的增大存在极小值; 相对束宽和归一化M2因子随广义指

数的变化均存在极大值, 随内尺度的增大而逐渐减小, 随外尺度的增大几乎没有变化.

关键词: 部分相干双曲余弦厄米高斯光束, 非Kolmogorov谱, 大气湍流
PACS: 42.55.–f, 47.11.Kb, 42.68.Bz DOI: 10.7498/aps.64.034208

1 引 言

激光在大气湍流中的传输不仅具有一定的理

论研究价值, 而且对于激光在自由空间中通信、空
间成像、遥感和跟踪等应用具有实际意义, 所以
近年来激光在大气湍流中的传输性质得到广泛

研究 [1−24].这些研究主要集中在完全相干或部分
相干的厄米高斯 (Hermite–Gaussian)光束、余弦
高斯 (cosine-Gaussian)光束、双曲余弦高斯 (cosh-
Gaussian)光束、双曲正弦高斯 (sinh-Gaussian)光
束和高斯 -谢尔模型 (Schell-model)光束, 采用的大
气湍流折射率起伏谱密度函数主要是Kolmogorov
谱或改进型Kolmogorov谱 (广义指数为11/3).

1997年Casperson等 [24−26]从Helmholtz方程
出发证明了厄米正弦高斯函数的存在, 并提出了用
正弦高斯光阑和光腔产生该激光的方法, 作为其特
例的双曲余弦高斯光束也逐步被加入厄米高阶项

和空间相干度, 并形成了部分相干双曲余弦厄米高
斯光束 (partially coherent Hermite–cosh-Gaussian
beams, HChG).由于其交叉谱密度函数的复杂性,

关于它在大气湍流中传输特性的研究较少. Wu
等 [10]研究了光学参数对在Kolmogorov大气湍流
中传输的HChG光束束宽的影响, 但是并没有考
虑M2因子随不同的非Kolmogorov大气湍流内尺
度、外尺度、广义指数和光学参数的变化情况.本
文基于广义Huygens-Fresnel原理和非Kolmogorov
大气湍流折射率起伏谱密度函数, 采用Wigner 分
布函数的二阶矩方法, 推导出了在非Kolmogorov
大气湍流中传输的HChG光束束宽和M2因子的

解析表达式, 并根据此表达式, 计算得到了相对束
宽和归一化M2因子随光学参数 (光束阶数、束腰
宽度、相干长度、双曲余弦参数)改变的数值曲线,
得到了相对束宽和归一化M2因子随内尺度、外尺

度和广义指数改变的数值曲线, 研究内容具有一定
的理论意义和实际应用价值.

2 理论模型

HChG光束在入射面 z = 0处的交叉谱密度函

数为 [10]
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其中, ρ′1 = ρ′1xx+ρ′1yy, ρ′2 = ρ′2xx+ρ′2yy, x, y表
示正交坐标系单位矢量, Hm表示m阶Hermite多
项式, ω表示束腰宽度, Ω 表示双曲余弦参数, σ表
示相干长度.

基于广义Huygens-Fresnel原理, HChG光束
通过大气湍流的交叉谱密度函数为 [27]

W (ρ, ρd, z)

=

(
k

2πz
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d2ρ′d2ρ′d, (2)

其中, k = 2π/λ表示波数, ρ = (ρ1+ρ2)/2,
ρd = ρ1−ρ2, ρ′ = (ρ′1+ρ′2)/2, ρ′d = ρ′1−ρ′2,
exp

[
−H(ρd, ρ

′
d, z)

]
是湍流引起的附加项.
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∫ 1
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0

[
1− J

0
(κ
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∣∣ )]
× Φn(κ)κdκ, (3)

其中, J0是零阶第一类Bessel函数, Φn(k)表示大

气湍流折射率起伏谱密度函数.
为研究大气湍流内尺度、外尺度和广义指数对

光束束宽和M2因子的影响, 此处折射率起伏谱密
度函数采用广义改进型非Kolmogorov湍流谱 [28]

Φn(κ, α, l0, L)

= Â (α) Ĉ2
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(0 <κ<∞, 3 < α < 5) , (4)
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其中, α是广义指数, l0是湍流内尺度, L是湍流外
尺度, κ是空间波失, Ĉ2

n是广义折射率结构常数,根
据文献 [28], a1 = 1.802, b1 = 0.254, β = 7/6.

κl = c (α) /l0, (7)

κ0 = C0/L, (8)

c (α) =
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, (9)

其中, Γ表示 gamma函数, C0 = 4π. 当α = 11/3,
l0 → 0, L → ∞时, 谱函数简化为改进型Kol-
mogorov密度谱

Φn=Â (a) Ĉ2
nκ

−α, (0 <κ<∞, 3 < α < 5) . (10)

Wigner分布函数的二阶矩方法适合用于处
理部分相干光束的传播特性.光束传播到 z平面

处的交叉谱密度函数的Wigner分布函数可以表
示为 [27]
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=

(
k

2π

)2 ∫ +∞

−∞
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× exp(−ikθρd)d2
ρd. (11)

基于狄拉克delta函数的反傅里叶变换和它的偶函
数性质, 可以得到

δ(ρ′′ − ρ′)

=

(
1

2π

)2 ∫
exp [±iκd(ρ

′′ − ρ′)]d2κd. (12)

因此, 光束在传输面 z = 0处的交叉谱密度函数可

以变换为
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′
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′
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=
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× exp [iκd(ρ
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将 (12)式和 (13)式代入 (2)式, 并利用公式∫ +∞

−∞
f(x)δ(x)dx= f(0), (14)

可以得到
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x, y方向上束宽和M2因子的分析方法相似, 为节
省篇幅, 在这里只推导一维方向的束宽和M2因子

的解析表达式, 将 (1)式代入 (15)式并利用公式 [12]∫
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2
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将 (17)式代入 (11)式, 利用公式

δn (s) =
1

2π
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并注意到x和 θx的二阶矩定义
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其中, ⟨x2⟩0, ⟨θ2x⟩0分别表示 z = 0处x和 θx的二阶

矩, T =

∫ ∞

0

κ3Φn(κ, α, l0, L)dκ表示大气湍流量,
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其大小由大气湍流的折射率起伏谱密度函数决定.
将 (4)式代入大气湍流量的表达式, 利用公式∫ ∞

0

xnexp (−axp) dx =
Γ (k)
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,(
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)
, (28)

计算得到
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当Ω = 0时, (23), (24), (25)式分别表示部分
相干厄米高斯光束关于x和 θx的二阶矩, 简化结
果与文献 [12]一致; 当m = 0时, 厄米高斯光束变
为高斯光束, 简化的 (23), (24), (25)式与文献 [1]
一致.

HChG光束的均方根束宽和M2因子分别表

示为

wX (z) =
⟨
x2
⟩1/2

=

(⟨
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0
+z2
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θ2x
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0
+
2
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, (30)
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)
. (31)

从 (30), (31)式可以看出,均方根束宽和M2因子除

了与光束阶数m、束腰宽度ω、相干长度σ、双曲余

弦参数Ω有关外, 还受大气湍流量 (内尺度 l0、外尺

度L、广义指数α)影响.

3 数值计算结果及物理解释

这里引入相对束宽和归一化M2因子, 相对
束宽表示在大气湍流中传输光束的束宽与在自

由空间中传输光束 (大气湍流量T = 0)的束宽之
比wX(z)/wXfree, 归一化M2因子表示M2因子与

z = 0处的M2因子之比M2
x(z)/M

2
x(0).

3.1 光束参数对传输特性的影响

根据 (30), (31)式, 理论计算分析光学参数对
光束相对束宽和归一化M2因子的影响情况.此处
光束波长及大气湍流参数分别为: λ = 632.8 nm,
内尺度 l0 = 1 cm, 外尺度L = 10 m, 广义指数
α = 10/3, 折射率结构常数 Ĉ2

n = 10−15 m−2/3.
当ω = 2 cm, σ = 1 cm, Ω = 100时, 对于不

同光束阶数, 相对束宽和归一化M2因子随传输距

离的变化曲线如图 1所示.
从图 1可以看出, 相对束宽和归一化M2因子

随传输距离的增大而增大; 同一传输距离处, 光束
阶数越大, 相对束宽和归一化M2因子越小, 这表
明光束阶数越大, 在同一传输距离处光束质量保持
得较好, 此处得到的结论与文献 [12]的结论一致.

0 1 2

2
2

3 4 5
1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

z/km z/km

w
x
↼z
↽⊳
w
x
fr

e
e

M
x
↼z
↽⊳
M

x
(0

)

 

 

m=0

m=2

m=4

m=0

m=2

m=4

0 1 2 3 4 5
0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

 

 
(a) (b)

图 1 (网刊彩色)不同m值下随传输距离的变化曲线 (a)相对束宽; (b)归一化M2因子
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图 2 (网刊彩色)不同束腰宽度值下随传输距离的变化曲线 (a)相对束宽; (b)归一化M2因子

当m = 2, σ = 1 cm, Ω = 100时, 对于不同的
束腰宽度值, 相对束宽和归一化M2 因子随传输距

离的变化曲线如图 2所示.
从图 2中可以看出, 随传输距离的增大相对束

宽和归一化M2因子均增大, 但是在不同的传输距
离处, 不同束腰宽度值所对应的相对束宽和归一化
M2因子呈现出不一样的变化规律, 这说明相对束
宽和归一化M2因子随束腰宽度的变化关系不是简

单的单调函数关系, 所以取束腰宽度作为自变量,
得到相对束宽和归一化M2因子随束腰宽度的变化

曲线, 如图 3和图 4所示.
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从图 3可以看出, 随束腰宽度的增大, 相对束
宽先增大、后减小, 即相对束宽存在极大值; 从
图 4的各分图对比中发现, 当相干长度σ = 10 mm
时, 归一化M2因子在很小的束腰宽度范围内急剧

减小, 随着束腰宽度的增大, 归一化M2因子变化

趋势不明显,但是随着相干长度的增大,归一化M2

因子在减小到最小值后再增大的趋势逐渐表现出

来, 并且越来越明显, 所以在一定的相干长度范围
内, 归一化M2因子随着束腰宽度的增大存在极小

值, 在其他参数给定的情况下, 该相干长度范围可
以通过对 (31)式进行关于自变量为相干长度的求
导, 然后找出其存在极值的条件得到.

当m = 2, ω = 2 cm, Ω = 100时, 对于不同的
相干长度, 相对束宽和归一化M2因子随传输距离

的变化曲线如图 5所示.
从图 5中可以看出, 对于不同的相干长度, 随

传输距离的增大相对束宽和归一化M2因子均增

大; 在同一传输距离处, 相干长度越小, 相对束宽和
归一化M2因子越小, 即相干长度越小的光束受大
气湍流影响较小, 光束质量保持的越好.当相干长
度为无穷大时, 部分相干光转化为完全相干光, 通
过对比不同相干长度的各条曲线可以知道, 完全相
干光更容易受大气湍流影响而导致光束质量变差,
上述结果与文献 [5]一致.

当m = 2, ω = 2 cm, σ = 1 cm时, 对于不同
的双曲余弦参数值, 相对束宽和归一化M2因子随

传输距离的变化曲线如图 6所示.
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图 5 (网刊彩色)不同相干长度值下随传输距离的变化曲线 (a)相对束宽; (b)归一化M2 因子
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图 6 (网刊彩色)不同双曲余弦参数值下随传输距离的变化曲线 (a)相对束宽; (b) 归一化M2因子

从图 6中可以看出, 对于不同的双曲余弦参数,
随传输距离的增大相对束宽和归一化M2 因子均

增大; 在同一传输距离处, 双曲余弦参数越小, 光束
相对束宽和归一化M2因子越小, 即双曲余弦参数
越小的光束受湍流影响较小, 上述结论与文献 [14]
中的一致.Ω = 0的曲线表示了部分相干厄米高斯

光束的相对束宽和归一化M2因子在传输过程中的

变化情况, 对比图 6中各条曲线可以得到, 双曲余
弦参量的引入使得光束受大气湍流的影响变大.

3.2 湍流参数对传输特性的影响

从 (30), (31)式中可知, 相对束宽和归一化M2

因子都与大气湍流量有关, 而大气湍流量由大气湍
流内尺度、外尺度和广义指数决定, 所以有必要研
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究大气湍流内尺度、外尺度和广义指数对相对束宽

和归一化M2因子的影响.
此次计算中HChG光束的参数选择为: m = 2,

ω = 2 cm, σ = 1 cm, Ω = 100, λ = 632.8 nm. 大
气湍流量的其他参数保持不变.

在 l0 = 0.01 m, L = 10 m的情况下, 相对
束宽和归一化M2因子随广义指数的变化曲线如

图 7所示.

从图 7中可以看出, 相对束宽和归一化M2因

子随广义指数的增大, 先增大, 再减小到 1, 即它们
随广义指数的增大存在极大值, 极大值可以通过对
(30), (31)式进行关于广义指数的求导得到; 在同
一广义指数下, 随传输距离的增大, 相对束宽和归
一化M2因子逐渐增大.

在α = 10/3, L = 10 m的情况下, 相对束宽和
归一化M2因子随内尺度的变化曲线如图 8所示.
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从图 8中可以看出, 相对束宽和归一化M2因

子随内尺度的增大而减小, 即湍流内尺度越大, 光
束受湍流的影响越小; 在同一内尺度下, 随传输距
离的增大, 相对束宽和归一化M2因子逐渐增大,
从湍流的物理性质上来讲, 内尺度的减小意味着
湍流强度的增大, 所以这里的数值模拟结果与实际
相符.

在α = 10/3, l0 = 0.01 m的情况下, 对于不同
的外尺度数值, 相对束宽和归一化M2因子随传输

距离的变化曲线如图 9所示.
从图 9中可以看出, 随传输距离的增大, 相对

束宽和归一化M2因子逐渐增大; 相对束宽和归一
化M2因子随外尺度的增大没有明显变化, 即光束
受湍流外尺度影响不大.

4 结 论

本文基于广义Huygens-Fresnel原理和非Kol-
mogorov大气湍流的折射率起伏谱密度函数, 采用
Wigner分布函数的二阶矩方法, 推导出了HChG
光束在大气湍流中传输的束宽和M2因子的解析表

达式.当表达式中光束参数分别为零时, 简化的光
束束宽和M2因子的解析表达式与已有的研究结果

一致.
根据推导得出的解析表达式, 理论计算分析了

光学参数和大气湍流参数对相对束宽和归一化M2

因子的影响情况.研究表明, HChG光束的相对束
宽和归一化M2因子随传输距离的增大而增大; 光
束阶数越大、相干长度越小、双曲余弦参数越小, 光
束的相对束宽和归一化M2因子受大气湍流影响

越小; 相对束宽随束腰宽度的增大存在极大值, 在
一定的相干长度范围内, 归一化M2因子随束腰宽

度的增大存在极小值; 相对束宽和归一化M2因子

随广义指数的增大均存在极大值, 随内尺度的增大
受湍流影响逐渐减小, 随外尺度的增大几乎没有变
化.上述得到的结论与已有的关于高斯光束在大气
湍流中传输的研究结论一致, 这说明HChG光束的
光学参数之间近似独立, 各光学参数的引入不改变
大气湍流对其影响的规律, 只影响其传播因子的数
值大小, 本文研究结果在激光器参数选择、光测距、
光通信和光成像等实际应用方面有一定参考价值.
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Abstract
Based on the extended Huygens-Fresnel principle and non-Kolmogorov spectrum, the analytical expressions for beam

width and M2-factor of partially coherent Hermite-cosh-Gaussian beams going through a non-Kolmogorov turbulence
are derived by means of second moments for the Wigner distribution function. Results show that the relative beam
width and normalized M2-factor of partially coherent Hermite-cosh-Gaussian beams going through a non-Kolmogorov
turbulence will increase when propagating in the turbulent atmosphere, and will be less affected by turbulent atmosphere
with a larger beam, smaller coherent length, smaller Ch-part parameter. The relative beam width has a maximum value
for increasing waist width, and normalized M2-factor has a minimum value for increasing waist width in a specific extent
of coherent length. The relative beam width and normalized M2-factor both have maximum values according to the
generalized power law, but decrease with increasing inner scale, and have nearly no change with increasing outer scale.

Keywords: partially coherent Hermite-cosh-Gaussian beams, non-Kolmogorov spectrum, atmospheric
turbulence
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