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垂直振动激励下颗粒材料有效质量和

耗散功率的研究∗

余田1) 张国华1)† 孙其诚2) 赵雪丹1) 马文波1)

1)(北京科技大学物理系, 北京 100083)

2)(清华大学, 水沙科学与水利水电工程国家重点实验室, 北京 100084)

( 2014年 6月 25日收到; 2014年 8月 20日收到修改稿 )

研究了垂直振动激发下钨颗粒的动态有效质量 M̃(ω)和耗散功率 p(ω)随频率ω的依赖关系. 实验发现,
在给定的振动幅度下, 自由表面样品有效质量的实数部分M1(ω)、虚数部分M2(ω)以及耗散功率 p(ω)随频率

的变化曲线均出现一个尖锐的共振峰. 随着在颗粒上表面施加压强的增大, M1(ω), M2(ω)和耗散功率 p(ω)

曲线的峰值频率向高频移动, 且峰值高度也相应增大. 进一步研究发现, 有效质量实数部分的共振频率 fg 随

表面压强P 的变化满足分段幂律规律, 当P 较小时, 幂指数为 0.3, 当P 较大时, 幂指数减小为 1/6. 颗粒系统
的品质因子的倒数 1/Q随压强P 的变化满足指数衰减规律.

关键词: 颗粒材料, 垂直振动, 有效质量, 能量耗散
PACS: 45.70.–n, 46.40.Ff, 62.40.+i DOI: 10.7498/aps.64.044501

1 引 言

颗粒物质是由大量离散的固体颗粒组成的复

杂体系, 颗粒间的非弹性相互作用使得颗粒材料能
够通过颗粒间的接触网络耗散声能 [1,2]. 例如, 表
面波 [3,4]对外部能量输入呈现高度非线性的类固

态的滞后, 当外部输入能量停止时颗粒物质立即静
止, 在足够高的激励频率下, 外部激励能量几乎全
部耗散为热量等. 目前, 尽管颗粒物质的声学阻尼
特性已经得到了广泛的应用 [5], 但是关于颗粒材料
中耗散机理的微观起源仍然不清楚, 需要进一步
研究.

力学谱技术是研究材料中能量损耗规律的有

效手段. 文献 [6, 7]在葛型倒摆的基础上研制了固
体内耗频谱仪并测量了剪切振动下金属的内耗性

质. 文献 [8, 9]将内耗谱仪应用于颗粒体系, 研究了
微剪切振动下沙子、玻璃珠等体系耗散能量的振幅

谱和频谱. 彭政等 [10]研究了垂直激发下铜和玻璃

珠系统的能量耗散, 发现体系在几十赫兹处出现共
振, 且特定频率下的耗散功率随振动强度的变化呈
现幂率规律.

动态有效质量谱技术是研究垂直振动激励下

颗粒材料声学耗散性质的重要手段 [11,12]. Valenza
等 [13]研究了湿度对钨颗粒体系有效质量的影响,
发现湿度越大, 颗粒物质的耗散越显著. 同时,
Valenza和 Johnson [14]在钨颗粒涂上不同黏度的

硅油, 研究了硅油黏度对有效质量的影响, 发现体
系的耗散与黏度变化正相关. 此外, Henann等 [15]

使用激光振动计观察到垂直振动过程中颗粒床侧

壁与附近颗粒的相对位移近似为零, 表明有效质量
测量是基于线性小振幅. 总之, 动态有效质量谱提
供了颗粒材料声学模式、弹性和时效的耗散特征,
正日益成为进一步理解颗粒体系耗散机理的主流

技术之一.
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目前, 对颗粒材料自由表面颗粒体系的有效质
量的研究已经取得了一些进展, 但是关于外部压强
对颗粒体系有效质量和功率耗散影响的报道还不

多见. 本文研究了垂直振动激发下, 颗粒上表面为
自由表面和施加不同压强下钨颗粒的动态有效质

量和功率耗散随频率的变化规律. 实验发现有效质
量的实数部分、虚数部分以及耗散功率随频率的变

化均有一个较大的共振峰. 且峰值大小和峰值频率
随压强的增大而相应增大. 并进一步研究了有效质
量实数部分的共振频率 fg和颗粒系统的品质因子

的倒数1/Q随表面压强P的变化规律.

2 实验装置和测量原理

实验装置如图 1所示. 样品池为一个圆柱形
的铝杯, 铝杯质量为 261.1 g, 内径为 56 mm, 高为
82 mm. 样品池中填充粒径约为 100 µm、总质量
为 791.7 g的钨颗粒. 钨颗粒的上表面放置一活塞,
活塞的上表面连接一个压力传感器 (西安微敏仪器
仪表有限公司, 型号WMS-H3P1C1J2T0S1). 穿过
铝杯顶盖的螺杆顶在压力传感器上, 通过旋转螺杆
可以给颗粒上表面施加压强P . 在铝杯的底座边缘
刚性连接一个加速度传感器 (扬州英迈克测控技术
有限公司, 型号 162A100), 用于测量铝杯底部的加
速度a(t). 在铝杯和振动台 (苏州东菱振动试验仪
器有限公司, 型号ESS-050-120)之间刚性连接一个
动态力传感器 (扬州英迈克测控技术有限公司, 型
号502F020), 用于实时测量振动台对铝杯的作用力
F (t). 功率放大器通过固定在振动台面的加速度
传感器的反馈信号, 控制振动台以恒定的加速度振
动, 可产生频率 f = 10—2000 Hz的正弦信号. 在
振动台上放置另一加速度传感器, 其输出信号作
为杯子底部动态力的传感器和加速度传感器的参

考信号. 将上述加速度传感器、动态力传感器、压
力传感器连接高速数据采集卡 (扬州英迈克测控技
术有限公司, 型号YMC9004H)上, 高速数采卡以
500 kHz采样频率对加速度信号a(t)、力信号F (t)、

颗粒上表面的压力信号P进行采集.
测量时通过振动台对样品池和颗粒施加余

弦力F (t) = F0 cos(ωt + φF ), 由固定于样品池
底部的加速度传感器测得样品池加速度 a =

a0 cos(ωt + φa), 其中, F0, a0分别是周期性驱动

力和样品池加速度的振幅; φF , φa分别是周期

性驱动力和样品池加速度的初相. 颗粒体系有

效质量定义为 [11] M̃ �(ω) =
F̃ (ω)

ã(ω)
− Mc, 其中Mc

为空杯质量, M(ω) = M1(ω) + iM2(ω)为复数,
M1(ω) =

F0

a0
cos(φF − φa) − Mc描述材料的惯性

和弹性响应, M2(ω) =
F0

a0
sin(φF − φa)与颗粒材

料的衰减有关.

x

z

y

图 1 实验装置示意图

在垂直振动激发下, 振动台输入的机械能通
过颗粒局域结构的微小调整、颗粒间的摩擦、非弹

性碰撞等迅速耗散. 系统稳定后, 振动台输入的机
械能与颗粒系统耗散的能量达到平衡. 外部激励
下颗粒系统的能耗仅仅导致体系温度升高, 不会
对颗粒体系的运动状态产生影响. 根据能量守恒,
稳定状态下颗粒体系的平均能量耗散功率应该等

于振动台和样品池的平均传递功率, 可以由实验
测得的F (t), a(t)数据获得. 由于实验测得的F (t),
a(t)都为很好的正弦信号 (没有发现力的倍周期现
象 [10,16]), 在一个周期T内平均功率损耗为

p =
1

T

∫ T

0

F (t)

(∫ t

0

a(t′)dt′
)

dt

=
F0a0 sin(φa − φF )

2ω
. (1)

3 结果与讨论

3.1 自由表面颗粒体系的有效质量谱和耗

散功率谱

颗粒系统是典型的非平衡体系, 温度等热能因
素对颗粒之间的重排几乎没有影响 [17], 如果不对
颗粒施加振动、摇晃等外部非热激励, 颗粒材料的
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每个亚稳态的位形将会长期持续, 且在位形附近不
会有热平均产生. 由于每个位形具有独特的性质,
这使得颗粒行为的可重复性很难实现等 [3]. Song
等 [18]进一步指出, 由于 jammed物质的耗散和非
热本质, 能量不再描述系统的微观态, 其在热系统
中扮演的角色被体积代替. 体积的稳定是颗粒体系
处于稳定状态的重要判据之一. Nowak等 [19]的实

验表明, 在激励强度Γ > 30 m/s2时钠钙玻璃体系
的密度 (体积分数)可以快速达到稳定的密度, 其通
过退火等技术处理, 发现系统达到了一个可逆的、
稳定状态. 本文依据Hsu等 [11]的制备协议, 通过
振动台提供高幅度垂直振动来制备可重复的自由

表面的颗粒填料. 在测量之前, 将钨颗粒倒入样品
池中, 然后让系统在共振频率附近以 30 m/s2的加
速度幅度垂直振动30 min, 以压缩钨颗粒使其更加
密实, 密度达到一个较稳定的值. 在测量期间, 振
动台对样品池施加一个正弦振动微扰, 改变微扰频
率可以使得我们在不同的时间尺度上测量系统的

动力学响应谱. 实验过程中, 振动台以 3 m/s2的低
加速度做正弦振动 [11], 使得颗粒系统的振幅相对
较小, 对流较微弱, 颗粒之间不会出现较大规模的
重排 [20]. 扫频测量频率为 50—1000 Hz, 频率间隔
为 10 Hz. 在每一频率上, 力和加速度信号的采集
时间为 0.5 s, 以保证数据拟合的精度. 为了让系统
达到充分稳态, 每次测量之前系统在固定频率下振
动约 330 s. 并且, 在切换到下一个频率之前让振动
台停止振动 20 s, 以清除前面的记忆. 用这种协议
制备的自由表面样品的动力学有效质量谱重复性

非常好.
图 2 (a)—(f)分别显示了样品池所受的驱动力

振幅、加速度振幅、力和加速度的位相差、有效

质量的实数部分M1(ω)、虚数部分M2(ω)和耗散

功率随驱动频率的变化. 由图 2可知, 在低频极
限中, M1(ω → 0) → 790 g, 接近系统的静态质
量, M2(ω → 0) → 0. 在 50—800 Hz频率范围内,
样品池的加速度幅度与振动台的驱动幅度接近,
在3 m/s2附近波动. |F |, M1(ω), M2(ω)和p(ω)在

200 Hz左右出现较大的共振峰, 这可能是因为在
200 Hz左右, 颗粒系统的结构产生了剧烈的调整,
接近于系统的共振状态 (此频率处, 颗粒振动的幅
度增大, 振动产生的噪音也较尖锐), 因此力的振
幅会出现一个峰值, 系统的耗散也相应较大. 颗
粒的共振可能是由于力的振幅、有效质量及耗散

功率峰值频率较一致. 在远离共振峰的频率区间
(f < 100 Hz低频区域和 500 Hz < f < 1000 Hz高
频区域), 耗散功率p(ω)都非常小.
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图 2 (a)力的振幅 |F | 随驱动频率 f 的变化; (b)加速度
的振幅 |a|随 f 的变化; (c)力和加速度的位相差φ随 f 的

变化; (d)有效质量的实数部分M1(ω)随 f 的变化; (e)有
效质量虚数部分M2(ω)随 f 的变化; (f)颗粒的耗散功率
p(ω)随 f 的变化

3.2 表面压强对颗粒体系有效质量谱和耗

散功率谱的影响

为了研究表面压强对颗粒体系有效质量和功

率耗散的影响, 我们利用穿过杯子上盖螺孔的螺杆
对颗粒样品表面活塞施加压力. 为了保证实验过程
中体系表面的压强近似为一个常量, 在每次对颗粒
体系上表面施加压力后都进行充分的弛豫. 具体过
程为: 首先拧动螺杆给样品表面施加一个大的预压
力, 让振动台以 0.3 m/s2的加速度做正弦振动, 当
连接在螺杆和活塞之间的静力传感器的压力波动

范围小于压力值的 5%时, 按自由表面有效质量谱
的测量协议进行扫频测量. 为了验证测量数据的可
重复性, 每个压力值重复测量 3次. 测量完成之后,
松动螺杆使颗粒样品上表面压强降低, 重复上述过
程, 以实现不同压强下颗粒体系有效质量谱的测
量. 需要强调的是, 整个实验过程中, 每个压强下 3
次实验测得的有效质量谱的重复性较好, 表明振动
的时间对颗粒体系的影响较小, 实验的稳定性和可
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靠性较好. 考虑到每个压强下的测量过程中样品的
体积近似保持不变, 可以认为测量是在等体积、等
压强下进行的.

图 3显示了表面压强分别为 (73.5 ± 1.5) kPa,
(40± 1.5) kPa, (12± 1) kPa, (5± 0.8) kPa, (0.6±
0.15) kPa时钨颗粒体系的有效质量谱. 由图 3 (a)
可知, 有效质量的实数部分M1(ω)在高于体系的共

振频率的频率区间出现负值, 这可用微扰理论 [13]

进行定性的解释. 依据微扰理论, 空杯与颗粒组成
的系统中可能存在两种谐振模式: 共振频率为ω0

的空杯谐振模式和由颗粒引起的共振频率为ωg的

谐振模式. 这两种模式彼此耦合产生了两个混合
模式, 一个为上支, 一个为下支. 当颗粒体系的共
振频率ωg小于空杯的共振频率ω0(即ωg < ω0)时,
在高于颗粒体系共振频率ωg的ω0附近有效质量的

实数部分M1(ω0)将出现负值. 类似的现象Kang
等 [21]也发现过.
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图 3 (网刊彩色) (a)不同压强下有效质量的实数部分
M1(ω)随驱动频率 f 的变化; (b)不同压强下有效质量的
虚数部分M2(ω)随 f 的变化

由图 3可知, 上表面压强对颗粒系统有效质量
谱的影响很大. 随着颗粒体系上表面压强的增大,
M1(ω)和M2(ω)的共振频率ωg向高频处移动, 且
共振处的峰值M1(ωg)和M2(ωg)也相应增大. 由

图 3 (a)可得到M1(ω)的主共振频率 fg随压强的变

化, 如图 4所示. 由图 4可知, 共振频率 fg随外加

压强P的变化满足分段幂律的规律, 幂指数由P较

低 (0.6 kPa < P < 12 kPa)时的 0.3减小为P较高

(P > 12 kPa)时的 1/6(赫兹接触理论值 [22,23]). 上
述共振频率 fg随外加压强P的变化规律可以用连

续流体模型进行解释 [11,15,24]. 在连续流体模型中,
颗粒介质被看作是一个有损耗的流体. 当颗粒体系
产生共振时, fg ∝

√
k/ρ/L, 其中, ρ为颗粒的密度,

k为颗粒的体积模量, L为颗粒的填充深度. 考虑到
在本文实验压强范围 (P < 73 kPa)内, 卸载过程引
起的L的变化很小 (∆L/L < 1%),可以近似认为卸
载过程中ρ和L为常数, 因此很容易得出 fg ∝ k

1
2 .

Goddard [25]指出体积模量k随压强P的变化满足

分段幂律规律, 即压强较低时满足k ∝ P
1
2 ; 压强

较高时满足k ∝ P
1
3 . 因此, 理论上很容易得出共

振频率 fg与压强P的分段幂律关系, 即低压强处
fg ∝ P

1
4 , 高压强处 fg ∝ P

1
6 . 由图 4可知, 本文实

验得出的 fg与P的关系在高压强处与理论是一致,
低压强处幂指数为 0.3(1/3和 1/4 之间), 接近理论
值1/4.
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图 4 双对数坐标系下M1(ω)的共振频率 fg随压强P 的

变化. fg随P 的变化满足分段幂律规律, 其中, 0.6 kPa <

P < 12 kPa的直线, 是用幂律公式 fg = 410P 0.3拟合得

到; P > 12 kPa部分的直线是用幂律公式 fg = 567P
1
6

拟合得到

为了研究表面压强对系统耗散功率的影响, 我
们测量了不同压强下的耗散功率谱p(ω), 如图 5所
示. 由图 5可知, 随着颗粒上表面压强的增大, 系
统耗散功率谱的共振频率向高频处移动, 且共振
处的峰值也相应增大. 利用耗散功率谱 p(ω)可进

一步得到系统的品质因子Q, 其倒数 1/Q代表每

个周期系统耗散的能量和外界所提供能量的比例,
1/Q 越大表明体系能量耗散效率越高, 反之则越
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低. 图 6给出了由图 5得到的系统品质因子的倒数
1/Q随压强P的变化. 由图 6可知, 在所测量的压
强范围内, 1/Q随P的增加满足指数衰减规律, 即
1/Q = 0.4 exp(−P/4.25) + 0.08. 这可能是由于表
面压强较小时, 体系较为疏松, 颗粒内部结构更容
易发生调整, 耗散效率较高. 增大颗粒上表面的压
强, 实际上不仅增加了颗粒之间紧密和更均匀接触
的数量, 而且减少了切线应力接触和潜在的滑动接
触的数量 [26], 因此 1/Q随压强的增大而减小. 当
压强足够高时, 颗粒体系被压缩至接近固体的状
态, 1/Q几乎不随压强变化. Gardner等 [27]在研究

石英砂和玻璃珠的 1/Q随外界压强P的变化时也

发现了类似的现象, 对于较高的压强, 1/Q将逐渐
减小趋近于一个常数, 这时不存在与压强的依赖
关系.
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图 5 (网刊彩色)不同压强下耗散功率 p(ω)随驱动频率

f 的变化
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图 6 系统品质因子的倒数 1/Q随压强 P 的变化. 1/Q

随 P 的变化满足指数衰减关系. 图中的曲线是用公式
1/Q = 0.4 exp(−P/4.25) + 0.08 拟合得到; Q值为共振
频率与半峰高度的频宽的比值

4 结 论

本文测量了垂直振动激励下钨颗粒材料的动

态有效质量和功率耗散谱, 研究了压强对钨颗粒
样品有效质量、功率耗散及品质因子的影响. 结

果表明: 自由表面下钨颗粒的有效质量的实数
部分M1(ω)、虚数部分M2(ω)以及耗散功率 p(ω)

均在 200 Hz左右出现一个尖锐的共振峰; M1(ω),
M2(ω)和耗散功率 p(ω)峰值频率和峰值大小随表

面压强P的增加而增大, 并且M1(ω) 的共振频率

fg随P的变化满足分段幂律规律; 对于低P值, 幂
指数为 0.3, 对于高P值, 幂指数减小为 1/6; 耗散
功率 p(ω)的品质因子的倒数 1/Q随P的变化满足

指数衰减规律.
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Dynamic effective mass and power dissipation of the
granular material under vertical vibration∗
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Abstract
The dependences of the dynamic effective mass M̃(ω) and power dissipation p(ω) of tungsten particles system on

frequency ω are studied under vertical vibration excitation. It is found that there appears a sharp resonance peak in each
of spectra of the real part M1(ω), the imaginary part M2(ω) of the effective mass, and the power dissipation for a given
vibrating strength. With the increase of the pressure acting on the top surface of the particle, each peak frequency of the
M1(ω), M2(ω) and power dissipation moves to higher frequency, and the peak height also increases accordingly. Further
study finds that the resonance frequency fg of the real part of the effective mass satisfies piecewise power-law with the
change of pressure P acting on the top surface. At low P value, the power exponent is 0.3, and at high P value the
power exponent decreases to 1/6. The reciprocal of quality factor of the granular system, 1/Q, decreases exponentially
with the change of pressure P .
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