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基于高斯原理的Cosserat弹性杆动力学模型∗

刘延柱1)† 薛纭2)

1)(上海交通大学工程力学系, 上海 200240)

2)(上海应用技术学院机械工程学院, 上海 201418)

( 2014年 8月 15日收到; 2014年 9月 25日收到修改稿 )

在动力学普遍原理中, 高斯最小拘束原理的特点是可通过寻求函数极值的变分方法直接得出运动规律,
而无须建立动力学微分方程. Kirchhoff动力学比拟方法以刚性截面的姿态表述弹性细杆的几何形态, 并发展
为以弧坐标 s和时间 t为自变量的弹性杆分析力学. 由于截面姿态的局部微小改变沿弧坐标的积累不受限制,
Kirchhoff模型适合描述弹性杆的超大变形. Cosserat弹性杆模型考虑了Kirchhoff模型忽略的截面剪切变形、
中心线伸缩变形和分布力等因素, 是更符合实际弹性杆的动力学模型. 建立了基于高斯原理的Cosserat弹性
杆的分析力学模型, 导出拘束函数的普遍形式, 以平面运动为例进行讨论. 关于弹性杆空间不可自相侵占的
特殊问题, 给出相应的约束条件对可能运动施加限制, 以避免自相侵占情况发生.

关键词: 高斯原理, 弹性细杆, Kirchhoff动力学比拟, Cosserat弹性杆
PACS: 46.70.Hg, 45.20.Jj, 45.10.Db DOI: 10.7498/aps.64.044601

1 引 言

虚功原理、虚功率原理及高斯原理为动力学普

遍原理的 3种等价形式. 其中高斯原理也称最小拘
束原理, 可叙述为: 在任意时刻, 系统的真实运动
与位置和速度相同、但加速度不同的可能运动比较,
其拘束函数取极小值 [1]. 高斯原理的特点是通过寻
求函数极值的变分方法从可能运动中鉴别出真实

运动规律, 而无须建立微分方程. 其形式统一, 对
于带控制的系统, 动力学分析还可根据技术需要与
系统的优化结合进行. 20 世纪 80年代, 以Popov,
Lilov等为代表, 应用高斯原理建立多体系统动力
学模型的方法已十分完善 [2,3]. 近年来, 国外也有
关于高斯原理的研究 [4,5]. 国内偶见将高斯原理用
于刚柔耦合多体系统的建模 [6,7].

1859年, Kirchhoff提出的动力学比拟方法以
刚性截面的姿态表述弹性细杆的几何形态, 并发
展为以弧坐标 s和时间 t为自变量的弹性杆分析

力学 [8−11]. 由于截面姿态的局部微小改变沿弧坐

标的积累不受限制, 适合描述弹性杆的超大变形.
Cosserat模型考虑了Kirchhoff模型忽略的截面剪
切变形、中心线伸缩变形和体积力等因素, 是更符
合实际的弹性杆动力学模型 [12−14]. 以弹性杆为背
景的含空间和时间双自变量的分析力学近年来取

得了显著进展 [15−18]. 本文以中心线的笛卡尔坐标
和表述截面姿态的卡尔丹角为广义坐标, 建立基于
高斯原理的Cosserat弹性杆分析力学模型, 导出拘
束函数的普遍形式. 以平面运动为例, 给出拘束函
数的计算公式. 关于弹性杆空间不可自相侵占的
特殊问题, 给出相应的约束条件对可能运动施加限
制, 以避免自相侵占的情况发生.

2 运动学分析

讨论长度为 l的任意形状圆截面弹性杆. 以固
定点O0为原点建立惯性参考坐标系 (O0-ξηζ), ξ轴
为垂直轴, η轴和 ζ轴为水平轴. 选择杆中心线上
的O点为原点, 沿杆中心线建立弧坐标 s, 以确定
中心线上任意点P的位置. 将 (O0-ξηζ)的原点移
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至P点, 如图 1所示, 设 (P -ξηζ)绕 ξ轴转过ψ角为

(P -x0y0z0), 绕 y0轴转过ϑ角为截面的主轴坐标系

(P -xyz), z轴为截面的法线轴, 以e3为基矢量. 截
面在 (x, y)平面内保持刚性, 在 (y, z)和 (x, z)平面

内的剪切变形使杆中心线产生无限小转动矢量γ,
其在 (P -xyz)中的投影式为

γ =
(
γ23 γ13 0

)T
, (1)

其中, γ23和 γ13为 (P -xyz)绕x轴和 y轴转过的微

小角度, 改记为 ε1 = γ13和 ε2 = −γ23(图 2 ). 设剪
切变形后 (P -xyz)的位置为 (P -x∗y∗z∗). z∗轴为 z

轴转动后的位置, 沿杆中心线切线, 其基矢量e∗3在

(P -xyz)中的投影为

e∗3 = e3 + γ × e3 =
(
ε1 ε2 1

)T
. (2)

设 (P -xyz)绕 z轴转过φ角后与截面固定, 记作 (P -
xsyszs). 卡尔丹角ψ, ϑ, φ确定刚性截面转动后的

姿态.

P
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z

ϕ

ϕy
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ψη
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ϑ

ϑ

图 1 表示截面姿态的卡尔丹角
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图 2 剪切变形引起的中心线转动

设 (P -xyz)的角位移对弧坐标 s或时间 t的变

化率记作ω和Ω, (P -xsyszs)的角位移对 s或 t的变

化率为截面的弯扭度ωS或角速度ΩS. 分别以撇号

和点号表示对 s或 t的偏导数, 下标 j = 1, 2, 3表示
各矢量在 (P -xyz)中的投影, 得到

ω1 = ωS1 = ψ′ cosϑ, ω2 = ωS2 = ϑ′,

ω3 = ψ′ sinϑ, ωS3 = ϕ′,

Ω1 = ΩS1 = ψ̇ cosϑ, Ω2 = ΩS2 = ϑ̇,

Ω3 = ψ̇ sinϑ, ΩS3 = ϕ̇, (3)

其中ϕ为准坐标, 定义为

ϕ′ = ψ′ sinϑ+ φ′, ϕ̇ = ψ̇ sinϑ+ φ̇. (4)

设r (s, t)为弹性变形前P点相对固定点O0的

矢径, 沿P点处的中心线取长度为∆s的微元段

PQ, 以矢径增量∆r = ∆se3表示其位置. z轴的

基矢量e3等于矢径r对弧坐标 s的偏导数,
∂r

∂s
= r′ = e3, (5)

考虑截面剪切变形和中心线伸缩变形, 矢径r改记

为r∗, 其增量为∆r∗ = ∆s∗e∗3. e∗3为变形后中心

线切线的基矢量, 长度为∆s∗ = ∆s (1 + ε3), ε3为
中心线的轴向正应变. 将 s∗视为变形后的弧坐标,
与变形前弧坐标 s之间满足 ds∗/ds = 1 + ε3. 将
γ13, γ23改记为 ε1 = γ13, ε2 = −γ23, 仅保留应变
εj(j = 1, 2, 3)的一次项, 变形后的矢径r∗对弧坐

标 s的导数为

∂r∗

∂s
=
∂r∗

∂s∗
∂s∗

∂s
= e∗3 (1 + ε3) = e3 + ε, (6)

其中ε为 εj (j = 1, 2, 3)组成的弹性应变矢量.
杆在 t时刻的中心线由变形后P点矢径r∗的

笛卡尔坐标 ξ, η, ζ确定. 将 (6)式向 (P -xyz)投影,
导出

ε1 = ξ′ cosϑ+ η′ sinψ sinϑ− ζ ′ cosψ sinϑ,

ε2 = η′ cosψ + ζ ′ sinψ,

ε3 = ξ′ sinϑ− η′ sinψ cosϑ

+ ζ ′ cosψ cosϑ− 1. (7)

将矢径r∗对时间 t求导计算P点的速度v, 得到

v1 = ξ̇ cosϑ+ η̇ sinψ sinϑ− ζ̇ cosψ sinϑ,

v2 = η̇ cosψ + ζ̇ sinψ,

v3 = ξ̇ sinϑ− η̇ sinψ cosϑ+ ζ̇ cosψ cosϑ. (8)

以 ξ, η, ζ, ψ, ϑ, φ为确定杆位形的广义坐标, 杆的
弯扭度ωSi和截面角速度ΩSi、弹性应变 εi及速度

vi(i = 1, 2, 3)可利用 (3), (7), (8)式由广义坐标及
其对 s和 t的导数确定.
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3 弹性杆的拘束

应用高斯原理讨论弹性杆动力学问题时, 以
时间 t为自变量, 弧坐标 s作为计算拘束函数的积

分变量. 设ρ, S, J分别为杆的密度、截面积及单
位长度杆的惯量张量. J在 (P -xyz)中的坐标阵为
J = diag (J1 J1 J3), 其中, J1 = ρI; J3 = ρI0. 这
里 I, I0为截面的惯量矩和极惯量矩. 设截面作
用的弹性力主矢和主矩分别为F 和M , f为单位

长度的分布力, 微元段PQ上作用的主矢和主矩

(图 3 )为

∆F = (F ′ + f)∆s,

∆M = M ′∆s+∆r∗ × F . (9)

设F 和M遵循线性本构关系, K = κGS和K0 =

ES分别为抗剪刚度系数和抗拉刚度系数, A = EI

和C = GI0分别为抗弯刚度系数和抗扭刚度系数.
E,G为杆的杨氏模量和剪切模量, κ为截面形状系
数, 圆截面的κ = 0.9. 设杆无初始曲率和扭率, F
和M在 (P -xyz)中的投影为

F1 = Kε1, F2 = Kε2, F3 = K0ε3,

M1 = AωS1, M2 = AωS2, M3 = CωS3. (10)

利用刚体的拘束公式列写微元段PQ的拘束

∆Z = Γ∆s, 函数Γ为 [1]

Γ =
1

2

[
ρSv̇2 + Ω̇S · (J · Ω̇S)

]
+ Ω̇S · [ΩS × (J ·ΩS)]

− v̇ · (F ′ + f)− Ω̇S · (M ′ + e∗3 × F ) , (11)

其中,

F ′ = F̃ ′ + ω × F , M ′ = M̃ ′ + ω ×M . (12)

其中波浪号表示对 (P − xyz)的局部导数. 设杆的
长度为 l, 弹性杆的拘束函数Z为

Z =

∫ l

0

Γ ds. (13)

将被积函数Γ展开后得到

Γ =
1

2

[
ρS

(
v̇21 + v̇22 + v̇23

)
+ J1

(
Ω̇2

1 + Ω̇2
2

)
+ J3Ω̇

2
S3

]
+ (J3 − J1)

(
Ω2Ω̇1 −Ω1Ω̇2

)
ΩS3

− v̇1 [K (ε′1 − ε2ω3) +K0ε3ω2 + f1]

− v̇2 [K (ε′2 + ε1ω3)−K0ε3ω1 + f2]

− v̇3 [K0ε
′
3 +K (ε2ω1 − ε1ω2) f3]

− Ω̇1[A (ω′
1 − ω2ω3) + Cω2ωS3

+ (K0 −K) ε2ε3 −Kε2]− Ω̇2[A (ω′
2 + ω1ω3)

− Cω1ωS3 + (K −K0) ε1ε3 +Kε1]

− Cω′
S3Ω̇S3. (14)

利用 (3), (7), (8)式, 拘束Z (t)最终可表示为广义

坐标对 t的二阶导数 ξ̈, η̈, ζ̈, ψ̈, ϑ̈, φ̈的函数,

Z (t) =

∫ l

0

Γ
(
ξ̈, η̈, ζ̈, ψ̈, ϑ̈, φ̈, · · ·

)
ds. (15)

省略号包含广义坐标 ξ, η, ζ, ψ, ϑ, φ及其对 t的一

阶导数和对 s的一阶和二阶导数. 根据高斯原理,
在位置和速度不变的条件下, 真实运动的加速度与
拘束Z (t)的极小值相对应.

fDs Q

P
F+DF

M+DM

-F

-M
r*+Dr*

r*

O

Dr*

Ds*

图 3 杆微元段的受力状态

4 平面运动特例

作为算例, 设弹性杆被限制在 (ζ, ξ)坐标面

内变形和运动. 设O点与固定点O0重合, 令
ψ = φ = η = 0. 为简化表达, 略去任意点P相

对O点变形后矢径r∗及切线基矢量e∗3的星号角

标. 杆中心线的位形以极坐标 (r, σ)表示 (图 4 ),

ζ = r cosσ, ξ = r sinσ. (16)

利用 (7)式计算杆的应变,

ε1 = r′ sinβ + rσ′ cosβ, ε2 = 0,

ε3 = r′ cosβ − rσ′ sinβ − 1; (17)

利用 (8)式计算杆的速度

v1 = ṙ sinβ + rσ̇ cosβ, v2 = 0,

v3 = ṙ cosβ − rσ̇ sinβ, (18)
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其中, β = σ − ϑ为矢径r与P点处中心线切线基

矢量e3 = r′的夹角, 利用r · r′ = rr′得到

β = arccos (r · r′/r) = arccos (r′) . (19)

利用 (1)式计算弯扭度和角速度,

ωS1 = ωS3 = ΩS1 = ΩS3 = 0,

ωS2 = ϑ′, ΩS2 = ϑ̇. (20)

设杆的分布力f为重力, 写作

f = −ρSgeξ. (21)

将以上 (17)—(21)式代入 (14)式计算函数Γ , 得到

Γ =
1

2

[
ρS

(
v̇21 + v̇23

)
+ J1Ω̇

2
2

]
− v̇1 (Kε

′
1 +K0ε3ω2 − ρSg cosϑ)

−Kv̇2ε
′
2 − v̇3 (K0ε

′
3 −Kε1ω2 − ρSg sinϑ)

− Ω̇2 [Aω
′
2 + (K −K0) ε1ε3 +Kε1]

+ · · · , (22)

省略号是与加速度和角加速度无关项. 将 (17),
(18)式代入 (22)式, 再代入 (13)式即得到杆的拘
束函数Z (t). 对于确定的广义坐标 r, σ, ϑ及速度

ṙ, σ̇, ϑ̇, 依据拘束函数Z的最小值判断真实运动的

加速度 r̈, σ̈, ϑ̈, 积分得出下个瞬时杆的速度和位形.

P ϑ

O0

ξ

σ

β

r

e3

ζ

图 4 杆的平面运动特例

 

Pj

Pi

rij

ri

rj

d

O

图 5 杆的空间无侵占条件

5 空间无侵占条件

弹性杆是具有几何尺度的实体, 已占据的空间
不容杆的其他部分侵占. 空间不可入性是计算弹性
杆位形的特殊约束条件.

设Pi为杆中心线上弧坐标为 si的任意点, Pj

为Pi的内侧区间 (0, si)内弧坐标为 sj的任意点.
设变形后Pi与Pj相对原点O的矢径分别为ri和

rj , Pi至Pj的矢径为rij = rj − ri(图 5 ). 为避免
杆出现空间侵占, Pi与Pj之间距离应不小于杆截

面的直径d, 即 rij > d. 剪切变形对直径d的影响

为剪应变的2阶小量, 可予忽略. 将Pi或Pj处的笛

卡尔坐标 ξ, η, ζ以下标 i, j区分, 杆的空间无侵占
条件为

(ξj − ξi)
2
+ (ηj − ηi)

2
+ (ζj − ζi)

2 > d2. (23)

为避免Pi与邻近Pj点间距小于d的误判, 可将Pj

的取值范围缩减为 (0, si − πd), πd为杆在Pi处可

能折返的弯曲段最短弧长. 应用高斯原理从可能
运动中识别实际运动时, 只要用于比较的可能运动
状态满足约束条件 (23), 杆的空间侵占情况可避免
发生.

6 结 论

对于Cosserat弹性杆的以弧坐标 s和时间 t为

双自变量的动力学问题, 可利用高斯原理将对微分
方程的数值积分转化为变分问题处理. 基于高斯原
理, 本文导出Cosserat弹性杆拘束函数的普遍公式
以确定其动力学规律, 以杆的平面运动为特例导出
具体计算公式. 作为高斯方法的独特优点, 只要用
于比较的可能运动状态满足弹性杆空间不可入约

束条件, 可避免发生杆的空间侵占现象.
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Abstract
Based on the generalized principles of dynamics, the feature of Gauss principle of least constraint is that the motion

law can be directly obtained by using the variation method of seeking the minimal value of the constraint function without
establishing any dynamic differential equations. According to the Kirchhoff’s dynamic analogy, the configuration of an
elastic rod can be described by the rotation of rigid cross section of the rod along the centerline. Since the local small
change of the attitude of cross section can be accumulated infinitely along the arc-coordinate, the Kirchhoff’s model
is suited to describe the super-large deformation of elastic rod. Therefore the analytical mechanics of elastic rod with
arc-coordinate s and time t as double arguments has been developed. The Cosserat model of elastic rod takes into
consideration the factors neglected by the Kirchhoff model, such as the shear deformation of cross section, the tensile
deformation of centerline, and distributed load, so it is more suitable to modeling a real elastic rod. In this paper, the
model of the Cosserat rod is established based on the Gauss principle, and the constraint function of the rod is derived
in the general form. The plane motion of the rod is discussed as a special case. As regards the special problem that
different parts of the rod in space are unable to self-invade each other, a constraint condition is derived to restrict the
possible configurations in variation calculation so as to avoid the invading possibility.

Keywords: Gauss principle, thin elastic rod, Kirchhoff’s kinetic analogy, Cosserat elastic rod
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