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共心双环外势中两分量偶极玻色-爱因斯坦
凝聚体的基态结构研究∗
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( 2014年 9月 18日收到; 2014年 10月 20日收到修改稿 )

利用虚时演化方法研究了共心双环外势中具有偶极 -偶极相互作用的两分量玻色 -爱因斯坦凝聚体的基
态结构, 探索了接触相互作用和长程各向异性的偶极 -偶极相互作用对系统基态的影响. 研究发现, 偶极 -偶
极相互作用作为系统的又一调控参数, 可用于得到系统的不同的基态相, 并用于控制不同基态相间的转化.

关键词: 玻色 -爱因斯坦凝聚, 偶极 -偶极相互作用, 共心双环外势
PACS: 03.75.Lm, 05.45.Yv DOI: 10.7498/aps.64.060302

1 引 言

由于玻色 -爱因斯坦凝聚 (BEC)的宏观量子特
性和高度的可调控性, 为人们提供了一种全新的量
子体系, 研究其奇异的物性和新颖的量子态仍然是
国际上具有前瞻性和挑战性的前沿领域 [1−3]. 利
用磁光囚禁技术, 量子气体几乎处于一个无干扰的
理想空间, 外界环境对系统的影响基本可以忽略,
因而具有超长的量子相干时间. 随着实验技术的
成熟, 人们已可以通过Feshbach共振技术连续地
调节原子 -原子间的 s波散射长度, 还可以利用光、
磁、射频等操控手段对原子的内外自由度进行精确

的调节和控制 [4−6]. 当凝聚体的电偶极或磁偶极
相互作用不可忽略时, 则必须考虑原子间的偶极效
应. 偶极相互作用最大的特点在于它是一种长程各
向异性的作用力, 不仅会对凝聚体的基态相图、稳
定性以及动力学产生重要影响, 而且对反映系统超
流行为的涡旋态也有较大的影响. 偶极效应包含
的物理图像远比各向同性的 s波作用复杂、精彩得

多 [7−12]. 此外, 偶极相互作用的各向异性还为我们
提供了一个附加的调控自由度, 使得超冷偶极量子
气体在量子信息、量子模拟和量子计算等前沿领域

具有更大的应用潜力.
实验方面, Pfau领导的德国斯图加特实验组首

先于 2005年在Cr原子BEC中观察到了由偶极相
互作用产生的效应 [13,14]. 随后, 美国Rice大学的
研究小组也于 2009年在Li 原子的BEC中观察到
了偶极效应 [15]. 最近, 具有更大磁偶极矩的 168Er
(7µB, µB为玻尔磁子)原子 [16,17]与 164Dy (10µB)
原子 [18,19]也实现了BEC. 实验上的进展极大地推
动了对偶极凝聚体的研究. 理论方面, 囚禁在各
种外部势阱, 诸如简谐势 [20−22]、光晶格 [23−27]、双

阱 [28,29]、单圆环等 [30−35]中的凝聚体的基态和动

力学得到了广泛的关注 [36−38]. 研究表明, 外势的
形状和维度对凝聚体的基态和动力学行为起着决

定性的作用. 然而, 对于囚禁在共心双环外势中
的偶极凝聚体的研究相对较少. 本文通过改变偶
极 -偶极相互作用和接触相互作用的强度, 探索囚
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禁在共心双环外势中的偶极凝聚体的基态结构.

2 模型

首先考虑囚禁在外势中的两分量偶极凝聚体,
此时, 系统的基态和动力学行为可以由以下耦合的
非线性薛定谔方程组来描述 [39,40]:

i~∂ψ1(r, t)

∂t
=

[
− ~2

2m
∇2 + V1(r) + U1N1|ψ1(r, t)|2

+ U12N2|ψ2(r, t)|2 +N1ϕ1(r)

+N2ϕ12(r)

]
ψ1(r, t),

i~∂ψ2(r, t)

∂t
=

[
− ~2

2m
∇2 + V2(r) + U2N2|ψ2(r, t)|2

+ U21N1|ψ1(r, t)|2 +N2ϕ2(r)

+N1ϕ21(r)

]
ψ2(r, t), (1)

其中, ψi(i = 1, 2)为描述两分量偶极凝聚
体的序参量, Vi(r)为外部势阱. 原子种内相

互作用Ui = 4πaii~2/mi, 原子种间相互作用
U12 = 2πa12~2/mR. 其中, 两种原子的约化质
量mR = m1m2/(m1 + m1); aii为同种原子间的
s波散射长度, 而 a12 = a21为不同种原子间的 s
波散射长度, 其大小和正负可以通过Feshbach共
振技术来调节. 不难发现, 系统拥有多个可调
控参数, 为了便于讨论偶极 -偶极相互作用带来
的新效应, 我们考虑两个分量的凝聚体, 此时,
m1 = m2. V1(r) = V2(r) = V (r). ϕ1(r), ϕ2(r),
ϕ12(r) = ϕ21(r)刻画的是同种分量和不同分量原

子间的长程各向异性的偶极 -偶极相互作用, 对于
磁偶极 -偶极相互作用, 可以表示为

ϕi(r) =
µ0µ

2
i

4π

∫
drUdd(r − r′)|ϕi(r′)|2,

ϕij(r) =
µ0µiµj

4π

∫
drUdd(r − r′)|ϕj(r′)|2,

Udd(R) =
1− 3 cos2 θ

R3
. (2)

最后, 本文中考虑的共心双环外势可以表示为

V (r) = V (r⊥) + V (z), (3)

其中, V (z)为 z方向的外势. 为了简化计算, 我们
忽略此方向上外势对系统的约束. V (r⊥) 为x-y平
面内的二维约束势, 可表达为

V (r⊥)

=min
{1

2
mω2

0(r⊥−R0)
2,

1

2
mω2

1(r⊥−R1)
2
}
. (4)

从 (4)式不难发现, 共心双环外势是取两个重
叠的抛物线外势的最小值获得的, 这两个抛物线
外势分别位于R0和R1. 为了便于讨论, 本文取
ω0 = 4ω和ω1 = 5ω, 并取定R0 = 2a0, R1 = 4a0,
其中a0 =

√
~/(mω)为本文数值计算的单位长度.

此外, 我们定义~ω为能量单位. 同时, 我们假定两
个分量中只有ψ1具有偶极 -偶极相互作用且偶极
矩朝向 z方向, 此时, ϕ2 = ϕ12 = ϕ21 = 0. 对于偶
极凝聚体, 系统的相互作用包括短程的接触相互作
用和长程的偶极 -偶极相互作用两部分. 此时, 我
们可以方便地定义一个无量纲化的量用于描述偶

极 -偶极相互作用相对于短程接触相互作用的大小,
即

εdd ≡ add/as =
µ0µ

2m

12π~2as
, (5)

其中, as为短程接触相互作用的 s波散射长度, add

为刻画偶极 -偶极相互作用的散射长度. 前面提到,
由于我们忽略 z方向 (轴方向)的外势对系统的约
束, 可以近似认为系统在这个方向上是均匀分布
的, 此时, 偶极 -偶极相互作用可以约化为接触相互
作用的形式:

ϕ1(r) = −U1N1εdd|ψ1(r)|2. (6)

不难发现, 对于组分 1, 原子间总的相互作用
参数可以表示为 (1− εdd)U1N1. 因此, 我们可以通
过调控偶极 -偶极相互作用的强度 εdd来获得并调

控不同的基态相.

3 研究结果与讨论

在没有偶极 -偶极相互作用时, 囚禁在共心双
环外势中的两分量凝聚体在全参数空间范围内呈

现出三种不同的基态相: 径向相分离、方位角相分
离、相混合 [41,42]. 三种不同的基态相可以通过调控
种间相互作用来获得. 为了凸显偶极 -偶极相互作
用带来的新效应, 在下面的讨论中, 我们固定接触
相互作用参数U12 = U21 = 55, U22 = 75, 而改变
偶极 -偶极相互作用 εdd的大小, 从而改变偶极分量
的总的有效原子间的相互作用.

利用虚时演化方法, 数值模拟得到共心双环
外势中具有偶极 -偶极相互作用的两分量玻色 -爱
因斯坦凝聚体的基态结构. 图 1显示了当系统接
触相互作用固定为U12 = U21 = 55, U22 = 75,
U11 = 15, 而偶极 -偶极相互作用改变时系统的基
态密度分布. 第一、二列分别显示了偶极分量、非偶
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(a)

|ψd|2 |ψnon|2 |ψd|2+|ψnon|2 |ψd|2-|ψnon|2

(b)

(c)

图 1 (网刊彩色)共心双环外势中具有偶极 -偶极相互作用的两分量凝聚体的基态密度分布图 系统的相互作用强

度分别为U12 = U21 = 55, U22 = 75, U11 = 15; 第一、二、三列分别为偶极分量、非偶极分量以及总的凝聚体的密
度; 第四列为 z方向上两分量的密度差; 图中, 偶极 -偶极相互作用强度 εdd = 0.5, 0, −0.5, 分别对应于 (a), (b),
(c); 单位长度为 a0 =

√
~/(mω)

极分量的密度分布, 第三、四列为总的凝聚体的密
度分布和 z方向的密度差. 当没有偶极 -偶极相互
作用时, 也即 εdd = 0, 两个分量的原子分别分布在
内外环上, 此时, 系统处于径向相分离, 如图 1 (b)
所示. 引入排斥偶极 - 偶极相互作用, εdd = 0.5, 数
值结果发现, 内环上出现部分非偶极分量的原子,
同时, 偶极分量的原子和这部分非偶极分量的原子
在内环上呈现出方位角相分离. 因此, 系统实现了
从径向相分离到方位角相分离的转化. 从物理角
度不难理解这个现象: 当引入排斥的偶极 -偶极相
互作用时, 偶极分量总的有效相互作用也就随着减
小, 系统在内环呈现出方位角相分离有利于系统总
能量的减少, 典型的密度分布如图 1 (a)所示.

另一方面, 引入吸引偶极 -偶极相互作用, 如
εdd = −0.5,偶极分量总的有效相互作用增强, 因而
其原子的动能也就随之增加, 部分原子可以越过内
环势的束缚而跑到外环上. 这时, 为了尽可能降低
体系能量, 两个分量在内、外环上都呈现出方位角
相分离. 典型的密度分布如图 1 (c)所示. 值得注意
的是, 第四列显示了全空间范围内两个分量的密度
分布差, 从其分布我们很容易判断系统处于何种基
态相. 在下面的讨论中, 该密度分布差还有利于分
析在相混合时偶极 -偶极相互作用对基态密度分布
带来的细小的差别.

前一个例子显示了径向相分离和方位角相分

离之间的转化. 接下来讨论初始基态为方位角相分
离时, 通过调节偶极相互作用强度, 实现系统三种
可能基态之间的转化. 图 2显示了当系统接触相互
作用固定为U12 = U21 = 55, U22 = 75, U11 = 30,
而偶极 -偶极相互作用改变时系统的基态密度分布,
每一列所显示的含义和图 1一样. 通过 (6)式计算
不难发现, 图 2 (a)对应于图 1中的 (b), 也就是方位
角相分离和径向相分离的转化. 有趣的是, 当我们
引入吸引的偶极 -偶极相互作用时, 系统再一次处
于径向相分离基态. 也就是说, 对于初始偶极分量
接触相互作用U11 = 30时, 可以通过引入强的排斥
或弱的吸引偶极 -偶极相互作用来实现方位角和径
向相分离的转化. 典型的密度分布如图 1 (b), (c)和
图 2 (a)—(c) 所示.

图 2 (d)—(f)显示的是当引入的吸引偶极 -偶
极相互作用进一步增强时系统的基态密度分布图.
不难发现, 随着偶极 - 偶极相互作用强度的增强,
系统首先由初始的方位角相分离过渡到径向相分

离, 最后会一直处于相混合状态. 因此, 作为一个
新的调控自由度, 偶极 -偶极相互作用可以作为一
个额外的调控参数, 用于得到不同的基态相, 并用
于调控不同基态相之间的转化. 值得注意的是, 当
吸引的偶极 -偶极相互作用进步一增加时, 系统不
再是在两种相分离的基态相间互相转化, 而是一
直处于相混合状态, 这一点可以从均匀系统相分离
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条件中的临界值U11U22 = U12U21看出. 对于本文
所选取的相互作用参数, 粗略估计Ueff = 40, 这里
Ueff指的是偶极分量内部总的有效相互作用, 其值
包括通常的接触相互作用和约化后的偶极 -偶极相
互作用. 对于图 2 (d)—(f)中所选取的 εdd = −0.4,

−0.6, −0.8, Ueff 均大于 40, 因此系统将一直保持
在相混合状态. 惟一变化的是原子在内外环的分
布, 这一点可以从图 2的第四列清楚地看出. 此时,
更多高能的偶极分量原子越过内环的囚禁而跑到

外环.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

|ψd|2 |ψnon|2 |ψd|2+|ψnon|2
|ψd|2-|ψnon|2

0.08

0.04
0

-0.04

0.08

0.06

0.03

10

4
2
0

-2

T10-3

T10-3

5
0

-5

0.01

-0.01

0.02

-0.02

0.04
0
-0.04

图 2 (网刊彩色)共心双环外势中具有偶极 -偶极相互作用的两分量凝聚体的基态密度分布图 系统的相互作用强

度分别为U12 = U21 = 55, U22 = 75, U11 = 30; 第一、二、三列分别为偶极分量、非偶极分量以及总的凝聚体的密
度; 第四列为 z方向上两分量的密度差; 图中, 偶极 -偶极相互作用强度 εdd = 0.5, 0, −0.1, −0.4, −0.6, −0.8, 分
别对应于 (a), (b), (c), (d), (e), (f); 单位长度为 a0 =

√
~/(mω)

后续工作可以考虑偶极矩朝向任意方向, 这
时, 各向异性的偶极 -偶极相互作用使得系统展现
出更多迷人的特性. 进一步, 可以考虑含有自旋自
由度的旋量偶极凝聚体, 此时, 短程相互作用包括
两部分: 自旋交换作用项和自旋无关项, 前者决定
了系统的磁学性质. 可以期待, 系统将呈现出具有
更加丰富的量子相. 同时, 由偶极相互作用引起的
各种自旋纹理也将展现出奇特的性质.

4 结 论

本文研究了接触相互作用和偶极 -偶极相互作
用下, 共心双环外势中两分量偶极玻色 -爱因斯坦
凝聚体的基态结构. 当偶极分量的磁偶极矩朝向对
称轴方向, 且忽略该方向外势对系统的约束时, 长
程的偶极 -偶极相互作用可以约化为接触相互作用
的形式. 利用虚时演化方法, 我们得到了不同参数

区间系统的不同基态结构. 研究发现, 偶极 -偶极
相互作用对凝聚体的基态有着较大的影响. 除了通
常的接触相互作用, 偶极 -偶极相互作用也可以作
为一个新的调控自由度, 通过调节其强度, 可以得
到系统不同的基态相, 并用于调控不同基态相间的
转化.
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Ground state of a two-component dipolar Bose-Einstein
condensate confined in a coupled annular potential∗
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Abstract
By using the imaginary-time propagation method, we study the ground state structure of a two-component dipolar

Bose-Einstein condensate confined in a coupled annular potential. The effects of contact and dipole-dipole interaction on
the ground state density distribution of such a system are investigated in detail. The results show that the dipole-dipole
interaction, acting as a new degree of freedom, can be used to obtain the desired ground state phases, and to control the
phase transition between different ground states.
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