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乘性色噪声激励下三稳态van der Pol-Duffing
振子随机P-分岔∗

吴志强† 郝颖

(天津大学机械工程学院力学系, 天津 300072)

( 2014年 3月 7日收到; 2014年 10月 18日收到修改稿 )

研究了乘性色噪声作用下三稳态 van der Pol-Duffing振子的随机P-分岔问题. 首先应用随机平均法得到
系统振动幅值稳态概率密度函数的表达式, 进而应用奇异性理论, 得到刻画随机P-分岔发生的临界参数条件
的转迁集以及系统存在的典型稳态概率密度曲线, 并通过Monte-Carlo数值模拟进行了验证. 以此为基础讨
论了噪声强度、相关时间、系统线性阻尼系数对随机P-分岔和系统稳态响应行为的影响.

关键词: 稳态概率密度, 随机P-分岔, 转迁集
PACS: 05.10.Gg, 05.40.Ca, 05.45.–a DOI: 10.7498/aps.64.060501

1 引 言

随机分岔主要是指由随机扰动引起的系统定

性性质的变化. 当系统的控制参数变化时, 不变测
度密度的分布曲线由单峰变成多峰, 则称之为随机
P-分岔 (stochastic phenomenal bifurcation) [1]. 随
机P-分岔是随机非线性系统动力学研究的重要问
题之一.

关于多个稳定周期解共存系统的随机P-分岔
已有较多研究. 如文献 [2, 3] 研究了谐和与宽带噪
声联合激励下含分数导数型阻尼Duffing振子的平
稳响应, 发现分数阶数的变化可以导致系统发生随
机P-分岔; 文献 [4, 5]研究了Duffing振子在窄带随
机噪声、谐和与随机噪声联合激励下Duffing振子
的双峰稳态概率密度问题.

关于平衡点与极限环共存系统随机P-分岔问
题的研究还比较少, 已有研究主要针对随机激励下
的Duffing-van der Pol系统. 文献 [6—8]研究了双
稳态情况下Duffing-van der Pol系统的随机P-分

岔. 针对三稳态van der Pol-Duffing系统, 文献 [9,
10]分别研究了加性白噪声、加性和乘性白噪声联
合激励下的随机P-分岔现象, 发现系统概率密度分
布曲线最多能出现三个峰值, 且系统发生随机P-分
岔所对应的转迁集也更为复杂. 目前关于其他形式
噪声激励下三稳态系统随机P-分岔现象的分析还
没有报道.

特别值得一提的是, 文献 [11, 12]对具有大展
弦比的翼型在低速风洞中发生的颤振现象进行了

实验研究, 发现系统存在亚临界Hopf分岔, 并且由
此产生的极限环会发生二次分岔, 从而导致稳定平
衡点和稳定极限环共存的现象. 上述实验研究表
明, 研究随机激励下多稳态系统的动力学行为不仅
具有理论意义, 同时也具有重要的工程参考价值.

与加性噪声相比, 乘性噪声的作用机理特殊,
现有文献较少考虑其单独作用下多稳态系统随机

P分岔问题. 本文针对乘性色噪声单独作用下van
der Pol-Duffing系统随机P-分岔现象进行研究, 将
有助于完善三稳态情况下对随机P-分岔现象的
认识.

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11172198)、国家自然科学基金 (批准号: 11372211) 和国家重点基础研究发展计划 (批准号:
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2 三稳态van der Pol-Duffing振子的
稳态概率密度

考虑如下van der Pol-Duffing 方程:

ẍ− (−ε+ α1x
2 − α2x

4 + α3x
6 − α4x

8)ẋ

+ x+ α0x
3 = xn(t), (1)

其中n(t)为具有零均值的色噪声. 其相关函数和功
率谱密度表达式如下:

R(t1, t2) =
D

τ
e−

|t1−t2|
τ ,

S(ω) =
2D

2π(1 + τ2ω2)
.

系统确定性部分的参数取值为 [1]: α0 = 0.2,
α1 = 1.51, α2 = 2.85, α3 = 1.693, α4 = 0.312,
主要基于两点考虑: 1)使系统 (1)在适当的参数范
围内存在三稳态; 2)使系统 (1)适用于平均法分析
且结果有足够精度.
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图 1 (网刊彩色) 确定性系统定态运动分布

确定性 (D = 0)情况下系统极限环幅值随阻尼
系数 ε变化的分岔图见图 1 . 其中蓝色圆点为数值
计算结果, 黑色线为平均法得到的近似结果, 二者
吻合得很好, 说明平均法是适用的. 从图 1中可以

看出, 系统最多可有三个吸引子共存, 故称此系统
为三稳态系统. ε ∈ [0.1148, 0.1188]区间时, 确定性
系统有一个平衡点和四个极限环, 从内向外依次为
稳定、不稳定、稳定、不稳定、稳定. ε ∈ [0, 0.1148] ,
ε ∈ [0.1188, 0.1367]时确定性系统分别有一个平衡

点和两个极限环, 依次为稳定、不稳定、稳定.
为讨论随机激励下 (D ̸= 0)系统的分岔问题,

以下应用随机平均法求解乘性色噪声作用下随机

系统振动幅值的稳态概率密度函数. 首先引入如下
变换:

x = y(t) cos(t+ θ(t)),

ẋ = −y(t) sin(t+ θ(t)),

ϕ = t+ θ(t). (2)

将方程 (2)代入方程 (1), 可以得到如下形式的标准
方程:

ȧ = a sin2 ϕ(−ε+ α1a
2 cos2 ϕ− α2a

4 cos4 ϕ

+ α3a
6 cos6 ϕ− α4a

8 cos8 ϕ)

+ α0a
3 cos3 ϕ sinϕ− a cosϕn(t) sinϕ,

θ̇ = sinϕ cosϕ(−ε+ α1a
2 cos2 ϕ− α2a

4 cos4 ϕ

+ α3a
6 cos6 ϕ− α4a

8 cos8 ϕ) + α0a
3 cos4 ϕ

− cos2 ϕn(t). (3)

更进一步得到相应的伊藤随机微分方程:

dy =

[
− εy

2
+

α1y
3

8
− α2y

5

16
+

5α3y
7

128
− 7α4y

9

256

+
3Dy

8(1 + 4τ2)

]
dt+

√
Dy2

4(1 + 4τ2)
dw1(t),

dθ =
3α0y

2

8
− Dτ

2(1 + 4τ2)
dt

+

√
2Dτ2

1 + 4τ2
+

3D

4(1 + 4τ2)
dw2(t), (4)

其中w1(t), w2(t)是两个独立的单位Wiener过程,
因为振动幅值y不依赖于ϕ的变化,故由 (4)式中的
第一式可以得到关于振动幅值 y的Fokker-Planck-
Kolmogorov方程 (FPK方程)

∂p(y, t)

∂t
=

∂

∂y

{[
− εy

2
+

α1y
3

8
− α2y

5

16
+

5α3y
7

128

− 7α4y
9

256
+

3Dy

8(1 + 4τ2)

]
p(y, t)

}
+

1

2

∂2

∂y2

[
Dy2

4(1 + 4τ2)
p(y, t)

]
. (5)
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其稳态解即为系统振动幅值的稳态概率密度函数:

ps(y) = R(y,D, τ, ε) exp(Q(y,D, τ, ε)), (6)

其中,

R(y,D, τ, ε) =
4(1 + 4τ2)y

D−4ε−16ετ2

D

D
,

Q(y,D, τ, ε)

= − (1 + 4τ2)

768D
y2(21α4y

6 − 40α3y
4

+ 96α2y
2 − 384α1).

下文将依据 (6)式讨论参数变化引起的随机P-分岔
现象.

3 随机P-分岔奇异性分析

奇异性理论为讨论分岔方程解曲线拓扑类型

的变化提供了很好的工具. 为利用此工具分析系统
PDF 曲线拓扑结构的变化, 文献 [13]引入新的视
角解读方程 (6), 并得到了随机P-分岔临界参数条
件的通用表达式. 根据该文方法, (6)式可以视为以
ps为分岔参数 y为状态变量的分岔方程, 则相应的
转迁集就是P-分岔的临界参数条件. 依据文献 [13]
中的结论, 系统的转迁集包括以下几种类型:

H = {R′ +RQ′ = 0,

R′′ + 2R′Q′ +RQ′′ +RQ
′2 = 0},

DL = {ps = R(yi, D, τ) exp(Q(yi, D, τ, ε)),

R′ +RQ′ = 0, i = 1, 2, y1 ̸= y2}

H代表PDF曲线峰值数目变化的条件, DL代表各

峰值相对高度发生逆转的条件. 绝大部分研究工
作仅关注峰值数目的变化, 因此下文也只给出转迁
集H的计算结果. 经计算可以得到系统发生随机
P-分岔的临界参数条件, 如下:

D =
(1 + 4τ2)

32
(128ε− 32α1y

2 + 16α2y
4

− 10α3y
6 + 7α4y

8), (7)

其中稳态响应幅值 y满足如下方程:

128y2(−16α1 + 16α2y
2

− 15α3y
4 + 14α4y

6) = 0. (8)

根据本文给定的参数值, 可以得到方程 (8)的四个
非负解为 y = 0, 0.976, 1.456, 1.655. 将所得 y的

取值代入方程 (7), 即可在 (ε,D)参数平面上得到 4

条平行线, 它们在D = 0轴上的截距依次为 ε = 0,
0.1367, 0.1148, 0.1188. 值得注意的是, 所得四组
(y, ε)的数值与确定性系统分岔图 (图 1 )中分岔点
的值是一致的. 下面利用上述结果来分析系统的随
机P-分岔现象.
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图 2 (网刊彩色) τ = 0时 P-分岔的临界条件, (b) 为 (a)
的局部放大图

图 2给出了色噪声相关时间为 τ = 0时系统在

(ε,D)参数平面内的转迁集曲线. 可以看出转迁
集曲线包括 4条平行线, 且这四条平行线把 (ε,D)

参数平面划分为 5个区域. 从每个区域中各取一
点 (ε,D), 依据 (6)式可得到对应的PDF曲线, 如
图 3所示. 图 3中蓝色星号线表示Monte Carlo数
值模拟得到的结果, 黑色实线为理论计算结果, 二
者符合较好, 说明随机平均法求解此系统的PDF
有较高的精度, 以此为基础进行奇异性分析是可
靠的.

奇异性理论指出, 当 (ε,D)在图 2中同一参数
区域取值时, PDF曲线拓扑结构不会发生本质的变
化. 也就是说图 3给出的结果代表了 (ε,D)变化时

系统可能出现的所有PDF曲线类型.
现在分析各类PDF曲线对应的系统稳态动力

学行为的特点. 当参数在 (ε,D) 参数平面中区域

1内选取时, 系统的稳态响应主要表现为幅值较
大的振动, PDF曲线在距离原点较远处有一个明
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显的峰值, 如图 3 (a)所示. 当参数在区域 2内选取
时, PDF 曲线虽然在距离原点较远处仍有明显峰
值, 但在原点处概率明显不为 0, 此时系统的稳态
响应存在类似于确定性系统中幅值为 0的响应, 如
图 3 (b)中所示. 当参数在区域3内选取时, PDF曲
线在原点以外还存在两个区分不明显的峰值, 系
统除了存在幅值为 0的稳态响应外, 也存在大幅振
动. 当参数在区域 4 内选取时, 系统的PDF曲线
(见图 3 (d))与图 3 (b)定性相同, 但是PDF曲线偏
离原点的峰值所对应的 y值要小于图 3 (b)中峰值
所对应的 y值, 这两种情况下系统稳态响应出现大
幅振动时振动幅值的大小有明显差别. 当参数在区
域 5内选取时, PDF曲线以 δ函数形式出现, 系统
的稳态响应幅值恒为 0, 系统响应类似确定性系统
中出现的稳定的平衡点, 这说明此时系统的随机性
已经完全被抑制.
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图 3 (网刊彩色)典型PDF曲线 (a) ε = 0.08, D = 0.4;
(b) ε = 0.16, D = 0.31; (c) ε = 0.236, D = 0.475;
(d) ε = 0.246, D = 0.475; (e) ε = 0.4, D = 0.4

综合上述分析, 图 2中任意相邻的两个参数
区域所对应的系统PDF曲线有本质的不同, 说明
(ε,D)参数的取值只要穿越图 2中任意一条直线,
系统都会发生随机P- 分岔, 因此转迁集曲线就是
随机P-分岔发生的临界参数条件. 这也验证了文
献 [13]提出的方法是正确的.

下面讨论 τ ̸= 0时的随机P分岔问题. 为此,
图 4给出了 τ = 0.5 时系统的转迁集计算结果, 相
应的PDF曲线与图 3中对应图形等价, 因受篇幅限
制此处省略; 图 5给出了转迁集曲线之斜率k随 τ

的变化情况.
先分析给定相关时间 τ时, D和 ε变化对系统

的影响 (参图 4 ). 保持噪声强度D不变, 阻尼系数
ε增加, 稳态响应中大幅振动出现的概率逐渐减小,
直至概率变为 0, 稳定在原点处; 不论D取何值, P-
分岔的序列都相同, PDF曲线类型依序从图 3 (a)
到图 3 (e). 保持 ε不变, 只要随机激励强度D的取

值超越某临界值, 响应PDF曲线都会变成图 3 (a)
中所示的形式, 系统大幅振动的概率随D的取值增

加而增加. 上述特点主要取决于系统转迁集曲线所
包含的四条平行线, 这与加性噪声激励的情况有显
著不同. 加性噪声激励下, 转迁集曲线在参数平面
内围成近似三角形区域, 只要D取值足够大, 就可
以抑制系统发生随机P-分岔 [10].

HH

H
H

图 4 (网刊彩色) τ = 0.5时转迁集曲线

40

30

20k

10

0

0 0.5 1.0 1.5
τ

k=↼⇁τ2↽

图 5 τ 变化对P-分岔的影响

再看相关时间 τ变化的影响. 从图 5可以看出,
转迁集直线的斜率随着相关时间 τ的增加而增大,
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因而, 保持 ε不变, 发生随机P-分岔所对应的噪声
强度D的临界值也随之增大. 换言之, 相关时间增
大, 可以减弱乘性噪声激励的影响. 特别地, 相关
时间 τ的增加会使得参数区域 5扩大, (ε,D)在此

参数区域内取值时, 系统的随机性是完全被抑制
的, 响应趋向于稳定的平衡点. 也就是说, 相关时
间的增加增强了系统平衡点的稳定性.

4 结 论

本文应用随机平均法和奇异性理论研究了乘

性色噪声作用下三稳态van der Pol-Duffing振子的
随机P-分岔问题, 得到以下结论:

1)利用确定性系统奇异性分析的理论可以得
到随机系统的转迁集, 转迁集曲线也就是系统发生
随机P-分岔的临界参数条件, 并且可用稳态响应幅
值的参数方程解析表示;

2)与加性噪声的影响一样, 乘性噪声激励和线
性阻尼系数同样可以导致系统发生随机P-分岔;

3)不同于加性噪声的影响, 在阻尼系数 ε和噪

声强度D平面上的得到的随机P-分岔发生的临界
参数条件为几条平行线, 并且这些平行线的斜率随
着色噪声相关时间的增加而增大;

4)乘性噪声激励的存在降低了系统平衡点的
稳定性, 但在其他参数不变的情况下, 相关时间的
增大有利于提高系统平衡点的稳定性.
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Stochastic P-bifurcations in tri-stable van der
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Abstract
This article aims at studying the stochastic P-bifurcation of tri-stable van der Pol-Duffing oscillator subjected to

multiplicative colored noise. First, the stationary probability density of amplitude is derived by using the stochastic
averaging method. Then the critical parameter conditions of stochastic P-bifurcation are obtained based on the singu-
larity theory. And the different types of stationary probability densities of amplitude are also obtained, which are in
good agreement with the results from Monte-Carlo numerical simulation. Based on these results, the effects of the noise
correlation time, noise intensity and linear damping coefficient on the P-bifurcation and the stable response behavior of
the system are studied.
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