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基于扩展型Duffing振子的局部放电信号
检测方法研究∗

曾喆昭† 周勇 胡凯

(长沙理工大学电气与信息工程学院, 长沙 410076)

( 2014年 8月 5日收到; 2014年 10月 31日收到修改稿 )

目前, 小波阈值去噪法、数字滤波法、傅里叶频域变换法等常用的微弱信号检测方法所能达到的最低检测
信噪比为−10 dB, 而双向环形耦合Duffing振子能达到的最低检测信噪比为−20 dB. 但是, 现场检测时常常
会出现更低信噪比的放电脉冲信号, 因此现有检测方法就很难满足信号检测的实际需求. 为了有效解决该难
题, 研究了一种扩展型Duffing振子的微弱脉冲信号检测的新方法. 该方法的主要思想是使用广义时间尺度变
换, 将Duffing振子模型变换为扩展型Duffing振子模型, 有效扩展了微弱信号的频率检测范围. 仿真结果表
明, 扩展型Duffing振子不仅具有良好的噪声免疫特性, 而且能有效检测到信噪比低至−40 dB的局部放电微
弱脉冲信号, 进一步扩展了现有Duffing振子微弱信号检测方法的检测范围和应用领域.

关键词: 扩展型Duffing振子, 微弱信号检测, 局部放电脉冲信号, 强噪声背景
PACS: 05.45.Xt DOI: 10.7498/aps.64.070505

1 引 言

微弱信号检测技术在生物医学、振动测量、通

信以及电力系统故障诊断等领域具有广泛的应

用背景, 一直是国内外学者研究的热点和难点问
题 [1−3], 并取得了大量研究成果 [4−7], 这些成果主
要体现在Duffing振子对不同类型的微弱周期信号
的检测性能以及对不同类型的噪声的抑制性能等

方面. 目前, 基于Duffing振子微弱信号检测方法普
遍使用单Duffing振子, 其检测原理是使用特定频
率的周期扰动使单Duffing振子产生共振来实现检
测, 因此只适合于微弱周期或准周期信号的检测,
而实际应用中涉及到大量非周期信号的检测, 特别
是强噪声背景中的非周期信号检测, 如激光脉冲信
号、超声脉冲回波信号、局部放电脉冲信号等非周

期信号的检测, 因而制约了Duffing振子检测方法
的进一步发展, 迫切需要研究Duffing振子对非周

期信号检测的机理和方法.
文献 [8]研究了Duffing振子对混沌序列的非

线性响应, 发现序列混沌程度越高Duffing振子的
相图越混沌, 并利用该规律来检测EEG信号, 从而
首次实现了非周期信号的Duffing振子检测方法;
文献 [9]在研究单向环行耦合Duffing振子动力学
行为特征时发现脉冲信号能激励耦合振子运动轨

迹间出现短暂瞬态同步突变现象, 利用该现象可
以快速检测出强噪声背景中的微弱脉冲信号; 文
献 [10]在单向环行耦合Duffing振子的基础上发现
双向环形耦合Duffing振子在一定参数条件下, 脉
冲信号同样能激发其中一个振子与其他振子运动

轨迹间出现瞬态同步突变现象, 而且双向环形耦合
Duffing振子抗噪声性能更强、检测更稳定. 但是,
从研究结果来看, 双向环形耦合Duffing振子与单
向环行耦合Duffing振子相比, 检测性能提高不是
很明显, 研究结果表明信噪比在−20 dB以上时具
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有较好的检测效果. 由于高压电气设备的局部放
电是反映高压电气设备绝缘性能的重要参数之一,
对局部放电进行早期监测, 能及时杜绝绝缘故障的
遗患, 保障电力系统的安全运行. 但是早期局部放
电是非常微弱的, 而且高压电气设备运行现场存在
大量噪声干扰, 因此, 局部放电检测的关键技术是
如何从强噪声背景中准确获取微弱放电脉冲信号.
由文献 [10]可知, 目前小波阈值去噪法、数字滤波
法、傅里叶频域变换法等常用的微弱信号检测方法

所能达到的最低检测信噪比为−10 dB; 而双向环
形耦合Duffing振子所能达到的最低检测信噪比为
−20 dB. 但是现场检测时常常会出现更低信噪比
的放电脉冲信号, 现有检测方法就很难满足信号检
测的实际需求了. 为了有效解决了该难题, 本文提
出了扩展型Duffing振子检测方法, 该方法仍然仅
利用一组确定的参数条件即可实现微弱脉冲信号

的检测, 而且检测精度高、噪声免疫功能强、计算
量小.

2 传统Duffing系统的混沌检测特性

众所周知, Holmes型Duffing系统方程为 [3,5]

ẍ+ kẋ− x+ x3 = A cosωt, (1)

其中 k是阻尼系数, −x + x3是非线性恢复力,
A cosωt为周期驱动力, 且A为激励幅值, ω为激

励频率. 由于方程中非线性项的存在, Duffing方程
(1)具有丰富的非线性动力学特性, 是研究混沌的
常用模型之一.

2.1 Duffing系统的敏感特性

混沌系统的特性之一是系统对初始状态的敏

感性, 即初始状态的微小变化会导致系统状态的
显著变化, 对于Duffing系统来说, 这一初始状态的
敏感性等价于对系统参数A的敏感性 [3]. 在方程
(1)中取参数k = 0.5, 初始状态x(0) = ẋ(0) = 0,
使用四阶Runge-Kutta方法进行求解, 计算步长为
0.1 s, 计算点数为N = 100000, 并由后 50000个点
绘出系统的相轨迹. 当系统受到幅度A = 0.8249

的周期力驱动时, 系统处于混沌状态, 如图 1 (a)所
示; 当系统受到幅度A = 0.8250的周期力驱动时,
系统则处于大尺度周期状态, 如图 1 (b)所示. 可以
看出, 系统参数A的微小变化就能够引起系统状态

的显著变化. 因此系统驱动力幅度A = 0.8249可

以认为是略小于系统由混沌状态向大尺度周期状

态转化的临界幅值Ad.
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图 1 混沌状态向大尺度周期状态的转化 (a) k = 0.5,
A = 0.8249, 混沌状态; (b) k = 0.5, A = 0.8250, 大尺
度周期状态

2.2 传统Duffing振子在微弱信号检测中
的局限性

尽管基于传统Duffing振子的检测方法可以检
测含有噪声的微弱周期或准周期信号, 但是还存在
以下四个方面的局限性:

2.2.1 临界幅值Ad的多变性

系统的临界幅值Ad的取值依赖于Duffing系
统的各参数条件, 即完全由系统参数k、初始状态

x(0), ẋ(0)、周期驱动力角频率以及Runge-Kutta法
的计算步长等因素共同决定, 上述任何一个因素发
生改变都会引起临界幅值Ad多变性.

2.2.2 临界幅值Ad的不确定性

在保持其他参数不变的情况下, 如果系统的周
期驱动频率不同,系统的临界幅值Ad也不同. 如果
待测信号的频率未知, 或者是一个广谱信号, 就难
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以确定系统的周期驱动频率, 从而难以确定系统的
临界幅值Ad.

2.2.3 不良的动态响应品质与检测效果

Duffing系统 (1)只有在小频率参数条件下具
有良好的动态特性和检测效果, 然而实际工程中很
难满足小频率成分的条件, 通常情况下, 实际信号
的频率可能是从直流到超高频的广谱信号, 在这种
宽频带条件下, 系统的动态响应特性恶化, 给信号
检测造成很大的困难和误差.

2.2.4 噪声免疫功能失效

在保持其他参数不变的情况下, 如果Runge-
Kutta法的计算步长 (即待测信号采样步长)发生
改变, 也会引起系统临界幅值Ad发生改变, 甚至会
使噪声免疫特性会明显变坏, 文献 [3]对该观点进
行了仿真验证.

上述四个局限性表明, 由于脉冲信号的广谱特
性, 使用Duffing振子难以实现局部放电脉冲信号
的有效检测.

3 扩展型Duffing振子的微弱信号检
测原理

3.1 扩展型Duffing振子模型

设方程 (1)中的ω = 1 rad/s, 并进行广义时间
尺度变换, 设 t = ω0τ , 则有

ẋ =
dx
dt =

1

ω0

dx
dτ ,

同理有

ẍ =
1

ω2
0

d2x

d2τ
,

将广义时间变量 τ换为 t, 代入方程 (1)并整理, 得

ẍ+ ω0kẋ+ ω2
0(−x+ x3) = ω2

0A cosω0t. (2)

由此可见, (1)式经广义时间尺度变换后得 (2)
式, 变换后方程的性质和 (1)式是完全一致的, 但是
激励频率已由原来的角频率 1 rad/s换成了角频率
ω0, 表明经过广义时间尺度变换后, 由原来激励角
频率ω = 1 rad/s的Duffing振子模型 (1)变成了任
意激励角频率为ω0的扩展型Duffing振子模型 (2),
因而获得了具有频率尺度变换的扩展型Duffing振
子. 由于变换不改变方程原有性质, 所以, 在所有
参数条件包括采样频率都相同的情况下, 变换后的

激励角频率为ω0的系统混沌阈值和原系统激励角

频率为1的阈值应该完全相同.

3.2 扩展型Duffing振子混沌特性分析

取参数 k = 0.5, 初始状态x(0) = ẋ(0) = 0,
使用四阶Runge-Kutta方法进行求解, 设计算步长
为Ts, 计算点数为N = 100000, 并由后 50000个点
绘出系统的相轨迹. 仿真分析中, 取采样频率为
fs = 105 Hz, 当系统激励角频率为 10000 rad/s时,
经过仿真计算可确定扩展型Duffing系统的临界混
沌幅值Ad = 0.825010、临界大尺度周期状态幅值

Ap = 0.825011. 临界混沌状态和大周期状态的相
轨迹如图 2所示.
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图 2 激励频率为 10000 rad/s时的临界混沌状态和大
周期状态相轨迹 (a) A = 0.825010, 混沌状态; (b)
A = 0.825011, 大尺度周期状态

由图 2可知, 扩展型Duffing振子具有良好的
动态品质, 有效避免了传统Duffing振子在大激励
角频率情况下引起动态品质变坏的问题, 也有效避
免了高频微弱信号检测误差大甚至无法检测的难

题. 从图 2还可以知道, 扩展型Duffing振子周期驱
动力幅值发生 10−6的微小变化, 就会引起系统状
态的巨大变化, 即从临界混沌状态到大尺度周期状
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态的变化. 正是该显著特性为微弱信号的检测奠定
了可靠的理论基础.

3.3 扩展型Duffing振子的微弱信号检
测原理

设x1 = x, x2 = ẋ = ẋ1, 代入方程 (2), 并
整理得

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −ω0kx2 + ω2
0(x1 − x3

1 +A cosω0t). (3)

保持其他参数条件不变, 在方程 (3)中取周期
驱动力临界幅值A = Ad, 将待测脉冲信号 s(t)与

含有噪声强度为D的Gauss白噪声信号n(t)的合

成信号 s(t) + n(t)作为周期驱动力的摄动输入到系

统 (3)中, 则方程 (3)变为方程 (4)所示的基于扩展
型Duffing振子的待测微弱脉冲信号检测系统:

ẋ1 =x2,

ẋ2 =− ω0kx2 + ω2
0(x1 − x3

1 +Ad cosω0t

+ s(t) + n(t)). (4)

信噪比定义如下:

SNR = 10 lg
(

a2

4D

)
, (5)

这里, a为待测脉冲信号的幅值, D是噪声强度.
由傅里叶变换可知, 宽度为 τ的单位脉冲信

号, 其频谱为F (jω) = τSa(ωτ/2). 其中抽样函数
Sa(x) = sinx/x, 主瓣带宽∆ω = 2π/τ , 在主瓣范
围内相位为 0. 由于脉冲信号是一个广谱信号, 其
频谱是从直流到超高频的连续谱, 如何实现微弱脉
冲信号的检测是一个具有挑战性的课题. 考虑到
局部放电信号是脉宽约为 300 µs的单极性脉冲信
号 [10], 为了保证有效采集到该脉冲信号, 取采样频
率为 fs = 105 Hz, 即采样间隔为Ts = 10 µs, 在一
个局部放电脉冲宽度内可以采集到约 30个样本数
据, 其频谱的主瓣带宽∆ω ≈ 20933 rad/s. 由于脉
冲信号的能量主要集中在主瓣范围内, 而且频谱幅
度随频率的增加而减小. 为了保证微弱信号检测
的有效性, 理论上待检测信号的频谱幅度应该大于
10−6. 如果在扩展型Duffing振子系统中, 系统周
期驱动力使用激励频率为 10000 rad/s来驱动, 则
在该频率点, 单位脉冲信号的频谱幅度为F (ω) =

3× 10−4Sa(104 × 3× 10−4/2) ≈ 1.995× 10−4. 很
显然, 如果幅值为a的脉冲信号, 在ω = 104 rad/s

的频率点, 其频谱幅度为F (ω) ≈ 1.995a × 10−4.
从理论上而言, 可检测到的局部放电脉冲信号的
最小幅值应该为a = 10−6/1.995 × 10−4 ≈ 0.005

V = 5 mV. 考虑到噪声的影响, 实际检测到的局部
放电脉冲信号的最小幅值应该大于 5 mV, 论文的
仿真结果也验证了该结论. 由于系统的激励角频
率ω0 = 10000 rad/s包含在待测微弱脉冲信号的
主瓣频带内, 因此待测微弱脉冲信号的频率分量与
系统周期激励信号同相叠加, 从而引起系统周期驱
动力幅值增加, 当且仅当驱动力幅值达到或超过相
应频率点的大尺度周期运动状态的临界幅值Ap时,
系统 (4)就会从临界混沌状态转化为大尺度周期状
态, 从而知晓待测微弱脉冲信号 s(t)的存在, 这就
是方程 (4)所示的扩展型Duffing振子待测微弱脉
冲信号 s(t)的检测原理.

3.4 扩 展 型Duffing振 子 噪 声 免 疫 特
性测试

方程 (4)中, 在不输入待测脉冲信号和噪声时,
系统处于混沌状态. 如果此时只输入强度为D的

Gauss白噪声信号n(t), 且 s(t) = 0时, 此时噪声免
疫特性测试系统变为

ẋ1 = x2,

ẋ2 = − ω0kx2 + ω2
0(x1 − x3

1

+Ad cosω0t+ n(t)). (6)

取ω0 = 10000 rad/s作为系统激励频率, 在保
证其他参数不变的情况下, 为了避免噪声的诱导作
用, 设置扩展型Duffing振子远离由混沌向大尺度
周期转变的敏感临界状态, 即将扩展型 Duffing 振

x1
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/
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0
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1.5

图 3 扩展型Duffing振子噪声免疫特性
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子周期驱动信号的幅值A设置为小于临界幅值

Ad多一些, 比如将方程 (6)的驱动信号幅值由
Ad = 0.825010改为Ad = 0.825001, 此时系统对
噪声的诱导影响具有一定的裕度. 当输入噪声强度
为D = 0.1的高强度Gauss白噪声时, 扩展型Duff-
ing系统仍然保持在混沌状态, 而且具有良好的动
态品质, 如图 3所示. 这表明扩展型Duffing振子具
有很强的噪声免疫特性.

4 仿真实验研究

下列仿真实验中, 取阻尼参数 k = 0.5, 初始
状态x(0) = ẋ(0) = 0, Gauss白噪声强度D = 0.1.
待测微弱脉冲信号 s(t)是脉宽约为 300 µs的单极
性脉冲信号 [10], 如图 4所示. 由图 4 (b)可知, 单个
局部放电脉冲信号完全淹没在强噪声背景中. 根
据采样频率 fs = 105 Hz确定计算步长Ts = 10−5

s, 使用四阶Runge-Kutta方法进行求解, 计算点数
为N = 100000, 并由后 50000个点绘出系统的相
轨迹.

仿真1 局部放电微弱脉冲信号检测试验

给定某激励频率为ω0 = 104 rad/s, 设采样频
率 fs = 105 Hz; 噪声强度D = 0.1. 考虑到噪声的
诱导作用, 并保证系统对噪声的诱导影响具有一定
的裕度, 在微弱信号检测系统 (4)中设置临界混沌
幅值Ad = 0.825001, 当没有输入待测微弱放电脉
冲信号时, 扩展型Duffing振子处于临界混沌状态,
如图 2 (a)所示. 表 2分别给出了待测局部放电脉
冲信号的幅值a和放电脉宽时间内的信噪比, 当分
别输入表 2所示不同幅值的待测微弱放电脉冲信
号到系统 (4)时, 扩展型Duffing振子的运动状态如
表 2所示. 由表 2可知, 信噪比低至−40.02 dB 时,
扩展型Duffing振子也能有效检测到微弱的局部放
电脉冲信号. 图 5是局部放电脉冲信号的部分检测
结果.

仿真实验结果表明, 扩展型Duffing振子不仅
显著提高了噪声的免疫性能, 而且显著提高了微弱
信号的检测精度, 在信噪比低至−40.02 dB时, 仍
然具有良好的局部放电微弱脉冲检测效果.
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图 4 放电脉冲信号 (a) 单个局部放电脉冲信号; (b) 加入噪声的放电脉冲信号
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图 5 局部放电微弱脉冲信号的部分检测结果 (a) a = 6.31 mV 时, 大尺度周期状态; (b) a = 6.30 mV时, 混沌状态
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表 2 局部放电微弱脉冲信号检测结果

局部放电微弱脉冲信号 s(t)幅值 a/mV

100.00 50.00 25.00 12.50 10.00 6.31 6.30

信噪比: SNR/dB

−16.02 −22.04 −28.06 −34.08 −36.02 −40.02 −40.03

测试结果: 振子状态

周期状态 周期状态 周期状态 周期状态 周期状态 周期状态 混沌状态

5 结 论

在Holmes型Duffing系统基础上, 通过广义时
间尺度变换构造了扩展型Duffing振子模型, 通过
仿真实验分析了该振子系统在高频激励频率时的

混沌特性和免疫特性, 验证了在高频激励频率的周
期驱动力下, 该振子不仅具有良好的动态特性, 而
且具有很强的噪声免疫性能; 确定了激励频率为
10000 rad/s时的临界混沌幅值Ad = 0.825010. 考
虑到实际噪声的诱导影响, 为了保证检测系统对噪
声的诱导作用具有一定的裕度, 在微弱信号检测
系统中设置临界混沌幅值Ad = 0.825001. 由文献
[10]可知, 小波阈值去噪法、数字滤波法、傅里叶
频域变换法等常用的微弱信号检测方法所能达到

的最低检测信噪比为−10 dB; 尽管双向环形耦合
Duffing振子有效提高了噪声免疫性能, 在信噪比
低至−20 dB以上时, 仍具有较好的检测效果, 但
是现场检测时常常会出现更低信噪比的放电脉冲

信号, 现有检测方法就很难满足信号检测的实际需
求了. 本文方法有效解决了该难题, 仿真结果表明,
该方法在信噪比低至−40.02 dB时仍然具有良好
的检测结果. 本文方法进一步扩展了现有Duffing
振子微弱信号检测方法的检测范围和应用领域.
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Study on partial discharge signals detection by extended
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Abstract
At present, commonly used methods of weak signal detection such as the wavelet threshold denoising method,

digital filtering method, the Fourier frequency domain transformation etc. can achieve the lowest detection of signal-
to-noise ratio (SNR) of −10 dB, and the bidirectional ring coupled Duffing oscillator can reach the lowest detected
SNR of −20 dB. But the discharge pulse signal with a lower SNR often appears in on-site testing, so the existing
detection methods are difficult to meet the practical requirements of weak signal detection. In order to effectively solve
the problem, a new method for weak pulse signal detection is proposed based on an extended-Duffing oscillator. The
main idea of this method is to make the Duffing oscillator model transform to an extended-Duffing oscillator model by
using the general time scale transformation. This approach can effectively expand the frequency detection range for
weak signal detection. In addition, because the critical amplitude of the Duffing system depends on various parameters,
such as system parameters, initial values, driving signal frequency, and calculation step of Runge - Kutta method etc..
However, the Melnikov method is an approximate analytical method, which does not take into account the factors
such as initial values and calculation step, therefore, the Melnikov method is not suitable for numerical simulations,
and lack of practicality. For this, the critical amplitude of chaos with high accuracy is determined only through the
simulation experiment. Experimental results show that the critical amplitude is equal to 0.825010 when the incentive
angular frequency of the extended-Duffing oscillator equals 10000 rad/s, and the extended-Duffing oscillator changes
from the critical chaotic state to the large scale cycle state for small changes (10−6) of the driving amplitude. The
simulation results show that the extended-Duffing oscillator not only has a good noise immunity performance, but also
can effectively detect weak partial discharge pulse signal so that the signal-to-noise ratio can be lower than −40 dB. This
method further expands the detection range and application fields of weak signals.

Keywords: extended Duffing oscillator, weak signal detection, partial discharge pulse signal, strong
background noise
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