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具有时滞反馈的非对称双稳系统中的振动

共振研究∗

杨秀妮 杨云峰†

(西安科技大学理学院, 西安 710054)

( 2014年 10月 16日收到; 2015年 1月 7日收到修改稿 )

研究了具有时滞反馈的非对称双稳系统中的振动共振现象. 在绝热近似条件下, 应用快慢变量分离法得
到系统响应振幅的解析表达式Q, 分析了时滞参数α和不对称参数 r对振动共振现象的影响. 结果表明: 在
Q-α平台上, α可以诱导响应幅值的极大值以输入高频信号和低频信号的周期出现. 不对称参数并不影响共
振发生的位置, 但是能够增强响应幅值. 在Q-B (B为高频信号振幅)平台上, 共振发生的位置BVR随着α

呈现两种不同的周期关系, 且周期分别为输入高频信号和低频信号的周期. 在Q-Ω (Ω高频信号频率)平台
上, 随着时滞参数的增大, 当B较小时, 在Ω的小值区间内, Q呈现出多重共振现象, 在Ω的大值区间, Q趋
于定值.

关键词: 时滞, 非对称双稳系统, 振动共振
PACS: 05.45.–a, 05.90.+m DOI: 10.7498/aps.64.070507

1 引 言

近年来, 非线性系统中的振动共振现象引起了
广泛的关注. 振动共振是指非线性系统在高频信
号与低频信号的激励下, 其响应在低频信号频率处
的幅值随加入高频信号幅值或者高频信号的频率

的变化呈现非线性关系 (曲线呈现倒钟形). 振动
共振定义最早由Landa和McClintock根据数值结
果给出 [1], Gitterman紧接着用解析法 [2]给出了振

动共振相关原理的证明. 随后相关实验 [3−7]也证

实了振动共振的存在. 振动共振与随机共振非常
类似, 其区别为驱动力不同, 振动共振的驱动力为
高频信号, 随机共振的驱动力为噪声. 由于高频信
号是确定的, 非常便于控制. 因此, 振动共振在物
理学, 工程学, 生物学等学科都有广泛的应用. 目
前, 许多学者从理论, 数值和实验方面对一些非线
性动力学系统中的振动共振现象进行了研究. 例
如, 双稳系统 [1,2,7,8], 多稳系统 [9−11], Duffing振子

系统 [12−14], 五次方振子系统 [15−17], 六次方振子系
统 [18],神经网络动力系统 [19−21],基因调控网络 [22]

等等. 此外, 振动共振现象也被应用生态领域 [23].
时滞普遍存在于自然界的许多系统中, 它能

够更加真实的反映自然界中许多系统的特征. 在
很多的情形下, 时滞反映了通过系统输运有关的
物质, 能量, 信息的转输时间, 振幅的有限转换速
度, 有限反应时间, 记忆效应等等. 时滞能够在非
线性动力学系统中诱发很多有趣的现象. 例如: 振
幅死亡 [24], 重入现象 [25], 基因开关的转换 [26]等

等. 然而, 时滞对振动共振的研究刚刚开始, 大
部分研究依赖于数值模拟. 杨建华等首先应用数
值模拟的方法研究了耦合和非耦合双稳系统的

振动共振,发现了多重共振现象, 响应幅值分别以
高频信号周期和低频信号周期出现 [11,27,28]. 随
后, 时滞对振动共振的研究被关注. 时滞对分立
神经元系统 [29], 多稳系统 [30], 基因转换系统 [31],
FitzHugh–Nagumo系统的振动共振的影响 [32] 等
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大量工作已经被完成, 很多有意义的现象被发现.
然而, 值得注意的是这些研究结果都是基于数值
模拟的基础上完成的. 最近, 文献 [33]从理论角度
系统研究了具有时滞反馈的Duffing振子中的振
动共振. 但是对应的势函数是对称势阱. 众所周
知, 不对称势阱在自然界广泛存在, 系统的不对
称性对系统的动力学性质产生影响, 可以诱导很
多有意义的现象. 例如: 在不对称随机双稳系统
中, 不对称性可以加速粒子从右势阱逃离, 而阻止
粒子从左势阱逃离 [34]. 不对称性的增加可以弱化
系统的随机共振 [35]. 带有不同势函数的不对称过
阻尼双稳系统中的振动共振现象已经被研究. 势
阱形式有V (x) = −(1/2)αx2 + (1/4)βx4 − γx [6],
V (x) = 4(x − x3) + ∆ [36]和V (x) = (1/2)ω2

0x
2 +

(1/3)αx3 + (1/4)βx4 [37]. 然而, 时滞对不对称双稳
系统中的振动共振还没有被很好的研究. 由于不对
称性的改变会导致系统势阱形状的变化, 改变势阱
的深度和最小值的位置, 因此时滞对不对称双稳系
统中的振动共振的影响值得探索.

基于以上考虑, 本文以文献 [6]的模型为基础,
将线性时滞反馈引入该模型, 研究了时滞对非对称
双稳系统的振动共振现象. 在绝热近似下, 应用分
离快慢变量的方法, 得到了非对称双稳系统中振动
共振的响应幅值的解析表达式. 根据解析表达式,
讨论了时滞和不对称性对响应幅值位置的影响.

2 振动共振

本文研究的模型是由低频信号A cos(ωt)和高
频信号B cos(Ωt)激励的具有时滞反馈非对称双稳

系统. 其运动方程如下:
dx
dt = x(t− α)− x3 − r +A cos(ωt)

+B cos(Ωt), (1)

其中α为延迟时间, r为不对称参数. A cos(ωt)为
低频信号, A为低频信号振幅, ω为低频信号的频
率. B cos(Ωt)为高频信号, B为高频信号振幅, Ω
为高频信号的频率. 且满足A ≪ 1和Ω ≫ ω.

在不考虑延迟和信号激励的情况下, 由方程
(1)可知该系统的确定性势函数为

V (x) = −x2

2
+

x4

4
+ rx, (2)

V (x)代表一个非对称双稳势阱. 通过求解V ′(x) =

0, 在 0 < r < 2
√
3/9 可得系统的两个稳态解和一

个不稳态解,

x+ =
2
√
3

3
cos

(
1

3
arccos

(
3
√
3

2
r

))
,

x− =
2
√
3

3
cos

(
1

3
arccos

(
3
√
3

2
r

)
+

2π

3

)
,

xu =
2
√
3

3
cos

(
1

3
arccos

(
3
√
3

2
r

)
− 2π

3

)
. (3)

这里x±为两个稳态解, xu为不稳态解. 不对
称参数 r取不同值时, 势函数V (x)作为x的函数如

图 1所示. 从图 1可以看出随着 r的增加, 左边的势
阱下降,右边的势阱上升, 当 r > 2

√
3/9时, 右边的

势阱消失.

0

0

1.0

1.0

2.0

3.0

-1.0

-1.0

2.0-2.0

x

r/ 
r/⊲
r/⊲
r/⊲

V
↼x

↽

图 1 V (x)作为 x的函数,不对称参数 r为 0, 0.2,
0.385, 0.6

由于Ω ≫ ω, 因此低频信号A cos(ωt)的周
期 2π/ω远远大于和高频信号B cos(Ωt)的周期

2π/Ω, 低频信号A cos(ωt) 和高频信号B cos(Ωt)

具有不同的时间标度. 基于以上考虑, 可假设该
运动包含一个周期为 2π/Ω的快运动Ψ(t)和一个

周期为 2π/ω的慢运动X(t). 应用快慢分离变量
法 [2,23] 可以消去方程 (1)中的快变量. 设方程 (1)
的解x(t)表示为

x(t) = X(t) + Ψ(t). (4)

将方程 (4)代入到方程 (1), 有

Ẋ + Ψ̇

= X(t− α) + Ψ(t− α)−X3

− 3X2Ψ − 3XΨ2 − Ψ3 − r +A cos(ωt)

+B cos(Ωt). (5)

这里
1

T

∫ T

0

Ψ(t)dt = 0,
(
T =

2π

Ω

)
. 对方程 (5)两

边在周期T内做时间平均, 得到

Ẋ = X(t− α)−X3 − 3XΨ2 − Ψ3

− r +A cos(ωt), (6)
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这里Ψk =
1

T

∫ T

0

Ψk(t)dt, k = 1, 2, 3, · · · , 方程

(5)减去方程 (6)得到

Ψ̇ = Ψ(t− α)− 3X2Ψ − 3X(Ψ2 − Ψ2)

− (Ψ3 − Ψ3) +B cos(Ωt). (7)

考虑Ψ是变化非常快的运动, 所以假设 Ψ̇ ≫
Ψ , Ψ2, Ψ3. 因此可以忽略掉方程 (7)中的非线性项,
方程 (7)可以近似为

Ψ̇ = Ψ(t− α) +B cos(Ωt). (8)

当 t → ∞时, 方程 (8)的解为

Ψ =
B

µ
cos(Ωt+ Φ), (9)

其中

µ2 = (− cos(Ωα))2 + (−Ω − sin(Ωα))2 (10)

和

Φ = tan−1

(
−Ω − sin(Ωα)

− cos(Ωα)

)
. (11)

当Ω足够大时, 可以对方程 (10)进一步简化, 这里
为了提高解析解的精确度, 我们保留这些项. 则 µ

为时滞参数 α 的周期函数, 且周期为 2π/Ω. 根据

方程 (9)可以得到Ψ2 =
B2

2µ2
, Ψ3 = 0. 则方程 (6)

变为

Ẋ = X(t− α)−X3 − CX − r +A cos(ωt), (12)

其中C =
3B2

2µ2
. 方程 (12)的有效势函数为

Veff(X) = −(1− C)X2

2
+

X4

4
+ rX. (13)

0

0

1.0 1.50.5

0.1

0.2

-0.5

-0.3

-0.2

-0.1

-1.0-1.5

x

V
e
ff
↼x

↽

r/ 
r/⊲
r/⊲

图 2 有效势函数 Veff(X) 随着 r = 0, 0.1, 0.2的变化关
系.其他参数为B = 2, Ω = 5, α = 1

图 2为Veff(X)随 r的变化关系. 这里我们关心
的是双稳情形. 比较方程 (13)和方程 (2), 两者的形

式非常相似. 为了保证双稳形式, 方程 (13)中的高
频信号振幅B, 不对称参数 r, 高频信号频率Ω, 时
滞参数α必须满足 r < rc, 这里

rc =
2

9

√
3(1− C)3

=
2

9

√
3

×
[
1− 3B2

2((cos(Ωα))2 + (Ω + sin(Ωα))2)

]3/2
.

(14)

当A = 0, r < rc 时, 方程 (12)的有三个平
衡点,

X+ =
2
√
3(1− C)

3

× cos
[
1

3
arccos

(
− 3

√
3r

2(1− C)3/2

)]
,

X− =
2
√
3(1− C)

3

× cos
[
1

3
arccos

(
− 3

√
3r

2(1− C)3/2

)
+

2π

3

]
,

Xu =
2
√
3(1− C)

3

× cos
[
1

3
arccos

(
− 3

√
3r

2(1− C)3/2

)
− 2π

3

]
.

(15)

而慢振荡发生在平衡点Xs = X±. 假设系统围绕
Xs做小幅度的周期运动. 我们令Y = X −Xs, 代
入到方程 (12), 可以得到

Ẏ = Y (t− α)− ω2
rY − 3XsY

2 − Y 3

+A cos(ωt), (16)

其中

ω2
r = C + 3X2

s , (17)

Y 为慢运动X偏离平衡点Xs的程度, 一般很小.
同时慢运动X与低频信号A cos(ωt)有关. 所以在
A ≪ 1和Y ≪ 1的条件下抛掉高阶项, 得到

Ẏ = Y (t− α)− ω2
rY +A cos(ωt). (18)

当 t → ∞时, 方程 (18)的解为

Y (t) = AL cos(ωt+ ϕ), (19)

其中

AL =
A√

(ω2
r − cos(ωα))2 + (−ω − sin(ωα))2

,

(20)
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ϕ = tan−1

(
−ω − sin(ωα)
ω2

r − cos(ωα)

)
. (21)

一般用响应幅值来衡量低频信号通过非线性

系统后被放大的倍数, 响应幅值的定义为

Q =
AL
A

=
1√

(ω2
r − cos(ωα))2 + (−ω − sin(ωα))2

. (22)

从方程 (22)可以看出响应幅值Q是关于时滞

参数α的周期函数. Q表达式中的ω2
r 为时滞参数α

的周期函数, 周期为 2π

Ω
.

0

2

4

6

Q

8

10

12

14

0 50 100

α

2p/ω

2p/ω

2p/ω

αVR1 αVR2
αVR3

150 200

图 3 响应幅值Q作为时滞参数α的函数, 时滞参数取值
较大 (α > 2π/ω) (其他参数为: Ω = 5, B = 2, ω = 0.1,
r = 0.19)

3 讨 论

根据响应幅值Q的表达式 (方程 (22)), 可以讨
论高频振幅B, 时滞参数α, 不对称参数 r和高频信

号频率 Ω对响应幅值的影响. 在下面的讨论中我
们令Xs = X+.

首先我们讨论非对称参数 r和时滞参数α的

影响. 图 3给出了时滞时间较长 (α > 2π/ω)时,
响应幅值 Q作为时滞参数α的函数, 从图中可
以看出, Q(α)函数中出现极大值Qm的位置呈现

出等间隔分布, 且周期为 2π/ω. 按照图 3给定
的参数, 在αVR1 = 61.24903, αVR2 = 124.06157,
αVR3 = 186.89044处Q达到极大值Qm, 我们发现
αVR3 − αVR2 ≈ αVR2 − αVR1 ≈ 2π/ω = 62.8.
图 4给出了时滞时间较小 (α ∈ [0, 2π/ω])时, 响应
幅值Q作为时滞参数α的函数, 从图 4 中可以看
出, Q(α)函数中出现极大值Qm的位置呈现出等

间隔分布, 但是周期为 2π/Ω. 按照图 4给出的参
数, αVR3 −αVR2 ≈ αVR2 −αVR1 ≈ 2π/Ω = 1.256.
此外, 非对称参数 r的影响也被呈现在图 4中. 随

着 r的增大, Qm对应的αVR的位置并不受影响, 这
也就是说 r不会改变Q随α变化的周期性. 但是观
察图 4的纵坐标, 发现随着 r 的增大, 相同位置处
的Qm增大. 图 5给出图 4中αVR1对应的Qm随着

r的变化情况, 从图中清楚的看到, 当 r > 0.175时

Qm随着 r快速增大. Q的表达式 (22)中与 r相关

项只有ω2
r . 而ω2

r 中只有 Xs = X+与 r有关. 从
图 2中可以看出, 随着 r的增大, Xs向左移变小. 这
样ω2

r 变小, 从而Q变大.

Q

1.6

2.0

0.4

0.8

1.2

0 1 2 3 4

α

2p/Ω 2p/Ω

αVR1 αVR2 αVR3

图 4 响应幅值Q作为时滞参数 α的函数, 时滞参数取
值较小 (α ∈ [0, 2π/ω]) (其他参数为:Ω = 5, B = 2,
ω = 0.1, r = 0, 0.1, 0.15)

0
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Q
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1
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图 5 响应幅值Q的极大值Qm作为非对称参数 r的函数

(参数为:Ω = 5, B = 2, ω = 0.1, α = 0.94)

由响应幅值Q的理论表达式 (方程 (22))可以
确定共振发生的位置. Q依赖高频信号振幅B, 高
频信号频率 Ω, 时滞参数α和不对称参数 r. 方程
(22)可以改写为

Q = 1/
√
S, (23)

其中

S = (ω2
r − cos(ωα))2 + (−ω − sin(ωα))2. (24)

ωr是系统的自然共振频率, 与低频信号振幅A和频

率ω无关, 是高频信号振幅B, 高频信号频率 Ω, 时
滞参数α和不对称参数 r的函数. 当ωr 随着这些参

数变化达到极小时, 函数S达到极小值, Q取得极
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大值. 因此S的一个极小值代表一个共振峰. 因此
能通过寻找S的极小值确定共振发生的位置. 当α

发生变化时, 共振发生的条件由下式给出:

dS
dα = 2ω2

r (2ωrωrα + ω sin(ωα))

+ 2(ω2 − 2ωrωrα) cos(ωα)

= 0, (25)
d2S

dα2
>0. (26)

ωr由方程 (17)给出, ωrα =
dωr
dα . 通过求解方程

(25)可以得到S取极值的位置, 要为极小值 (共振
发生位置, 记为αVR), 还必须满足方程 (26). 但是
从上列方程无法直接得到αVR的解析解. 为了显
示αVR与 r的关系, 可以通过隐函数作图, 从数值
的角度考察, 其结果如图 6和图 7所示.

图 6给出了时滞时间较长 (α > 2π/ω) 时, 共
振发生的位置αVR与非对称参数 r之间的关系, 参
数取值与图 3相同. 从图上可以看出, αVR的值随 r

的增大并不发生变化, 呈现出一条水平线, 这表明 r

不改变Q随α变化的周期性. 同时, 图像纵坐标的
值也近似等于图 3中发生共振的α 的值, 相邻两者
之间的差近似为 2π/ω. 这也验证了图 3中观测到
的在时滞时间较长 (α > 2π/ω)时Q表现出 2π/ω

周期性的正确性. 这里要强调的是图 6只画出了α

的极小值点, 极大值点根据方程 (26)已被剔除.

0

0
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123.39292

186.35362

40

80

120

160

200

0.05 0.10

r
0.15 0.20

α
V
R

2p/ω

2p/ω

2p/ω

图 6 时滞参数较大 (α > 2π/ω) 时, 共振发生的位置
αVR与非对称参数 r之间的关系 (其他参数为: Ω = 5,
B = 2, ω = 0.1)

图 7给出了时滞时间较短 (α ∈ [0, 2π/Ω])内,
α的极值点与非对称参数 r之间的关系, 参数取值
与图 4相同. 图中的点线代表极小值点 (共振发生
位置, 记为αVR), αVR1, αVR2和αVR3与图 4中的
值相同. αVR的值随 r的增大并不发生变化, 呈现

出一条水平线, 也就是说 r不改变Q随α变化的周

期. 相邻两个极小值点之间的差值恰好为 2π/Ω.
这也从理论上说明 Q(α)在α ∈ [0, 2π/Ω]内随着

α呈现出 2π/Ω的周期. 图中的实线对应的纵坐标
为S的极大值点, 线 1, 线2 和线 3之间的间距也为
2π/Ω.
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α=3.44642

α=0.93469
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2p/Ω
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图 7 时滞参数较小时 (α ∈ [0, 2π/Ω]), α的极值点与非
对称参数 r之间的关系 (参数为: Ω = 5, B = 2, ω = 0.1)

进一步, 我们将讨论高频振幅B和高频信号频

率Ω对振动共振的影响. 从上面的结果可知, 不对
称参数并不影响共振发生的位置, 只是影响共振的
强度. 这里我们关心的是共振发生的位置. 因此在
下面的讨论中设 r = 0. 此时, 系统变为一个对称双
稳系统. 文献 [27, 28]已经从数值模拟的角度给出
时滞参数可以诱导具有两种不同周期的振动共振．

下面我们将从理论的角度进行分析验证.

2
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4

4

αΒ
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6

6

8

8

8

10

10

Q

图 8 响应幅值Q作为α和B的函数 (参数为: Ω = 5,
r = 0, ω = 0.1)

图 8为 r = 0时响应幅值Q作为α和B的函

数. 从图中可以看出, 对固定的B 值, Q随着α的

增加出现周期振动共振现象, 且Q的极大值Qm以

周期 2π/Ω出现, 这与图 4给出的结论一致. 对固
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定的α, Q随着B的增加也出现峰值, 意味着共振
发生. 共振发生的位置BVR (Qm对应的B值)随
着α的增加, 呈现出周期性 (看图 8顶部的映射图).
图 9为 r = 0时响应幅值Q作为α和Ω的函数. 同
样, 我们看到对固定的Ω, Q随着α的增加出现周

期振动共振现象. 对固定的α值, Q随着Ω的增加

也呈现出共振现象, 但是Qm并不出现周期. 而且
随着α的增大, Qm的个数逐渐增加, 也就是共振峰
增多 (多重共振), Qm对应的ΩVR逐渐移向Ω的小

值处 (看图 9顶部的映射图).

0
0

2

2

4 4Ω
α

6

6

8

10

1

2

3

4

Q

图 9 响应幅值Q作为α和Ω的函数 (参数为: B = 2,
r = 0, ω = 0.1)

当B发生变化时, 同样能通过寻找S的极小

值确定共振发生的位置. 共振发生的条件由下式
给出:

dS
dB =

12g

µ2

(
− 3g2

µ2
+ 3− cos(ωα)

)
= 0, (27)

d2S

dB2
>0. (28)

由方程 (27)可以得到S极值对应B的位置的表

达式为

B =
1

3

√
9µ2 − 3 cos(ωα)µ2, (29)

其中µ2由方程 (10)给出. 根据方程 (28) 剔除
掉极大值点, 就可以得到共振发生对应的振
幅的值 BVR. 当其他参数给定时, BVR与α的

关系如图 10所示. 图 10 (a)画出的是α较大时

(α > 2π/ω)的情况, 我们发现BVR呈现出 2π/ω的

周期性. 图 10 (b)为 (a)的局部放大图, 即α取值较

小 (α ∈ [0, 2π/ω])时的情况, BVR呈现出 2π/Ω的

周期性. 文献 [27]中的图 2 (b)仅仅数值上给出了
BVR与α呈现出周期性, 但并未给出周期的大小.
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图 10 (a) BVR作为时滞参数α的函数 (参数为: Ω = 5,
r = 0, ω = 0.1); (b) (a)图的局部放大

当Ω发生变化时, 共振发生的条件由下式
给出:

dS
dΩ =

6B2

µ4

[
− 3B2

µ2
+ 3− cos(ωα)

]
[−2 cos(Ωα)

× sin(Ωα)α+ 2(Ω + sin(Ωα))]

× [1 + cos(Ωα)α]

= 0, (30)
d2S

dΩ2
>0. (31)

由于无法从方程 (30)给出Ω的具体解析表达式, 我
们采用隐函数作图的方式, 从数值上给出了 ΩVR

和α之间的关系, 如图 11所示. 从图 11 可以看出,
随着α的增大, ΩVR的值逐渐减小, 这说明峰值对
应的ΩVR向Ω的小值移动. 同时在区间α ∈ [0, 1],
ΩVR只有一个值, 对应Q-Ω平台上只有一个峰值.
类似在区间 [1, 2]有两个值, 对应 Q-Ω平台上只有
两个峰值, 其他区间类似. 所以, 随着α 的增大, 在
Q-Ω平台上出现多个峰值, 即多重振动共振. 从Q

的表达式 (22)中可知, 只有

ω2
r = 3− 3B2

(cos(Ωα))2 + (Ω + sin(Ωα))2

与Ω有关系, 当 Ω作为变量时, ω2
r 的周期为 2π/α,

且随着α增大而减小. 在同样的 Ω区间, ω2
r 的最小
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值增多, 则Q 出现多个峰值. 要强调一点, 这种多
重共振只是出现在 Ω 和B相对较小的范围内, 这
是因为当Ω非常大而B较小时, ω2

r ≈ 3. 则

Q ≈ 1√
(3− cos(ωα))2 + (−ω − sin(ωα))2

.

对固定的α, ω, Q趋于一个定值. 这与文献 [27]中
图 7的结论是一致的.

Ω
V
R

0

0

1.0

1.0

2.0

2.0

3.0

3.0

4.0

4.0

5.0

α

图 11 ΩVR作为 α的函数 (参数为: B = 2, r = 0,
ω = 0.1)

4 结 论

本文应用快慢变量分离分离法研究了具有时

滞反馈的非对称双稳系统的振动共振现象, 得到了
系统对低频信号的响应幅值Q的解析表达式. 主
要分析了时滞参数α, 非对称参数 r对振动共振的

影响. 主要结果为: 时滞参数可以诱导响应幅值Q

呈现两种不同的周期关系, 且周期分别为输入高频
信号和低频信号的周期. 不对称参数 r并不影响共

振发生的位置 αVR. 但是能够增强响应幅值Q. 当
r = 0时, 响应幅值Q随着α也呈现两种不同的周

期关系, 且周期分别为输入高频信号和低频信号的
周期. 但是在Q-B平台上, Q随B仅仅呈现出单振

动共振, 有意思的是共振发生的位置BVR随着α也

呈现两种不同的周期关系, 且周期分别为输入高频
信号和低频信号的周期. 在 Q-Ω平台上, 当B和

Ω相对较小时, 随着α的增大, 在相同的Ω区间内

Q呈现出多重共振现象. 对于较大的Ω和较小的B

值, 当其他参数固定时, Q趋于一个确定的值.
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Abstract
Vibrational resonance is a resonant dynamics induced by a high-frequency periodic force at the low-frequency of

the input periodic signal, and the input periodic signal is enhanced by a high-frequency signal. In this paper, a linear
time-delayed feedback bistable system with an asymmetric double-well potential driven by both low-frequency and high-
frequency periodic forces is constructed. Based on this model, the vibrational resonance phenomenon is investigated.
Making use of the method of separating slow motion from fast motion under the conditions of Ω ≫ ω (Ω is the frequency
of the high-frequency signal and ω is the one of the low-frequency signal), equivalent equations to the slow motion and
the fast motion are obtained. Neglecting the nonlinear factors, the analytical expression of the response amplitude Q can
be obtained, and the effects of the time-delay parameter α and the asymmetric parameter r on the vibrational resonance
are discussed in detail. Moreover, the locations at which the vibrational resonance occurs, are obtained by means of
solving the condition for a resonance to occur. A major consequence of time-delayed feedback is that it gives rise to a
periodic or quasiperiodic pattern of vibrational resonance profile with respect to the time-delayed parameter, i.e. in Q-α
plot, α can induce the Q which is periodic with the periods of the high-frequency signal and the low-frequency signal.
The locations at which the vibrational resonance occurs are not changed by the asymmetric parameter r. However,
the resonance amplitude is enhanced with increasing r. Specifically, the resonance amplitude is greatly enhanced when
r > 0.15. On the other hand, in the symmetric case (r = 0), BVR at which the vibrational resonance occurs is periodic
with the periods of high-frequency signal and low-frequency signal as α increases, which is shown in BVR-α (B is the
amplitude of the high-frequency signal) plot. In Q-Ω plot, Q is presented by multi-resonance at the small values of B and
Ω, but Q tends to a fixed value at the small values of B and the large values of Ω. We believe that the above theoretical
observations will stimulate the experimental study of vibrational resonance in nonlinear oscillators and electronic circuits
with time-delayed feedback.
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