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基于Gabor框架的窄脉冲信号采样及重构效果已经得到验证, 其解决了有限新息率 (finite rate of
innovation, FRI)采样方法无法在波形未知的情况下重构出脉冲波形的问题.但是目前的Gabor框架采样系
统的窗函数构造复杂且难以物理实现.本文将指数再生窗函数引入Gabor框架, 将窗函数序列调制部分简化
为一阶巴特沃斯模拟滤波器, 构造了Gabor系数重构所需要的压缩感知 (compressed sensing, CS)测量矩阵.
为了使得测量矩阵满足信号精确重构所需的约束等距特性 (restricted isometry property, RIP), 根据高阶指
数样条函数能量聚集特性, 选择了最优的窗函数支撑宽度, 推导了信号重构所需的约束条件, 还对其鲁棒性进
行了分析.本文通过仿真实验对上述分析进行了有效验证, 该系统可应用于测试仪器、状态监测、雷达及通信
领域等多种背景下的窄脉冲信号采样与重构.

关键词: Gabor框架, 指数再生窗函数, 欠采样, 压缩感知
PACS: 07.05.Hd, 07.05.Kf, 07.50.Qx, 84.40.Ua DOI: 10.7498/aps.64.070701

1 引 言

近年来数字信号处理技术飞速发展, 传统电路
系统中越来越多模拟电路完成的功能都可以通过

数字电路实现, 信号采样技术作为模拟系统与数字
世界的纽带, 对电子技术水平的提高起着决定性的
作用. 欠Nyquist采样技术是近年来国内外研究的
热点, 在核磁共振 [1,2]、频谱感知 [3]、雷达 [4,5]及通

信 [6]领域具有广泛的需求. 压缩感知理论的发展
促使稀疏信号可以通过相比传统欠Nyquist采样更
加简单、低成本的电路实现.

目前, 稀疏信号欠奈奎斯特采样方法主要有
两大类. 第一类是针对频域稀疏的多带信号或谐
波信号采样, 其首先利用调制宽带转换器 (mod-
ulated wideband converter, MWC)或随机解调器
(random demodulator, RD)对信号在频域进行平

移变换或伸缩变换, 获得稀疏的频域信息, 再通过
子空间探测和插值对原始信号波形进行重构 [7,8].
第二类是针对时域稀疏的FRI信号采样, 其主要是
通过选择合适的采样核函数滤波器, 对波形已知的
时域稀疏信号进行傅里叶变换, 获取傅里叶系数,
再通过零化滤波等方法对原始信号中脉冲的幅度

和延迟信息进行探测, 最终代入信号函数模型对信
号进行恢复 [9,10]. 但是这两种方法都不能同时兼顾
信号的时域和频域信息, 对于时域和频域结构都未
知的波形无法完成采样和重构. 文献 [11]提出了利
用Gabor框架对信号进行变换, 获得信号的时频系
数, 再通过子空间探测和Gabor反变换对信号进行
重构. 此种方法克服了上面两种方法的不足, 在理
论上针对时域稀疏的窄脉冲信号证明具有好的效

果. 但是文献讨论的分段样条曲线和B样条曲线窗
函数在现实中构建滤波器时极其复杂, 仅具有理论
意义. 在测量矩阵设计方面, 文献 [11]采用伯努利
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矩阵, 虽然随机矩阵能产生尺寸接近最优的RIP矩
阵, 但确定性RIP矩阵更利于物理设计, 并且从构
造解码算法角度来看, 确定性矩阵利于降低内存和
设计快速的恢复算法. 同时, 文献 [11]为了简化系
统, 构建的Gabor框架为临界抽样或过抽样框架,
此类框架鲁棒性较差, 当采样通道中存在噪声或失
配时获得的采样结果很难的到矫正.

指数样条窗函数不但满足Gabor框架中时域
紧支撑的要求 [12], 而且其指数再生特性使得构建
的采样核函数滤波器更加简单. 同时, 利用指数再
生系数构建的测量矩阵为确定性矩阵, 具有比确定
性傅里叶矩阵更好的RIP, 相比较伯努利矩阵也更
利于物理实现. 本文构建了基于指数样条窗函数
的Gabor采样框架, 利用指数样条窗的指数再生特
性, 将采样部分复杂的窗函数调制和积分的实现转
化为工程应用中可实现的简单模拟滤波器, 实现欠
奈奎斯特采样. 通过设计最优的确定性测量矩阵,
对Gabor系数进行重构并进而实现原始信号恢复.
为了保证信号的精确重构, 本文还推导了采样系统
构建所需的约束条件. 由于基于指数再生窗函数的
Gabor框架为高度冗余的框架, 本文提出的采样系
统相比文献 [11]中的系统具有更强的鲁棒性, 能够
抑制通道噪声及失配产生的系统误差.

2 基于Gabor框架的窄脉冲信号采
集方法

2.1 信号模型

定义有限长度的连续时间多脉冲信号x(t),
t ∈ [0, T ]. 信号单个脉冲最大宽度为W , 脉冲最大
个数为Np, 脉冲位置未知且可重叠, 波形未知. 根
据测不准原理, 此类信号不能保证带限, 但是为了
便于研究, 将信号定义为 ϵΩ-带限信号, 即定义本质
带宽F = [−Ω/2, Ω/2], 存在 ϵΩ < 1和, 使得∫

F c

|x̂(if)|2dω 6 ϵΩ ∥x(t)∥22 , (1)

其中F c表示F以外的频带, x̂(if)为x(t)的傅里叶

变换, 根据帕斯瓦尔定理, ∥x̂(if)∥22 = ∥x(t)∥22.

2.2 基于Gabor框架的窄脉冲信号采
集方法

定义1 [12] 对于任意x(t), g(t) ∈ L2(R), 定
义调制算子Mf和位移算子Tτ , 满足 Mfx(t) =

e−i2πftx(t), Tτx(t) = x(t − τ). 存在常数

0 < A 6 B < ∞, 使得函数集合G(g, a, b) =

{MblTakg(t); k, l ∈ Z}满足

A ∥x∥2 6
∑
k,l∈Z

|⟨x,MakTblg⟩|2 6 B ∥x∥2 , (2)

则G(g, a, b)为Gabor框架. A和B定义为框架界,
若A = B, G(g, a, b)为紧框架.

定义 1中, x(t)和 g(t)分别为信号和Gabor框
架窗函数, 存在 γ(t) ∈ L2(R), 利用框架系数
zk,l = ⟨x,MblTakg⟩可以将x(t)在G(g, a, b)框架中

进行展开

x =
∑

k,l∈R

zk,lMblTakγ. (3)

这里, γ(t)为 g(t)的对偶窗, G(γ, a, b) =

{MblTakγ(t); k, l ∈ R}为G(g, a, b)的 对 偶 框 架.
Gabor框架中, 时频采样单元为时间长度 a和频

率长度 b构成的栅格, 计为 (a, b). 采样框架的冗
余度µ = ab, 当µ > 1时为欠抽样, 会造成信息
丢失, 而根据Balian-Law定理, µ = 1时为临界采

样, 不可能构成框架, 所以要求µ ∈ (0, 1). 定义S

为框架算子, 标准对偶窗γ = bS−1g. 如果框架在
[−W/2,W/2]上紧支撑, a = µW , b = 1/W , 则框
架算子具有简单的形式S(t) =

∑
k∈Z

|g(t− ak)|2. 采

样系统的基本结构如图 1所示.

x↼t↽

q0,0↼t↽

y0,0

yj֒m

yJ֓֒M֓

qJ֓֒M֓↼t↽

qj֒m↼t↽

↼S↽dt
-β

+β

∫

↼S↽dt
-β

+β

∫

↼S↽dt
-β

+β

∫

图 1 Gabor采样系统结构

图 1中, qj,m(t) = wj(t)sm(t), 0 6 j 6 J ,

0 6 m 6 M , j,m ∈ Z. wj(t) =

L0∑
l=−L0

djl e2πiblt用

于频域调制, sm(t) =

K0∑
k=−K0

cmkg(t− ak)用于时

域采样. x(t)分JM个通道进行采样, 每一个通道
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上采集的信号可表示为

yj,m =

∫ T

0

f(t)qj,m(t)dt

=

L0∑
l=−L0

djl

K0∑
k=−K0

cmk ⟨x,MblTakg⟩. (4)

采集到的信号构成J ×M的矩阵Y , 其元素为
yj,m. 重构分为两步, 第一步是由Y 获得K × L的

矩阵Z, 元素为Gabor系数 zk,l = ⟨x,MblTakg⟩, 其
中K = 2K0 +1, L = 2L0 +1; 第二步是根据 (3)式
利用Gabor系数和对偶窗求出原始信号x(t).

求解Z的过程即为解方程组

Y = DUT, U = CZ, (5)

D为wj(t)中频域调制分量的加权系数, 对于多脉
冲信号, D的选取并不影响信号采样率. 如果D为

满足J > L的列满秩矩阵, 则UT = D†Y , D†为

D的Moore-Penrose逆. 文献 [11]指出, 为了简化
硬件实现, 可以令D = I, 其中I为单位矩阵, 这样
(5)式中简化为

Z ′ = argmin |suppZ|s.t.U = CZ. (6)

这是一个多观测向量 (multiple measurement vec-
tor, MMV)问题, 目前有很多CS重构算法可以解
决此问题 [13,14]. 利用 (3)式对原始信号x(t)进行重

构, 其误差界可以用定理1表示.
定理1 [11] x(t)为有限时间信号, 时域支撑区

间为 [−β/2, β/2], ϵΩϵB(ϵΩ < 1)倍功率衰减带限为

[−Ω/2, Ω/2], γ(t) ∈ S0为Gabor框架G(g, a, b)的

对偶原子. 对于每一个 ϵB > 0和 ϵE > 0, 都存在
0 < K0 < +∞和0 < L0 < +∞, 使得∥∥∥∥∥x−

K0∑
k=−K0

L0∑
l=−L0

zk,lMblTakg

∥∥∥∥∥
2

6C̃0(ϵΩ + ϵB) ∥x∥2 , (7)

其中,

C̃0 = C2
a,b||γ||S0 ||g||S0 ,

Ca,b = (1 + 1/a)
1/2

(1 + 1/b)
1/2

,

这里的S0为Segal代数空间 [15].

2.3 存在的问题

基于Gabor框架的采样系统包括多个通道, 每
个通道由wj(t)和 sm(t)两个函数串联组成. 其中
矩阵D和调制函数wj(t)可由多种序列构成, 文献

[16]对比了Maximal, Gold, Hadamard, Kasami以
及高斯伪随机序列等多种序列, 其在无论理论还是
实践上都已经比较成熟. 而调制窗函数 sm(t)的直

接应用在文献 [11]中首次提出, 矩阵C直接选择了

Bernoulli矩阵, 关于窗函数也仅分析过分段样条曲
线、B样条曲线和高斯窗. 文献中设计的 sm(t)函数

存在两个主要问题:
1)通过Bernoulli矩阵C对窗函数进行调制,

在实际的物理应用中非常困难. 如果函数 sm(t)的

实现在函数 qj,m(t)与信号x(t)的相乘阶段完成, 生
成 sm(t)必须使用复杂的任意波形发生器. 为了保
证每个叠加的窗函数平移相等的时间间隔, 对于波
形发生器的精度要求很高. 同时, 在相乘的过程中
必须保证各个通道具有很高精度的同步. 这样付出
的代价就大大高于普通的多通道并行采样, 使得基
于Gabor框架的采样系统在采集窄脉冲信号时仅
仅具有理论意义.

2)在文献 [11]中研究的函数 sm(t)中每个窗函

数 g(t− ak)要求保持较低的冗余度µ. 文中分析了
µ = 0.3, µ = 0.5和µ = 0.75三种情况下的系统重

构误差, 虽然具有很好的效果, 但是都是在无系统
噪声或失配的条件下完成的. 根据框架理论, µ越
小, 系统的鲁棒性越好 [17]. 而µ越小, 问题 1)就越
突出, 这是一个矛盾的问题.

对于以上两个问题, 本文在解决了问题1)的同
时, 大大提高了冗余度µ, 使系统具有更好的鲁棒
性, 两个问题同时得到良好的解决.

3 指数再生窗函数

指数再生窗函数在FRI信号采样中已得到一
定的应用 [12], 将其引入Gabor框架, 会具有更好的
频域特性和系统可实现性.

定义2 [18] 指数再生样条函数 g(t)是满足∑
k∈Z

vn,kg(t− k) = eαnt (8)

的一类函数, 其中, n = 0, 1, · · · , N , αn ∈ C.
选取 g(t)的双正交对偶窗 γ(t), 则系数可表示为
vn,k =

∫ ∞

−∞
eαntγ(t− k)dt. 注意, vn,k为关于k的

离散时间序列, 满足

vn,k =

∫ ∞

−∞
eαnt eαnkγ(t)dt = eαnkvn,0. (9)

指数再生窗函数源于指数样条曲线, 一般
窗函数和指数样条函数的卷积都可构成指数再
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生窗函数. 标准的一阶指数样条函数为βα =

eαrect(t − 1

2
), 其傅里叶变换表达式为 β̂α(ω) =

1− eα−jω

jω − a
. N阶的指数样条曲线为N个一阶函

数的卷积βα(t) = (βα1 ∗ βα2 ∗ · · · ∗ βαN
) (t), 其中

α = (α1, α2, . . . , αN ). 一般的指数再生窗函数表达
式为ϕ(t) = ψ(t) ∗ βα(t), ψ(t)为任意函数, 本文中
为了方便研究, 取ψ(t) = δ(t), 则ϕ(t) = βα(t).

这 里 引 入 βα(t)的 一 个 重 要 性 质, 即
{Takβα(t)}k∈Z可构成一个Riesz基 [19]. 此性质
决定了 {MblTakβα(t)}k∈Z仍是一个Riesz基. 文
献 [18]中定理 9.6.1 指出, L2(R)空间L的Riesz基
是L的框架, 且框架界和Riesz基界一致, 可见
{MblTakβα(t)}k∈Z为Gabor框架, 且满足 (1)式.
文献 [17]中定理 4.1对Gabor框架的参数a, b ∈ Z

做了更详细的说明, 若a, b中任意一个和单个βα(t)

的支撑宽度Wβ不成比例, 则 0 < a < Wβ , 且
0 < b < 1/Wβ.

4 基于指数再生窗函数的采样与信
号重构

4.1 Gabor窗函数的设计

对于窄脉冲信号, 设采样框架窗函数支撑域
为 [0,Wg]. 为了方便计算对偶窗, 取 a = µWg,
b = 1/Wg. 采样过程中, 需要保证采样框架
覆盖 [0, T ], 则K = ⌈(Wg + T )/µWg⌉ − 1, L =

⌈(B +Ω)Wg⌉ − 1. 根据 (4)式, 由于获取的采样
点 yj,m是在完整的 [0, T ]上经过积分后获得, 则采
样率就降到了1/T以下.

标准的N阶平滑的指数样条窗函数βα(t)在

[0, N ]上紧支撑, 构建Gabor框架窗函数时在βα(t)

的时域乘上一个缩放因子N/Wg, 可得到 [0,Wg]上

紧支撑的窗函数 g(t) = βα(tN/Wg). 相应的, g(t)
的对偶窗函数为γ(t) = β̃α(tN/Wg). 此时可获得
调制函数

sm(t) =
K−1∑
k=0

cm,kβα(tN/Wg − µNk). (10)

注意, 下标m和n与数量M和N虽然是相等

的, 但是为了方便区分通道和指数样条曲线的平滑
阶数, 在本文中依然用不同的字母分别表示. 关于
引入指数样条窗函数对系统产生的简化效果, 可以
通过命题1进行描述.

命题1 基于指数再生窗函数的Gabor框架
采样系统, 若其窗函数为 g(t) = βα(tN/Wg), 时
频栅格为 (µWg, 1/Wg), x(t)在第 (j,m)个通道的

响应为经wj(t)调制的信号于滤波器χm(t)在时间

t = ⌈T ⌉处的瞬时响应, χm(t)表达式为

χm(t) = e−αmNt/Wgrect(t− T/2). (11)

证明 为了保证平移的指数样条窗可以在

[0, T ]构成一个指数曲线, 令平移指标集的下限和
上限值分别为K1和K2, 则

K1a > −Wg

K2a 6 T +Wg

→
K1 = −N

K2 = ⌈(T +Wg)N/Wg⌉ − 1.
(12)

根据 (12)式, 整个时间域上的信号可以切分为
K = K2 −K1段进行处理. 根据 (8)式, 由K个加

权指数样条窗函数平移叠加可以获得

sm(t) =

 eαmNt/Wg , t ∈ [0, T ],

0, t /∈ [0, T ],
(13)

其中,

m = {1, 2, · · · ,M},

vm,k =

∫ +∞

0

eαmtβ̃(t− k)dt,

根据第 3节定义, 可知 β̃(t − k) = eαmkβ̃(t), 所以
vm,k = eαmkvn,0. 设计函数

χ∗
m(t) =

+∞∑
p=0

vm,pβα(−tN/Wg + µN(p− 1)),

根据 (13)式知χ∗
m(t) = e−αmNt/Wg .

令 p, q ∈ {K1,K1 + 1, . . . ,K2}且 p + q =

K − 2N , 这里将χ∗
m(t)在 [0, T ]内截短, 得χm(t) =

χ∗
m(t)rect(t− T/2), 令µ = 1/N则

yj,m =

∫ T

0

x(t)wj(t)sm(t)dt

=

∫ T

0

x(t)wj(t)

K2∑
q=K1

cm,qβα(tN/Wg − q)dt
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=

∫ T

0

x(t)wj(t)

K2∑
p=K1

cm,pβα(tN/Wg − µN(K − 2N − p))dt

=

∫ T

0

x(t)wj(t)

K2∑
p=K1

cm,pβα

(
− (τ − t)

N

Wg
+ µN(p− 1)

)
dt

=(x(t)wj(t) ∗ χm(t)) [τ ]. (14)

如果 cm,k = vm,q, 则

ym,k = (x(t)wj(t) ∗ χm(t)) [τ ],

根据 (12)式对采样时间进行计算, 得到 τ =

Wg(K2 −K1 − 2N + 1)/N = ⌈T ⌉.
说明1 采样点为 t = ⌈T ⌉ > T , 保证了滤波

后采样点包含 [0, T ]内所有信息. 由命题 1可知,
χm(t)是将系统第 jm个通道内积环节转化为卷积

环节后, sm(t)所对应的滤波器函数, 这样框架窗函
数βα(t)的设计就转化成了滤波器χm(t)设计的问

题. 对χm(t)进行拉普拉斯变换得到频率响应

Xm(s) =
1− e−T (s+αmN/Wg)

s+ αmN/Wg
. (15)

由 (15)式可知, 窗函数的设计主要在于序列α的选

取. 令αm = α0 + iλ (m), 其中m = 1, 2, · · · , M ,
由拉普拉斯变换收敛要求知Re[s] > −α0. 为了简
化Xm(s), 可取α0 =Wg/WN . 由于信号x(t)脉宽

远小于总时长, 即T ≫ W , 如果W > Wg, 则满足
e−T (s+αmN/W ) = e−TWg/W

2 eT (miλ(m)N/W−s) →
0. 这样系统第 jm个通道的 sm(t)就转化为一个一

阶巴特沃斯滤波器

Xm(s) =
1

(s+ αmN/W )
.

说明2 由于 g(t) = βα(tN/Wg)为N个一阶

指数样条函数βαm
(tN/Wg) 的卷积, 所以为了保证

窗函数g (t)为紧支撑的实函数,对于m = 0, 1, · · · ,
M − 1, 选取序列α能够满足λ (m) + λ (M −m) =

0. 在本文中λ (m)的选取为奇数

λ (m) =


−2π

K
(2m−M + 1), M为偶数,

−2π

K

2m−M + 1

2
, M为奇数.

(16)

此时, 采样系统的加窗过程可以通过滤波器实现,
如图 2所示.

说明3 第 jm个通道的信号采集可以转换为

信号x(t)被wj(t)调制后再经过滤波器χm(t)实现,

关于wj(t)的选取文献 [20]提供了很多随机序列进
行实现, 而在时域信号积分环节由于使用了滤波器
χm(t), 将不再受到 sm(t)复杂的生成波形的困扰.
但是这样采集信号需要使用J ×M个通道, 通过
图 3中的改进模型可以将图 1系统通道数削减为J .

在本模型中, 令 s(t) =

M−1∑
m=0

sm
(
t +WgKm/N

)
, 信

号通过滤波器χ(t)后, 第 j个通道中时间 t = τm时

采样的到得结果为 yj , 并且 τ = WgK/N . s(t)对

应的滤波器χ(t) =

M−1∑
m=0

χm

(
t+

WgKm)

N

)
, 其拉

普拉斯变换 X(s) =
M−1∑
m=0

e
WgKs

N Xm(s). 需要指出

x↼t↽

w0↼t↽

χ0↼t↽

χm↼t↽

y0,0

yj֒m

yJ֓֒M֓
χM֓↼t↽

wJ֓↼t↽

wj↼t↽

t=τ

t=τ

t=τ

图 2 Gabor采样系统滤波器结构模型

x↼t↽

w0↼t↽

χ↼t↽

χ↼t↽

χ↼t↽

y0

yj

yJ֓

wJ֓↼t↽

wj↼t↽

t=τm

t=τm

t=τm

图 3 Gabor采样系统改进模型
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的是, 延时项 eWgKs/N并不表示在实际电路中必

须存在延时滤波器, 它的意义在于保证卷积过程中
sm(t)在时域不存在混叠.

4.2 信号重构

在本文中, 首要解决的问题是测量矩阵C的确

定. 根据系统设计和指数再生窗函数的定义, C中
的元素 cm,k可通过计算系数 vm,k间接获得, 表达
式如命题2.

命题2 C中的元素 cm,k的表达式为

cm,k = eαmk Ξ (m)

|Ξ (m)|2
,

Ξ (m) =
Wg

N

N∏
n=1

1− eαn+αm

αn + αm
, (17)

其中, m ∈ {1, · · · ,M}, k ∈ {K1,K1 + 1, · · · ,K2}.
证明 令p, q ∈ {K1,K1+1, · · · ,K2}, p+ q =

K − 2N , 则

cm,k = vm,q = vm,(K−2N−p)

=

∫ +∞

−∞
e−αmNt/Wg

× β̃α(−tN/Wg + (K − 2N − p− 1))dt

= eαm(K−2N−p)

∫ +∞

−∞
e−αmNt/Wg

× β̃α(−tN/Wg − 1)dt

= eαmq

∫ +∞

−∞
e−αmNt/Wg β̃−α(tN/Wg)dt

∗
= eαmk Ξ (m)

|Ξ (m)|2
. (18)

(18)式中, 在*步计算时, 假设 s = αmNt/Wg,
将积分简化为对 β̃−α(tN/Wg) 的拉普拉斯变换可

得. 若β(t)的拉普拉斯变换为Bα(s), 则对偶函数

的拉普拉斯变换 B̃α(s) =
Bα(s)

|Bα(s)|2
. 证毕.

说明 确定了测量矩阵C后, (6)式中的问
题能否精确求解, 测量矩阵C的约束等距特

性 (RIP)十分关键, 但是C的S阶RIP常数 δS没

有很好的计算方法, 本文中采用间接的方法
进行考察. 定义矩阵Θ的列相干性为 θ(Θ) :=

max
i̸=j

| < φi, φj > |
||φi||2||φj ||2

, 矩阵Θ满足常数为 δS = (S −

1)θ(Θ)的S阶RIP性质 [21]. 文献 [22]指出, DFT

矩阵F =

{
1√
K

e i2πmk/K

}
M×K

和其子矩阵都具

有很好的RIP性质, 本文通过对比C和F 矩阵的

列相干性考察其RIP. 将 (18)式中的系数代入相干
性计算公式, 可得 θ(C) 6 θ(F ). 因此, 矩阵C比一

般的DFT矩阵具有更加严格的RIP性质. 根据文
献 [23], 当M > cS log4(K), DFT矩阵F 的任意行

构成的子矩阵满足S阶RIP条件, 此约束条件依然
适用于本文中矩阵C.

在本文提出的采样系统中, 稀疏度S即为Z

列向量的非零值的个数. 由于每一列都是对
相同时域稀疏信号的加窗调制, 所以矩阵Z每

一列中非零值的位置和个数都完全相同. 根据
系统设计, 由于冗余度µ = 1/ab = 1/N , 可得

S =

⌈(
1 +

W

Wg

)
N

⌉
Np. 如果Wg = W , 稀疏度

与文献 [11]中相同, 即S =
⌈
2µ−1

⌉
= 2N . 如果

Wg ≫ W , 稀疏度趋于下限, 即S → N . 但是无论
在哪种情况, 都存在S > N = M . 根据前面分析,
还可以得到Gabor系数矩阵Z列向量的维度, 即测
量矩阵C的列数K =

⌈
TN

Wg
− 1

⌉
+ 2N . 为满足约

束条件, 需要选择合适的Wg和N . 得到Gabor系
数矩阵Z之后, 就可以根据 (3)式对信号进行重构,
其误差上限可遵循文献 [11]中的定理 III.1.

4.3 信号重构的约束条件

N阶指数样条函数在 [0,Wg]上紧支撑, 随着
N的增大, 窗函数越来越集中在比较窄的支撑域
上, 图 4为当Wg = W , 且λ (m) + λ (M −m) = 0

条件下, 对幅度和窗宽都进行归一化得到的函数
曲线.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 

 

N=2

N=5

N=10

N=100

N=500

图 4 幅度和窗宽都归一化的指数样条曲线

如果TE = [t1, t2], 且 0 6 t1 < t2 6 Wg, 对于
T c
E1 = [0, t1], T c

E2 = [t2,Wg], 存在 ϵW < 1, 满足式,

070701-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 7 (2015) 070701

则定义WE = |TE |为窗函数ϕ(t)的 ϵW -本质窗宽.(∫
T c
E1+T c

E2

|ϕ(t)|2dt
)1/2

6 ϵW ∥ϕ(t)∥2 . (19)

在这种情况下, 根据文献 [11]中的定理 III. 1,
关于利用 (3)式对原始信号x(t)进行重构的误差界

可以用推论1表示.
推论1 x(t)为有限时间信号, 时域支撑区

间为 [−β/2, β/2], ϵΩ(ϵΩ < 1)倍功率衰减带限为

[−Ω/2, Ω/2], γ ∈ S0为Gabor框架G(φ, a, b)的对

偶原子. 对于每一个 ϵB > 0和 ϵE > 0, 都存在
−∞ < K1 < 0 < K2 < +∞和 0 < L0 < +∞,
使得 ∥∥∥∥∥x−

K2∑
k=K1

L0∑
l=−L0

zk,lMblTakg

∥∥∥∥∥
2

6C̃0(ϵΩ + ϵB + ϵW + ϵBϵW ) ∥x∥2 , (20)

其中,

C̃0 = C2
a,b||γ||S0 ||g||S0 ,

Ca,b = (1 + 1/a)
1/2

(1 + 1/b)
1/2

.

需 要 说 明 的 是, 如 果 gc(t)是 g(t)在 频 带

[−B/2, B/2]上满足误差为 ϵB的近似, 在利用CS
算法求解Z时根据 (19)式对非零极小项进行了舍
弃后可得到时域截短窗 gc(t), 则满足 ||g − gc||S0 6
(ϵB + ϵW + ϵBϵW )||g||S0

, 根据文献 [11]中的证明即
可得到此推论. 为了使常数项 ϵB+ϵW +ϵBϵW保持

足够小, 关键在于Gabor系数矩阵Z的精确重构.
根据文献 [24], 需要保证测量矩阵C满足RIP条件,
信号重构的约束条件如定理2.

定理2 对于最大脉冲个数为Np的多窄脉

冲信号x(t), 通过基于Gabor的采样系统进行欠
Nyquist采样. 如果使用在 [0,Wg]上紧支撑且 ϵW -
本质窗宽为WE的N阶指数样条函数作为窗函数,
M ×K的矩阵C为重构中对应的测量矩阵. 存在
常数η(N, ϵW ) =WE/Wg, c > 0, 满足

cNp

(
1 +

1

η (N, ϵW )

)
× log4

(
T

η (N, ϵW )W
+ 2N − 1

)
6 1. (21)

则信号可以得到精确重构. 其中 δS为稀疏度

为S的RIP常数.
证明 在基于Gabor框架的欠Nyquist采样

系统中, 若信号脉冲个数为Np, 系数矩阵Z的稀

疏度为

S =

⌈(
1 +

W

Wg

)
N

⌉
Np

=

⌈(
1 +

1

η (N, ϵW )

)
N

⌉
Np

>
(
1 +

1

η (N, ϵW )

)
NpN. (22)

矩阵Z的列向量的维度为

K =

⌈
TN

η (N, ϵW )Wg
− 1

⌉
+ 2N

> TN

η (N, ϵW )Wg
+ 2N − 1. (23)

根据文献 [21],为了保证高精度的重构,需要满
足M > cS log4K, 由于本系统中M = N , 将 (22)
和 (23)式代入此约束条件即可得到 (21)式. 证毕.

说明1 常数 ϵW 的选择是一个折中的过程.
η(N, ϵW )的大小与 ϵW 正相关, 增大 ϵW 可以保证

(21)式更加容易满足, 但是势必会增大信号重构的
误差. 但是对 ϵW 要求过分严格, 则系数矩阵Z就

有可能完全无法获得. 通过使用不同的MMV重构
算法可以适当的放宽要求, 比如多信号分类 (multi-
ple signal classification, MUSIC)算法比同步正交
匹配追踪 (simultaneous orthogonal matching pur-
suit, SOMP)算法需要有更宽的重构条件, 可以容
忍更小的 η(N, ϵW ), 相应地, 可以选择更小的常数
ϵW 对信号重构进行约束.

在 ϵW 确定的情况下, η(N, ϵW )的大小与N也

呈正相关, 根据 (21) 式, 随着N增大, 稀疏度S比

不考虑本质窗宽的条件下减小. 同时列向量维度基
本上不随N的线性增大而线性增大, 只是进行缓慢
的波动增长. 所以N的线性增长对系数矩阵Z求

解造成的压力在这里可以平衡掉.
说明2 c是一个与稀疏度S和测量矩阵C尺

寸无关的常数, 但是和重构成功率密切相关. 在满
足 (21)式的条件下, c 的上限越高, 重构成功率越
大. 虽然N的增加会降低 c的上限, 但是根据说明
1的分析, 通过选择合适的 ϵW 和N , 仍然可以保证
优异的重构精度.

根据文献 [11], Gabor框架对信号重构, 当
取WE = W 时, 可以获得最优的重构效果. 此
时, 存在Wg = ηW . Z的列向量维度为K =⌈
T

ηW
+ 1

⌉
+ 2N − 1, 大大低于Wg = W 时的

维度. 重构过程中, 设时域区间为 [0, T ′], 其
中T ′ = T + 2ηW , 则Z的列向量维度可表示
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为K ≈ T ′N

ηW
. 同时令频域区间为 [0, Ω′], 其中

Ω′ = Ω + B/η, 则Z的列数为L ≈ ηWΩ′. 可得到

Z的尺寸为K ′L′ ≈ T ′N

ηW
ηWΩ′ = T ′Ω′N , 可见指

数样条曲线的平滑阶数N越大, Z的尺寸越大, 重
构过程中的运算复杂度越高. 但是由于 (21)式更容
易满足, 其对信号的使用范围也越宽, 系统可以采
集和重构脉宽更大或脉冲更多的多脉冲信号.

4.4 采样系统的鲁棒性

在本文中, 系统的冗余度为µ = 1/N , N越大,
冗余度越高. 本文中的框架为冗余度为µ = 1/N

的Gabor框架G(g, a, b), 其中 g(t) = βα(tN/Wg),
由于a = µWg, 则Takg(t) = βα(tN/Wg − k).

根据文献 [19]的定理 12.2.1, {Takg(t)}k∈Z构

成一组Riesz基, 且满足

bA ∥x∥2 6
∑
k∈Z

|⟨x, Takg(t)⟩|2 6 bB ∥x∥2 . (24)

若框架中各个原子完全正交, 即冗余度µ = 1,
假设{ρkl}k,l∈Z为均值为0, 方差为1的随机变量, ε
为每个通道中引入的误差或者噪声, 则系统重建误

差的期望值为E(∆x) =
KLε2

b2
. 而对于冗余框架

G(g, a, b), 其误差期望值上限为E′(∆x) 6 K ′L

B2
ε2.

相比较冗余度为µ = 1的情况, K ′ = K/µ, 则
E′(∆x)/E(∆x) 6 b2/µB2.

根据文献 [18], 框架的上Riesz边界可以用下
式进行估计:

B 6 Mα

b
√

max
n=1,...N

M−|αn|
, (25)

其中Mα =
eRe(α) − 1

Re(α) , Re(α) = η (N, ϵW ) /N .

根据定理 2, 如果N太小, 测量矩阵C会过于

扁平, 导致信号根本无法重构. 这里对N =

{10, 11, · · · , 100}等多种情况下的E′(∆x)/E(∆x)

进行粗略估计, 描述其变化的大概趋势. 通过计算
机计算, 大概选取 ϵW = 0.01, 利用 η =

√
N/1.2对

比值常数进行拟合, 可以得到E′(∆x)/E(∆x)的变

化趋势图. 如图 5所示.
由图 5可知, 当窗函数平滑阶数为N时, 系

统冗余度为µ = 1/N , 相比冗余度为µ = 1时,
E′(∆x)/E(∆x)大大下降. 虽然图 5中的估计比较
粗略, 但是基本从理论上体现了冗余度变化对系统
鲁棒性的影响. 冗余度越高, 基于指数再生核函数

Gabor框架中每个通道的系统噪声对信号重构的
影响越小.
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图 5 采样系统鲁棒性与冗余度的关系

5 仿真实验

本节通过数值仿真对前面分析的合理性进行

验证. 仿真实验对时间长度为T = 20 ms的多
脉冲信号进行了采样和重构, 脉冲从包含单脉宽
度为W = 0.5 ms的单周期的正弦脉冲、高斯脉
冲和三阶B样条脉冲构成的集合中随机选取. 实
验在 500次蒙特卡洛仿真后, 通过计算相对误差
∥x− x̂∥2 / ∥x∥2对重构效果进行评价. 在求解Z时

选用SOMP重构算法, 不需要对稀疏度有非常精确
的预知.

实验1 选取脉冲个数为Np = 1, 3, 5的三种
多脉冲信号进行采样和重构. 不同于文献 [11]中的
采样系统可以任意选择冗余度µ, 本文中冗余度由
N决定, 为µ = 1/N . 采样通道数为JM = JN , 意
味着增加N会成倍增加通道个数. 而且, 根据前面
分析, N的增加也会使稀疏度S′适当增加. 所以在
实验中, 重点研究指数样条窗函数的平滑阶数N对

信号重构效果的影响. 实验中设定 ϵW ≈ 0.01,根据
ϵΩ ≈ 0.005的能量限制设置频域采集带宽. 图 6反
应了随着N的增加, 系统重构误差的变化趋势.

从图 6可以看出随着N的增加重构误差呈下

降趋势, 在Np = 1, 3, 5三种情况下, 当N > 70,
误差可以稳定的保持在0.6%以下. 在对Z利用CS
重构算法求解时, 随着Np增大, 稀疏度S′随之增

大, Z的求解精度有略微的降低, 但是变化幅度微
小. 同时, N的增大使得测量矩阵C更加满足RIP
条件, 也使得Z的求解越来越精确, 从而最终保证
信号得到高精度的重构.
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图 6 (网刊彩色) 重构相对误差和平滑阶数N 的关系

对本文中提出的系统的重构误差和文献 [11]
中的系统进行对比, 可以验证本文方法在提升了
系统的可实现性之后仍然与文献 [11]中方法具有
相近的重构效果. 由于本文中的框架冗余度为
µ = 1/N , 随M变化, 只能保证在实验中两种系统
具有相同的输入信号、频带宽度和通道数. 这里
仍然选择几种典型条件下的误差进行分析. 表 1中
为两种采样系统在相同输入信号、系统带宽和通

道个数条件下的重构误差, Scheme I和Scheme II
分别表示本文中和文献 [11]提出的采样系统. 由
表 1可知, 两种方法在相同的通道个数的条件下,
和µ = 0.3, µ = 0.5两种冗余度时相比误差略微偏

大, 和µ = 0.75时相比略微偏小, 重构效果基本一
致, 证明了本文提出方法的有效性和可行性.

表 1 两种采样系统重构误差对比

M = 50 M = 75 M = 100

Scheme I 0.0192 0.0108 0.0091

Scheme II(µ = 0.3) 0.0053 0.0053 0.0053

Scheme II(µ = 0.5) 0.0064 0.0064 0.0064

Scheme II(µ = 0.75) 0.0113 0.0113 0.0113

实验2 在利用SOMP算法求解Z时将C中

最优支撑集进行压缩, 研究其对重构误差的影响.
图 7中横轴表示重构过程中实际选取的最优支撑
集的元素个数, 纵轴表示相对误差. 离散点为实际
采集和重构的误差值, 直线为对这些离散的值进行
最小二乘拟合的趋势变化.

在图 7中, SOMP算法重构过程中的最优支撑
集尺寸从S压缩到 0.3S, 随着最优支撑集尺寸的压
缩, 重构误差呈上升趋势, 且在上升的过程中总体
存在波动. 实验中在N = 50, N = 75和N = 100

三种条件下对信号进行采集和重构, 当N增大时,
误差保持稳定的最优支撑集尺寸范围也增大. 整体

上, 误差随N增大而减小. 误差减小的原因一方面
同实验 1, 另一方面是由于指数样条曲线在提高了
平滑阶数N之后, 能量集中在较窄的支撑域内, Z
中存在的大量非零极小项可以忽略, 实际的稀疏度
得到降低.

S 0.77S 0.53S 0.3S
0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

 N=50(LSF)

 N=50

 N=75(LSF)

 N=75

 N=100(LSF)

 N=100

图 7 (网刊彩色) 重构误差和最优支撑集尺寸的关系

实验3 本实验重点验证系统的鲁棒性. 在仿
真过程中, 选取Np = 3. 信号采样时, 在每个通道
加入信噪比 (SNR)为15 dB的高斯白噪声. 系统的
Gabor窗函数的平滑阶数N从25增加到 100, 步进
值为5. 重构信号的信噪比变化曲线如图 8所示.
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图 8 重构信噪比与窗函数平滑阶数的关系
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Gabor框架的冗余度µ = 1/N , 随窗函数平滑
阶数增大而提高. 图 8 (a)的结果印证了图 5描述
的噪声变化趋势, 重构信号的信噪比随着冗余度的
增加而增大. 同时, 信噪比大于 30 dB, 相比较引
入系统通道中的信噪比 15 dB的高斯噪声, 重构信
号对于高斯噪声的具有很强的抑制作用. 本文在
仿真中同样对文献 [11]系统在µ = 0.3, µ = 0.5和

µ = 0.75时进行仿真, 如图 8 (b)所示. 图 8 (a)中,
通道数M = N , 所以通过图 8 (b)还可以对比两种
系统在采样通道数相同条件的下信噪比. 由图可
知, 两种系统在采样通道数相同时, 本文提出的系
统比文献 [11]中的系统分别在µ = 0.3, µ = 0.5和

µ = 0.75三种冗余度条件下的信噪比高出 17 dB,
19 dB和 26 dB左右, 具有明显的抑制噪声的优势.
由此可以看出本文中系统在鲁棒性方面的优越性.

6 结 论

由于现有基于Gabor框架的窄脉冲信号欠
Nyquist采样方法其窗函数序列构造复杂, 物理
实现困难, 仅具有理论意义, 本文提出将指数再生
窗引入Gabor框架并研究了信号重构方法. 首先
设计了合适的指数样条函数, 确定了其各种参数设
置, 从而完成对信号的加窗调制. 证明了高度冗余
的窗函数通过加权叠加可以等效为一个简单的一

阶巴特沃斯滤波器进行实现. 然后构建了Gabor系
数矩阵求解所需要的测量矩阵, 并分析了其RIP特
性. 研究了Gabor系数精确求解的约束条件, 分析
了系统的鲁棒性. 最后, 仿真实验结果表明, 本文
提出的系统可以精确重构窄脉冲信号, 并且与现有
方法具有类似的重构误差. 在实际重构过程中CS
重构算法所需的支撑集基本不影响信号的重构效

果, 还能够大大降低重构运算量. 在采样过程中即
使每个通道中都存在噪声或失配, 输出信号仍然具
有更高的信噪比, 相比现有采样方法其鲁棒性大大
提升. 本系统可应用于测试仪器、状态监测、雷达及
通信领域等多种背景下的信号采样与重构.
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Abstract
Sampling and reconstruction of short pulses based on Gabor frames have been proved to be effective, which overcome

the difficulties that finite rate of innovation (FRI) sampling is unable to reconstruct the pulse streams without the prior
information of waveforms. However, the windows sequences of sampling scheme based on Gabor frames proposed at
present show complicated structure and are hard to realize physically. The exponential reproducing windows are then
introduced in this paper and the windows sequences can be simplified as a first-order analog Butterworth filter. At the
same time, the compressed sensing (CS) measurement matrix is constructed for the recovery of Gabor coefficients. In
order to satisfy the restricted isometry property (RIP) of the measurement matrices for perfect signal reconstruction,
we select appropriate windows for support according to the energy accumulation property. A restricted condition is
deduced for perfecting the signal reconstruction and the system robustness is analyzed. By numerical simulations the
above analysis is verified. This novel scheme can be used to implement short pulses sampling and reconstruction in the
field of instrumentation, condition monitoring, radar and the communication.

Keywords: Gabor frames, exponential reproducing windows, sub-Nyquist sampling, compressed sensing
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