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二项-负二项组合光场态的光子统计性质及其
在量子扩散通道中的生成∗

范洪义1)2)† 吴泽3)

1)(宁波大学物理系, 宁波 315211)

2)(中国科学技术大学材料科学与工程系, 合肥 230026)

3)(中国科学技术大学近代物理系, 合肥 230026)

( 2014年 9月 14日收到; 2014年 11月 17日收到修改稿 )

在组合二项 -负二项分布的基础上, 提出了二项 -负二项组合光场态, 这种态能在Fock态历经量子扩散通

道的过程中实现. 导出了此光场的二阶相干度公式, g(2) (t) = 2− m2 +m

(m+ κt)2
, 发现随着时间的推移光场从非

经典Fock态变为经典态, 光子数m 经扩散通道后变成了 m+ κt, κ 是扩散常数, 相应的光子统计从亚泊松分
布历经泊松分布再变成混沌光; 初始Fock态的光子数越多, 则扩散所需的时间越长.

关键词: 二项 -负二项组合光场态, 二阶相干度, 亚泊松分布, 泊松分布
PACS: 03.65.–w, 42.50.–p DOI: 10.7498/aps.64.080303

1 引 言

量子光学的一个重要课题是发现光场的新量

子态并研究其非经典性质, 以便对光的本性有新的
了解. 例如, 相干态与压缩态光场和热光场有本质
的区别, 除此以外, 人们还发现了光场的二项式态
光场, 其密度算符为 [1]

ρB =

n∑
m=0

(
n

m

)
rm (1− r)

n−m |m⟩⟨m|, (1)

这里 |m⟩ = a†m√
m!

|0⟩是光子数态. 由二项式定理

n∑
m=0

(
n

m

)
rmsn−m = (r + s)

n (2)

知 trρB = 1. 当一个粒子数态经历一个振幅衰减通
道, 就会演化为二项式态 [2], 光场的奇 -偶二项式态
在文献 [3]中提出. 此后不久, 人们又发现了光场的

负二项式态, 其密度算符为 [4]

ρA =

n∑
m=0

(
n+m

m

)
rn+1 (1− r)

m |m⟩⟨m|, (3)

由负二项式定理
∞∑

m=0

(
n+m

m

)
(−x)m = (1 + x)−n−1 (4)

知

trρA = rn+1
n∑

m=0

(
n+m

m

)
(1− r)

m
= 1. (5)

当一个粒子数态经过双模压缩算符作用后就会呈

现负二项分布. 处在负二项式态的光子数

tr
(
ρAa

†a
)
= rn+1

n∑
m=0

(
n+m

m

)
(1− r)

m
m

= rn+1 (1− r)
∂

∂ (1− r)
r−(n+1)

= (n+ 1) (1− r) /r. (6)

光场的奇 -偶负二项式态在文献 [5]中提出.
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本文将指出让粒子数态经过量子扩散通道可

以产生一个新的光场: 光场的二项式 -负二项式态,
这是一个具有组合二项式和负二项式分布意义的

态, 我们着重分析它的非经典性质. 本文安排如下:
在第二节简略介绍二项式和负二项式组合分布函

数, 并在此基础上构造二项和负二项组合光场态;
在第三节为了说明当光的粒子数态 |m⟩⟨m|通过一
个扩散通道后会生成这样一个态, 先介绍量子扩散
通道的Kraus算符解; 在第四和第五节分别计算此
光场的平均光子数和二阶相干度, 光子数m经扩

散通道后变成了m + κt, κ 是扩散常数, 此光场的

二阶相干度公式 g(2) (t) = 2 − m2 +m

(m+ κt)2
, 即相应

的光子统计从亚泊松分布历经泊松分布再变成混

沌光.

2 二项式和负二项式组合分布

引入如下的二项 -负二项联合分布 (或称为概
率质量分布函数):

f (x, y,m) =

(
m

l

)
xl

(
m− l + j

j

)
yj . (7)

根据二项式定理和负二项式定理得到

m∑
l=0

∞∑
j=0

(
m

l

)(
m− l + j

j

)
xlyj

=

m∑
l=0

(
m

l

)
xl(1− y)−(m−l)−1

=

(
x+

1

1− y

)m
1

1− y
. (8)

在
m∑
l=0

∞∑
j=0

(
m

l

)(
m− l + j

j

)
xlyj中, 当x = 0, l 只

能取为零, 这时此式约化为
∞∑
j=0

(
m+ j

j

)
yj , 即负

二项分布. 在此基础上引入二项和负二项组合光场
态, 其密度算符为

ρ = Cm

m∑
l=0

∞∑
j=0

(
m

l

)(
m− l + j

j

)
xlyj

× |m− l + j⟩⟨m− l + j|, (9)

这里Cm待定,

|m− l + j⟩ = a†m−l+j

(m− l + j)!
|0⟩, (10)

a†是光子产生算符, |0⟩是真空态, |0⟩由 a湮没,[
a, a†

]
= 1. 由于要求 trρ = 1,

trρ = Cm

m∑
l=0

(
m

l

)
xl

(
1

1− y

)m−l+1

= 1, (11)

故Cm要满足

Cm = (1− y)

(
x+

1

1− y

)−m

. (12)

3 量子扩散通道的Kraus算符解的简
要回顾

众所周知, 系统和外界环境作用引起的量子
退相干导致系统的初态密度矩阵 ρ (0)演化到 t时

刻系统的密度矩阵ρ (t), 两者之间通过以下方程关
联 [6]:

ρ (t) =

∞∑
m,n=0

Mm,nρ0M
†
m,n, (13)

此形式称为密度矩阵的无限算符和表示, Mm,n称

之为Kraus算符. 描述扩散形式的主方程为 [7]

dρ
dt = −κ(a†aρ− a†ρa− aρa† + ρaa†). (14)

这里κ是扩散常数.
为了揭示获得方程 (2) Kraus算符的方法, 我

们引入双模纠缠态表象 [8]

|η⟩ = exp
(
− 1

2
|η|2 + ηa† − η∗ã†

+ a†ã†
)
|00̃⟩, (15)

这里 ã†是独立于实模a†的一个虚模, |0̃⟩由 ã湮没 ,[
ã, ã†

]
= 1. 态 |η = 0⟩ ≡ |I⟩具有如下特性:

a |I⟩ = ã† |I⟩ , a† |I⟩ = ã |I⟩ ,

(a†a)n |I⟩ = (ã†ã)n |I⟩ . (16)

将方程 (14)两边作用于 |I⟩上并标记 |ρ⟩ = ρ |I⟩, 通
过 (16)式可知 |ρ (t)⟩服从时间演化方程

d
dt |ρ (t)⟩ = − κ(a†aρ− a†ρa− aρa† + ρaa†) |I⟩

= − κ(a† − ã)(a− ã†) |ρ (t)⟩ . (17)

其形式解为

|ρ (t)⟩ = exp[−κt(a† − ã)(a− ã†)]|ρ0⟩, (18)

注意到本征方程

(a− ã†)|η⟩ = η|η⟩, (a† − ã)|η⟩ = η∗|η⟩ (19)
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以及

⟨η|(a† − ã) = η∗⟨η|, ⟨η|(a− ã†) = η⟨η|, (20)

|ρ (t)⟩与 ⟨η|的内积函数可被表示为

⟨η|ρ⟩ = ⟨η| exp[−κt(a† − ã)(a− ã†)]|ρ0⟩

= e−κt|η|2⟨η|ρ0⟩. (21)

再利用热纠缠态表象的完备性关系∫ d2η

π
|η⟩⟨η| = 1, (22)

可得

|ρ (t)⟩ =
∫ d2η

π
e−κt|η|2 |η⟩⟨η|ρ0⟩

=

∫ d2η

π
: exp[−(1 + κt)|η|2 + η(a† − ã)

+ η∗(a− ã†) + a†ã† + aã− a†a

− ã†ã] : |ρ0⟩

=
1

1 + κt
: exp

[
κt

1 + κt
(a†ã† + aã

− a†a− ã†ã)

]
: |ρ0⟩

=
1

1 + κt
e κt

1+κta
†ã†

(
1

1 + κt

)a†a+ã†ã

× e κt
1+κtaã|ρ0⟩. (23)

再由 (16)式, 有

e κt
1+κtaã|ρ0⟩ =

∞∑
l=0

1

l!

(
κt

1 + κt
a

)l

ρ0a
†l|I⟩, (24)

因此, (23)式变为

|ρ (t)⟩ = e κt
1+κta

†ã†
(

1

1 + κt

)a†a+1

×
∞∑

n=0

1

l!

(
κt

1 + κt
a

)l

ρ0

× a†l
(

1

1 + κt

)a†a

|I⟩

=

∞∑
j,l=0

1

j!l!

(κt)j+l

(κt+ 1)j+l+1

× a†j
(

1

1 + κt

)a†a

alρ0

× a†l
(

1

1 + κt

)a†a

aj |I⟩, (25)

所以密度算符ρ的Kraus算符和表示为

ρ (t) =

∞∑
j,l=0

1

j!l!

(κt)j+l

(κt+ 1)j+l+1
a†j

(
1

1 + κt

)a†a

× alρ0a
†l
(

1

1 + κt

)a†a

aj

≡
∞∑

j,l=0

Mj,lρ0M
†
j,l. (26)

这里Kraus算符

Mj,l =

√
1

j!l!

(κt)j+l

(κt+ 1)j+l+1
a†j

×
(

1

1 + κt

)a†a

al. (27)

4 粒子态密度矩阵ρ0 = |m⟩⟨m|在扩
散通道中的演化

在 (26)式中让

T1 =
κt

1 + κt
, T2 =

1

1 + κt
, (28)

鉴于(
1

1 + κt

)a†a

al = al(1 + κt)l
(

1

1 + κt

)a†a

,

a†l
(

1

1 + κt

)a†a

=

(
1

1 + κt

)a†a

a†l(1 + κt)l,

(29)

因此有

ρ (t) = T2

∞∑
j,l=0

1

j!l!T 2l
2

T j+l
1 a†jal ea

†a lnT2

× ρ0 ea
†a ln T2a†laj . (30)

设初态为粒子数态, 即ρ0 = |m⟩⟨m|, 代入 (30)式,
利用

a|m⟩ =
√
m|m− 1⟩,

a†|m⟩ =
√
m+ 1|m+ 1⟩ (31)

计算

ρ|m⟩ (t) = T2

∞∑
j,l=0

1

j!l!T 2l
2

T j+l
1 e2m lnT2

× a†jal|m⟩⟨m|a†laj

= T2

∞∑
j,l=0

1

j!l!
T j+l
1 T

2(m−l)
2

× a†j
m!

(m− l)!
|m− l⟩⟨m− l|aj

= T 2m+1
2

∞∑
l=0

(
m

l

)(
T1

T 2
2

)l
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×
∞∑
j=0

T j
1

(
m− l + j

j

)
× |m− l + j⟩⟨m− l + j|. (32)

由于

(1− T1)

(
T1

T 2
2

+
1

1− T1

)−m

= T 2m+1
2 , (33)

再根据 (11)和 (12)式知 trρ|m⟩ (t) = 1, 所以 (32)式
有资格成为量子光学理论中的一个二项 -负二项联
合分布态.

5 处于二项 -负二项组合分布态的平
均光子数

现在计算处于二项 -负二项组合态的平均
光子数

tr[ρ|m⟩(t)a
†a]

= T 2m+1
2

∞∑
l=0

(
m

l

)(
T1

T 2
2

)l ∞∑
j=0

T j
1

(
m− l + j

j

)
× (m− l + j) . (34)

我们需分别考察其中的带 l与带 j的项的贡献. 带 l

的项的贡献为
∞∑
l=0

(
m

l

)
xl

∞∑
j=0

yj
(
m− l + j

j

)
l

=
∞∑
l=0

(
m

l

)
xl(1− y)−(m−l)−1l

= mx

(
x+

1

1− y

)m−1
1

1− y
, (35)

故

T 2m+1
2

∞∑
l=0

(
m

l

)(
T1

T 2
2

)l ∞∑
j=0

T j
1

(
m− l + j

j

)
l

= T 2m+1
2 m

T1

T 3
2

(
T1

T 2
2

+
1

1− T1

)m−1

= mT1. (36)

又因带 j的项的贡献是
∞∑
j=0

yj
(
m− l + j

j

)
j

= y
∂

∂y

∞∑
j=0

yj
(
m− l + j

j

)
= y

∂

∂y
(1− y)−(m−l)−1

= (1− y)−(m−l)−2 (m+ 1− l) , (37)

于是

T 2m+1
2

∞∑
l=0

(
m

l

)(
T1

T 2
2

)l ∞∑
j=0

T j
1

(
m− l + j

j

)
j

= T 2m+1
2

∞∑
l=0

(
m

l

)(
T1

T 2
2

)l

T1 (m+ 1− l)

×
(

1

1− T1

)m−l+2

. (38)

(38)式中的

(m+ 1)T1T
2m+1
2

×
∞∑
l=0

(
m

l

)(
T1

T 2
2

)l (
1

1− T1

)m−l+2

= (m+ 1)
T1

T2
(39)

以及

T1T
2m+1
2

∞∑
l=0

l

(
m

l

)(
T1

T 2
2

)l (
1

1− T1

)m−l+2

= m
T 2
1

T2
. (40)

结合 (36)和 (38)—(40)式, 并用 (28)式得到

tr[ρ|m⟩(t)a
†a] = m+

T1

T2
= m+ κt. (41)

可见初态的光子数m经扩散通道后变成了m+ κt,

当扩散常数κ较小, 光子数缓慢增加κt, 故可以用
于量子调控.

6 二项 -负二项组合态的光子统
计性质

为了计算二项 -负二项组合态的二阶相干度,
考虑

tr[ρ|m⟩(t)a
†aa†a]

= T 2m+1
2

∞∑
l=0

(
m

l

)(
T1

T 2
2

)l

×
∞∑
j=0

T j
1

(
m− l + j

j

)
(m− l + j)

2
, (42)

引入

R1 ≡
∞∑
l=0

(
m

l

)
xl

∞∑
j=0

yj
(
m− l + j

j

)

=

(
x+

1

1− y

)m
1

1− y
, (43)
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R2 ≡
∞∑
l=0

(
m

l

)
xl

∞∑
j=0

yj
(
m− l + j

j

)
× (m− l + j) , (44)

R3 ≡
∞∑
l=0

(
m

l

)
xl

∞∑
j=0

yj
(
m− l + j

j

)
× (m− l + j)

2
. (45)

它们满足递推关系

R2 = mR1 − x
∂

∂x
R1 + y

∂

∂y
R1, (46)

R3 = mR2 − x
∂

∂x
R2 + y

∂

∂y
R2. (47)

从 (43)式导出

∂

∂x
R1 = m

(
x+

1

1− y

)m−1
1

1− y
, (48)

∂

∂y
R1 =

(
x+

1

1− y

)m
1

(1− y)2

+m

(
x+

1

1− y

)m−1
1

(1− y)3
. (49)

将它们代入 (46)式得到

R2 =

(
x+

1

1− y

)m−1
m+ xy − xy2 + y

(1− y)3
. (50)

用同样的方法计算R3后, 得到

tr[ρ|m⟩(t)a
†aa†a]

= T2m+1R3 = T2m+1

(
mR2 − x

∂

∂x
R2 + y

∂

∂y
R2

)
= m2 + 4mkt+ 2k2t2 + kt. (51)

具体的过程见附录A.
根据二阶相干度公式 [9]

g(2) (t)

=
tr[ρ|m⟩(t)a

†aa†a]− tr[ρ|m⟩(t)a
†a](

tr[ρ|m⟩(t)a†a]
)2 , (52)

当 g(2) = 1, tr[ρ|m⟩(t)a
†aa†a]−

(
tr[ρ|m⟩(t)a

†a]
)2

=

tr[ρ|m⟩(t)a
†a], 即光子数的方差等于 n̄, 呈现如相干

态那样的泊松分布性质. 处于初态ρ0 = |m⟩ ⟨m|时

g(2) (0) = 1− 1

m
.

把 (51)和 (41)式代入 (52)式得到终态的二阶
相干度

g(2) (t) = 2− m2 +m

(m+ κt)2
. (53)

显然,

1)当κt <
√
m(

√
m+ 1−

√
m)时,

g(2) < 1, (54)

此态仍呈现亚泊松分布和反聚束效应 (非经典态);

2)当κt =
√
m(

√
m+ 1−

√
m)时,

g(2) = 1, (55)

此态呈现泊松分布; 随着时间的增加,

3)当κt >
√
m(

√
m+ 1−

√
m)时,

g(2) > 1, (56)

特别地, 当 t趋于无穷大, g(2) → 2,就呈现混沌光

的性质. 这说明, 随着时间的推移发生量子扩散,
光场从非经典态变为经典态. 当初始态的光子数越
多, 则扩散所需的时间越长.

7 结 论

本文在理论上构造了新型的二项 -负二项组合
光场态, 并且提出了用扩散量子通道可以实现从泊
松分布到二项 -负二项组合分布过渡的方法, 从而
给相应的实验验证提供了一个可能的方向. 此外,
我们通过理论计算分析了这种新型光场的光子统

计性质, 包括平均光子数和二阶相干度: 前者的计
算结果给这种光场提供了量子调控的可能性; 后者
的计算结果则揭示了光场由非经典态向经典态过

渡的过程. 本文的结论在理论意义上清晰可靠, 不
足之处在于未能找到相关实验佐证. 此后我们会尝
试与相关实验室合作探究在实验上构造此种光场

的可能性, 以验证本文得出的相关结论.

附录A tr[ρ|m⟩(t)a
†aa†a]表达式的推导

由 (44)式得到

x
∂

∂x
R2 = x

[
(m− 1)

(
x+

1

1− y

)m−2
m+ xy − xy2 + y

(1− y)3

+

(
x+

1

1− y

)m−1
y

(1− y)2

]
和

y
∂

∂y
R2 = y

[
(m− 1)

(
x+

1

1− y

)m−2
m+ xy − xy2 + y

(1− y)5

+

(
x+

1

1− y

)m−1
3m+ x+ 2y − xy2 + 1

(1− y)4

]
.

代入 (47)式得到

R3 = m

(
x+

1

1−y

)m
1

1−y
− xm

(
x+

1

1−y

)m−1
1

1− y
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+

(
x+

1

1−y

)m
y

(1−y)2

+m

(
x+

1

1−y

)m−1
y

(1− y)3

=

(
x+

1

1−y

)m−1
m+ xy − xy2 + y

(1− y)3
.

再代入 x =
T1

T 2
2

, y = T1, T1 =
κt

1 + κt
和T2 =

1

1 + κt
, 注

意T1 + T2 = 1, T1

T
= κt,得到

mR2 =
m(m+ κt)

T 2m+1
2

,

x
∂

∂x
R2 = T1

[
(m− 1)

m+κ2t2−κ2t2T1 + T1

T 2m+1
1

+
κt

T 2m+1
1

]
,

y
∂

∂y
R2 = T1

[
(m− 1)

m+ κ2t2 − κ2t2T1 + T1

T 2m+1
1

+
3m+ κt(1 + κt) + 2T1 − κ2t2T1 + 1

T 2m+2
2

]
.

于是有

tr[ρ|m⟩(t)a
†aa†a]

= T2m+1R3 = T2m+1

(
mR2 − x

∂

∂x
R2 + y

∂

∂y
R2

)
= m2 + 4mκt+ 2κ2t2 + κt.

这就是 (51)式.

参考文献

[1] Stoler D 1985 Opt. Acta 32 345
[2] Fan H Y, Ren G 2010 Chin. Phys. Lett. 27 050302
[3] Fan H Y, Jing S C 1995 Commun. Theor. Phys. 24 125
[4] Agarwal G S 1992 Phys. Rev. A 45 1787
[5] Fan H Y, Li S 2005 Commun. Theor. Phys. 43 519
[6] Preskill J 1998 Lecture Notes for Physics: Quantum In-

formation and Computation (Pasadena: California In-
stitution of Technology) p229

[7] Carmichael H J 1999 Statistical Methods in Ouantum
Optics I, Master Equation and Foker-Planck Equations
(Berlin: Springer-Verlag)

[8] Fan H Y, Klauder J R 1994 Phys. Rev. A 49 704
[9] Orszag M 2000 Quantum Optics (Berlin: Springer-

Verlag)

080303-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.1080/713821735
http://118.145.16.217/magsci/article/article?id=17363011
http://dx.doi.org/10.1088/0253-6102/24/1/125
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.45.1787
http://dx.doi.org/10.1088/0253-6102/43/3/029
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.49.704


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 8 (2015) 080303

Statistical properties of binomial and negative-binomial
combinational optical field state and its generation in
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Abstract
According to the combinational binomial-negative-binomial distribution, we propose a binomial-negative-binomial

combinational optical field state, which can be generated in the process of a Fock state |m⟩⟨m| passing through a

quantum-mechanical diffusion channel. We derive the second-order coherence degree formula, g(2) (t) = 2− m2 +m

(m+ κt)2
,

which is the diffusion constant. We find that in the process of the Fock state undergoing quantum diffusion and becoming
classical, the corresponding photon statistics evolves from sub-Poissonian distribution to Poisson distribution and finally
goes to a chaotic state. We also find that the more photons in the initial Fock state, the longer time is needed for
quantum decoherence.

Keywords: binomial-negative-binomial combinational optical field state, second-order coherence, Pois-
son distribution, sub-Poissonian distribution
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