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时间非对称外力驱动分数阶布朗马达的定向输运∗

任芮彬 刘德浩 王传毅 罗懋康†

(四川大学数学学院, 成都 610064)

( 2014年 10月 28日收到; 2014年 12月 9日收到修改稿 )

本文研究了周期对称势中时间非对称外力驱动的布朗粒子输运现象, 建立了分数阶布朗马达输运模型.
其中外力是零均值的, 而分数阶阶数则刻画了客观环境的非均匀性程度. 通过将模型离散化进行数值模拟,
讨论了分数阶阶数、系统参量和外部参量与定向流之间的依赖关系. 研究表明, 即使没有倾斜势场的作用, 时
间非对称外力也可以诱导系统产生定向输运; 输运速度随分数阶阶数的增大而单调递增; 当阶数固定时, 系统
的输运速度会随着势垒高度、噪声强度非单调变化, 表现出广义随机共振现象. 分析指出, 分数阶郎之万方程
所刻画的输运现象是在整数阶模型基础上的一个推广, 进而为输运现象提供了一个可能更为真实的模型.

关键词: 定向输运, 布朗马达, 分数阶郎之万方程, 广义随机共振
PACS: 05.60.Cd, 05.10.Gg, 45.10.Hj DOI: 10.7498/aps.64.090505

1 引 言

作为研究非线性系统分支之一的定向输运问

题 [1]近年来受到物理、生物等诸多领域的密切关

注, 能够产生定向输运的系统在物理上称为棘齿系
统 [2,3], 在生物上称为分子马达 [4−6] 特别地, 若系
统定向输运是由随机涨落引起的, 我们称其为布
朗马达 [7−9]. 关于布朗马达的研究, 最早可追溯到
热力学中有关第二类永动机 (单源热机)问题的争
论 [10], 近年来由于分子生物学、物理实验等许多
方面定向输运研究的进展而成为新的热点. 这在
Reimann的最新综述 [1]中有较为详尽的介绍. 由
于在实际系统中, 许多外来因素如负载力、涨落、
外界扰动等都会使得系统出现更多复杂多样的动

力学行为, 因此这类有外力驱动的定向输运现象逐
渐受到学者们的重视, 并在多种系统中讨论 [11−16].
例如 1996年Hu等 [11]研究发现适当选择随机外力

可加强周期势场中布朗粒子的扩散效率; 2000年,
Mateos [14] 讨论了混沌信号驱动下定向流的出现

及定向流反转的情况; 2004年, Savel’ev等 [16]将两

个简谐信号加以组合作用于系统时, 发现系统可以
呈现出比通常许多复杂情形更为丰富的输运现象;
2010年Ai 等 [17]研究了外界驱动力频率对定向流

的影响, 发现外力的频率对马达的运动方向有着重
要影响. 2013年Li等 [18]研究发现负载力不仅会减

弱分子马达系统的输运能力还使肌球蛋白VI 在接
触位点的平均驻留时间呈指数增长.

与此同时, 近年来以分数阶微积分 [19]为基础

的分数阶动力学已逐步渗透到布朗马达的许多研

究中. 经典的整数阶动力系统中一般采用整数阶导
数描述粒子的速度、加速度等物理过程, 这实际上
对应的适用条件是油、水等纯黏性液体,在生物学
上又称为理想稀溶液假设 [20], 而在描述真实环境
中大多数具有记忆特性的系统动力学行为时并不

尽准确, 这里的记忆性 [21]是指粒子当前的状态不

仅与紧邻的上一时刻有关, 还与前面一段时间的状
态有关, 因此, 作为整数阶微积分的自然推广, 分数
阶微积分因其天然的易于刻画耗散过程的长时间、

长距离记忆效应被引入动力学模型的建立是合理

的, 并且已有学者开始了这方面的尝试和探索相关
讨论可参看文献 [22, 23].
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不过,目前还少有文献专门讨论外力作用下分
数阶布朗马达系统的复杂输运现象. 此外, 棘齿
势 [2]中的定向输运由于周期势本身已发生对称性

破缺而产生, 其机理一般较易理解. 然而对于对称
的周期势系统, 定向输运产生的可能性则是一个值
得探讨的问题. 为此, 在本文中我们选取时间平均
为零且在两值之间变化的周期非对称力 [24] 作为外

部驱动力, 引入分数阶幂律核函数, 将通常的阻尼
速度建模为具有记忆效应的分数阶速度, 考虑在对
称周期势场下分数布朗马达的输运现象.

由于系统的位移和平均速度能较为直观地反

应出输运过程的整体趋势, 故本文将其作为考察对
象, 通过蒙特卡洛数值模拟 [25]分析分数阶布朗马

达在外力驱动下的定向输运现象, 并分析分数阶阶
数 p、外力非对称因子 δ、噪声强度D等系统参数对

输运定向流的影响.

2 系统模型

2.1 分数阶过阻尼郎之万(Langevin)方程

经典的整数阶郎之万方程继承和发展了爱因

斯坦关于布朗运动的理论研究, 将大量的分子碰
撞的事实简化成对系统的随机扰动力 [25], 可表示
如下:

mẍ = −γẋ+ F (x, t) +
√
2Dξ(t), (1)

其中, m为粒子质量, x, ẋ, ẍ 分别代表与时间有关
的粒子的位移及与之对应的速度和加速度, mẍ表

示惯性力, γẋ 表示阻尼力; F (x, t) 为确定性外力,
通常包括粒子所受的势场力和外加驱动力; ξ (t) 为
零均值高斯白噪声, D为噪声强度.

在整数阶模型 (1)中, 阻尼系数 γ通常取为常

数. 我们将模型 (1)中阻尼项γ
·
x 换一种形式可等

价记为:

γẋ = γ

∫ t

0

δ (t− τ)ẋ (τ) dτ.

这意味着布朗粒子所受阻尼力只与自身当前速度

有关. 然而研究者们发现在非均匀介质中, 特别是
在诸如黏性介质、具有内部自由度的流体中, 绝大
多数的物理和生化反应过程皆表现出对历史状态

的幂律记忆特性 [21], 即距离当前时刻越近, 记忆性
越强, 对系统的影响越大.

为此, 有学者 [23]引入如下具有幂率记忆特性

的阻尼核函数模型:

γ (t) =
1

Γ (1− p)
|t|−p

, (0 < p < 1). (2)

阻尼核函数的图像如图 1所示, 不难看出, 随时间 t

增大, γ(t)按幂函数衰减, 且 p越大, γ(t) 衰减的速
度越快, 即反应出对系统的记忆性越差, 由此可知,
该阻尼核函数能较好地刻画粒子在黏性介质中的

阻尼力演化特性.
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图 1 (网刊彩色)分数阶的阻尼核函数

Fig. 1. (color online) Fractional damped Kernel function.

此外, 在分子尺度上标志惯性力与黏滞力比值
的雷诺数 (Regnold number)很小 [23], 即惯性对马
达的作用远小于阻尼作用, 因而我们可以合理地将
方程 (1)中的惯性项忽略, 即考虑如下具有幂律记
忆性的过阻尼情形:

1

Γ (1− p)

∫ t

0

(t− τ)-pẋ(τ)dτ

=F (x, t) +
√
2Dξ (t) . (3)

另一方面根据函数的分数阶Caputo型 p阶微

分的定义 [19]如下:

C
0 D

p
t x(t) =

1

Γ (1− p)

∫ t

0

(t−τ)−pẋ(τ)dτ,

(0 < p < 1),

因此 (3)式可写作

C
0 D

p
t x(t) = F (x, t) +

√
2Dξ(t), (4)

(4)式形式上正好构成了一个分数阶Langevin 方
程, 我们称其为分数阶布朗马达模型, 该模型考虑
了非均匀介质的幂率记忆特性. 特别地, 当分数阶
阶数 p = 1 时, 方程 (4)退化为经典的Langevin方
程 [10]. 但值得注意的是, 由于此模型已将阻尼核函
数建模为幂律记忆核函数, 根据涨落耗散定理, 相
应的内噪声也应该建模为幂律衰减噪声, 但为便于
符号上的统一, 本文形式上仍采用 ξ(t)表示.
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2.2 时间对称破缺外力作用下分数阶布朗

马达的定向输运

产生定向输运需要空间上的定向外场 (偏置或
平均效果上非零的定向外力). 这方面的研究已经
进行了很长时间并且相对成熟,这里我们更感兴趣
的是作用于系统上的外力总的效果为零 (甚至没有
外力)时产生定向输运的可能性. 为此, 本文选取
如下F (t) [24](如图 2 )作为外部驱动力:

F (t) =


F+, t ∈ [nT1, nT1 + t0) ,

−F−, t ∈ [nT1 + t0, (n+ 1)T1) ,

n ∈ Z,

(5)

其中, T1为外力的周期, F+, F−代表外力幅度, 取
值为常数且满足: F− =

1− δ

1 + δ
F+, t0 =

1− δ

2
T1,

δ ∈ (0, 1)为度量F (t)非对称性的一个指标,例如
若我们固定F+的取值, 则 δ越大 (小于 1), F−的值

越小, 外力的正、负方向的幅度相差越大, 此时外力
时间非对称性越强, 特别地, δ = 0时F (t)退化为

对称外力. 本文以下均统称 δ为非对称因子.

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

F

t0 T1 T1⇁t0 2T1

T1=120, δ=0.2  

图 2 (网刊彩色)外力F (t)的示意图

Fig. 2. (color online) Diagram of the external force F (t).

由 (5)式及图 2容易得到, F (t)是周期的,

F (t+ T1) = F (t).

满足时间非对称性:

F (t) ̸= F (−t) , F (t± T1/2) ̸= −F (t).

且一个周期内时间平均作用力为零, 即∫ t+T1

t

F (t′) dt′ = 0.

我们称这样的力为时间非对称的确定性周

期力.

对于典型的非平衡耗散系统, 作为内部条件的
势函数的存在是不可或缺的, 这里在不影响问题本
质的情况下, 我们选取余弦函数V (x) = d sin (x)

作为对称周期势场函数 (如图 3 ), 其中d为势垒高

度, 则势场函数的导数数值上即为粒子所受的势
场力:

f (x)
∆
= − dV (x)

dx = −d sin (x) ,

负号代表粒子运动方向.
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x
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(
V
↽

d=1

d=0.1

图 3 (网刊彩色)不同势垒高度下对称周期势函数示意图
Fig. 3. (color online) Diagram of the symmetric and
periodic potential function for different barrier height.

此时, 方程 (1)中的系统所受外力F (x, t) =

−d sin (x) + F (t), 即势场力与外部周期力之和. 于
是, 我们得到在对称周期势场下, 周期性时间非对
称外力驱动的分数阶过阻尼布朗马达输运模型为

C
0 D

p
t x(t) = -d sinx+ F (t) +

√
2Dξ(t), (6)

其中,

F (t) =

F+, t ∈ [nT1 + t0, (n+ 1)T1,

−F−, t ∈ [nT1 + t0, (n+ 1)T1, n ∈ Z.

3 数值模拟与分析

一般地, 模型 (6)属于分数阶随机微分方程, 并
且是非马尔科夫的, 因此要寻求其解析解, 或者将
其转化为Fokker-Plank方程来求解都是非常困难
的. 另一方面, 分数阶随机微分方程的数值模拟 [25]

已有效用于实际问题的解决, 故我们将模型转化
为离散模型, 利用分数阶差分法 [19]数值模拟模型

(4), 其数值计算公式如下:

x (tj) = −
j−1∑
i=1

(−1)
i

p

i

x (tj−1)

+ hp
[
−d sin (xj−1)+F (tj)+

√
2Dξ (tj−1)

]
, (7)
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其中, h为采样步长, tj = (j − 1)h, j = 1, 2, · · · ,

n;

p

i

 =
Γ (p+ 1)

Γ (p− i+ 1) i!
, i = 1, 2, · · · , j − 1.

由于布朗马达本质上是将能量转化为机械能,
从而粒子表现为定向运动, 为了很好的研究外力作
用下粒子的输运特性, 我们考虑系统的平均流, 主
要方法有两种, 一种是长时平均, 一种是系综平均.
本文采用第二种方法, 其定义如下:

J =

⟨
lim
t→∞

x(t)− x(t0)

t− t0

⟩
,

这里, t0, t分别代表输运过程的起止时间. ⟨·⟩代表
多次计算求平均值. 因为每次数值模拟输运行为总
时长T有限, 当T取得足够大使得布朗马达达到稳

定的输运状态时, 我们用

J ≈ 1

N

N∑
i=1

x(T )− x(t0)

T − t0

来模拟平均流速. 其中, N为仿真次数, T为仿真
总时间. 若无特别说明, 本文仿真中参数取值如下:
N = 100, T = 700, d = 1.3, δ = 1/2, F+ = 1.5,
T1 = 120, D = 0.1. 为方便计算, 所有物理量已作
无量纲化处理.

我们感兴趣的是当系统参数适当匹配时出现

宏观上可观测的非零定向流的可能性. 图 4 (a)显
示了不同势垒高度下布朗马达的长时平均运动曲

线, 可以发现周期的非对称驱动外力使得粒子始终
处于非平衡状态, 在周期空间势场的协作与竞争下
模型发生对称破缺, 从而使得布朗马达越过势垒,
形成宏观上可观测的稳定非零流. 特别地, 势垒高
度d = 0时, 定向流J = 0, 即仅有时间非对称的外

力不足以引起模型定向流的出现; 当势垒高度较高
即d ≫ 1时, 布朗马达无法越过势垒而被钉扎, 此
时系统定向流仍为零, J = 0; 我们可以发现流和势
垒高度并不满足单调关系, 例如, 当d取 0.9 和 1.3
时的定向流比d取 0.5和1.5时大, 这暗示着两者之
间具有复杂的关系. 图 4 (b)给出了模型定向流对
势垒高度的依赖性, 这里外力非对称因子分别等于
1/5, 1/2. 当势垒太低时布朗马达双向跨越势垒,
而势垒过高时布朗马达几乎无法从任何方向越过

势垒, 由于噪声的无偏性和外力的零均值性, 这两
种情况下都无法产生稳定的定向流; 而对于适中的
势垒高度, 势垒对马达的适当阻碍作用使得其较容
易从非对称外力较强的方向越过势垒, 从而使得时
间非对称外力两个方向上对布朗马达驱动的差异

表现出来, 从而形成定向的粒子流.
既然本模型中时间非对称外力的影响不可忽

视甚至起着决定性的作用, 接下来我们具体分析其
对模型定向流的影响, 结果如图 5所示, 这里分数
阶阶数分别为 0.67, 0.88, 0.95, 势垒高度d = 1.0.
易见在对称周期势场下, 当 δ = 0, 即外力时间对称
时, 模型始终处于对称状态, 布朗马达受到实际有
效力为零, 从而无法越过势垒产生定可观测的稳定
非零流, 而当 δ → 1时, t0 → 0, 这意味着正向的力
虽然作用于系统, 但时间太短同样不能使得布朗马
达越过势垒, 在无偏噪声的作用下模型的定向流将
减弱; 除去上述两种极端情况, 我们发现系统正负
两个方向其实都有定向流的产生, 但宏观上整体是
单向的, 且与外力时间破缺的方向一致. 因此, 模
型的定向流对外力非对称因子的依赖仍表现为单

峰函数.
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图 4 (网刊彩色)系统定向输运与势垒高度的关系 (a)不同势垒高度下 d平均位移 x (t)随时演化过程; (b)不同
非对称外力因子 δ下布朗马达定向流 J与势垒高度 d的关系

Fig. 4. (color online) The relationship between the systems’ directed transport and the barrier height on (a)
the time evolution curve of the mean displacement for different barrier height d and (b) the mean velocity
J as a function of the barrier height d for different asymmetric factor δ of the external force.
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图 5 (网刊彩色)不同分数阶阶数下定向流与外力非对称
因子的关系

Fig. 5. (color online) The mean velocity as a func-
tion of the asymmetric factor of the external force for
different fractional orders.

图 6显示了模型定向流对噪声强度D的依赖

性, 此时, 分数阶阶数分别为 0.71, 0.88, 1, d = 1.5.
易见, 较小或较大的噪声强度都不利于粒子的定向
运动, 这是因为在对称周期势下, 较小的噪声对布
朗马达的驱动在两个方向上的差异难以使得马达

从较弱的驱动的方向越过势垒产生非零流, 而较大
的噪声使得粒子的运动更趋于无规律的扩散, 从而
使得模型的定向流减弱; 而在适当的噪声强度调制
下, 噪声对于模型定向流的出现起着积极的作用,
系统定向流反映了粒子所受势场力与时间对称破

缺外力协同竞争的结果. 因此, 模型的定向流对噪
声强度的依赖表现为单峰函数.

J
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图 6 (网刊彩色)不同分数阶阶数下定向流与噪声强度的
关系

Fig. 6. (color online) The mean velocity as a function
of the noise intensity for different fractional orders.

最后我们考虑模型的定向流与分数阶阶数的

关系, 这里的势垒高度分别为0.5, 0.9, 1.25, 1.5, 结
果如图 ( 7 )所示. 由图可知, 各势垒高度情形下, 定

向流J对分数阶阶数 p的依赖性是单调函数, 这从
数值模拟角度证实分数阶p可以很好地刻画非均匀

介质的幂率记忆性, 即随着分数阶阶数的增大, 马
达所处环境更接近理想的均匀介质, 系统记忆性减
弱, 所受阻尼作用随之减小, 从而定向流随着分数
阶阶数的增大而单调增大.
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图 7 (网刊彩色)不同势垒高度下定向流与分数阶阶数的
关系

Fig. 7. (color online) The mean velocity as a function
of the fractional order for different barrier height.

数值模拟结果表明: 对称周期势下, 时间对称
破缺的外力作用于过阻尼系统, 即使没有噪声, 模
型在参数的适当匹配下仍能出现定向流; 其次, 除
了分数阶阶数外, 其他参数对模型定向流的影响都
表现为非单调关系, 即出现了广义随机共振现象;
最后, 即使在缺乏空间非对称、模型所受外力总效
果为零的情形下, 模型仍然可以出现丰富多样的输
运现象.

4 结 论

在本文中, 基于实际中的非均匀介质, 我们研
究了处于其中的布朗粒子的定向输运行为, 建立了
在空间周期对称势场与零均值时间非对称外力共

同作用下的分数阶布朗马达输运模型. 理论分析结
合数值模拟显示, 合适的噪声能加强定向流, 即出
现了噪声整流现象. 模型的定向流对各参数的依赖
性表明即使在空间对称周期势下, 非对称周期外力
可以导致定向流的产生. 同时, 定向流对分数阶阶
数的依赖表现为单调函数, 这表明当阶数越小, 对
应模型的记忆性越强, 因而阻尼力更大而难以定向
运动, 反之, 阶数越大, 越接近理想的均匀介质, 记
忆性越弱, 阻尼越小从而定向运动越强. 这些结论
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与实际的物理实验现象是相符的. 因此, 对称周期
势下时间非对称外力作用的分数阶布朗马达模型

丰富了布朗粒子输运行为, 同时为也为布朗粒子的
输运又提供了一个可能的物理模型.
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Abstract
The directed transport of a Brownian particle in a spatially periodic symmetric field under a temporal asymmetric

force is studied. Based on the Caputo’s fractional derivatives theory, we establish a differential aquation for an over-
damped fractional Brownian motor as the system’s mathematic model, where the external force is zero-mean and the
fractional order is used to describe the inhomogeneity of the real environment. Using the fractional differential algo-
rithm, we analyze the relationships between transport velocity and model parameters. It is worth mentioning that the
impact of fractional order is discussed in detail. According to the research we find that a temporal asymmetric force
can induce a net current without the application of a ratchet potential, even a noise. We also find that the velocity
of the current increases monotonically with the increase in fractional order. Moreover with certain fractional orders, a
generalized resonance phenomenon is revealed since the velocity of the current varies non-monotonically with the system
parameters, such as the height of the potential barrier and the noise strength etc. Research shows that the fractional
system is a generalization of the traditional dynamic systems, which could probably give a more reasonable explanation
of the directed transport as a consequence.
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resonance
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