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基于 613单元自适应光学系统, 描述了迭代矩阵和斜率响应矩阵的特性. 在变形镜驱动器间距和交连值
不变的情况下, 研究了变形镜高斯函数指数对迭代矩阵和斜率响应矩阵稀疏度的影响, 对自适应光学系统稳
定性和校正能力的影响. 研究表明, 迭代矩阵和斜率响应矩阵的稀疏度随着变形镜高斯函数指数的增大而减
小. 高斯函数指数过大或者过小都会影响自适应光学系统的稳定性和校正能力. 最后, 综合迭代矩阵和斜率
响应矩阵的稀疏度、自适应光学系统的稳定性和校正能力, 给出了合理的变形镜高斯函数指数的取值范围.

关键词: 变形镜高斯函数指数, 迭代矩阵, 斜率响应矩阵, 稀疏度
PACS: 42.68.Wt, 95.75.Qr, 07.05.Tp DOI: 10.7498/aps.64.094207

1 引 言

自适应光学 (AO)技术被广泛应用于天文观
测、激光大气传输等光学系统中, 实时校正由大气
湍流引起的波前扰动 [1−5]. AO系统中, 根据波前
传感器所探测的子孔径斜率信号计算波前校正器

驱动电压信号的过程称为波前复原 [6]. 波前复原
算法是自适应光学中的关键技术问题之一, AO系
统工作稳定性和校正能力与波前复原算法密切相

关, 国内外研究人员对此做了很多研究并提出了
多种算法, 主要有模式法、区域法、直接斜率法等
算法 [7], 直接斜率法因其省去了求波前误差的步
骤而成为应用最广泛的波前复原算法. 在AO系统
单元数较低的情况下, 直接斜率法可以较快的计
算出变形镜驱动器上所加的驱动电压. 但随着AO

系统规模的扩大, 波前处理的数据量急剧增大, 直
接斜率法波前复原算法所需的存储空间和计算时

间急剧增大 [8,9]. 为解决该问题, 美国夏威夷的大
望远镜自适应光学系统和欧洲南方天文台的多层

共轭自适应光学系统中应用迭代算法进行波前复

原 [10,11]. 迭代算法波前复原算法的运算复杂度和
所需存储空间与迭代矩阵和斜率响应矩阵的稀疏

度有直接关系, 迭代矩阵和斜率响应矩阵的稀疏度
越高, 迭代算法所需的存储空间越小, 运算复杂度
越低 [8,9,12]. 稀疏度定义为矩阵中零元素占矩阵总
元素的比例 [13]. AO系统中, 迭代矩阵和斜率响应
矩阵的稀疏度与系统参数密切相关, 因而研究系统
参数的选取对迭代法AO系统的影响很有必要. 本
文基于 613单元AO系统, 分析了变形镜高斯函数
指数对迭代矩阵和斜率响应矩阵稀疏度的影响, 研
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究了变形镜高斯函数指数对AO系统稳定性和校
正能力的影响, 给出了高斯函数指数的合理取值
范围.

2 迭代矩阵和斜率响应矩阵

AO系统中, 变形镜驱动器电压到哈特曼波前
传感器子孔径平均斜率之间的关系矩阵称为斜率

响应矩阵, 斜率响应矩阵的广义逆矩阵为传统波前
复原算法的复原矩阵, 斜率响应矩阵的转置矩阵与
斜率响应矩阵的乘积为迭代算法波前复原算法的

迭代矩阵. 本节以 613单元AO系统为例, 给出了
上述矩阵之间的关系.

图 1给出了 613单元AO系统的匹配关系, 其
中哈特曼波前传感器的子孔径呈正方形排布; 变形
镜中, 距离任意一个驱动器最近的六个驱动器呈六
边形排布; 外围圆圈表示AO系统光束口径.

图 1 613单元AO系统变形镜驱动器与哈特曼波前传感
器子孔径匹配关系图

Fig. 1. Matching relation of the 613-actuator de-
formable mirror and the sub-apertures of Shack-
Hartmann wavefront sensor.

AO系统中, 哈特曼波前传感器子孔径的平均
斜率量G与变形镜驱动器上所加电压V 呈线性关

系 [7]:

G = RxyV, (1)

矩阵Rxy为AO系统的斜率响应矩阵, 图 2给出了
613单元AO系统的斜率响应矩阵Rxy的非零元素

分布情况. 其中, 白色部分表示非零元素, 黑色部
分表示零元素. 由于Rxy中绝对值小于最大值百分

之一的元素对波前复原的影响可以忽略, 因而将这
部分元素按零元素处理. 可以看出 613单元AO系
统的Rxy是一个稀疏矩阵.

设 g为需要校正的波前像差斜率测量值, 运用
传统方法进行波前复原时, 复原关系表示如下:

v = R+
xyg, (2)

其中, R+
xy为传统波前复原算法的复原矩阵, 它是

矩阵Rxy的广义逆矩阵, ν为控制系统计算出需要
施加到变形镜驱动器上的电压. 图 3给出了运用传
统算法进行波前复原时的复原矩阵, 复原矩阵R+

xy

的黑色部分表示零元素, 白色部分表示非零元素,
可以看出 613单元AO系统的复原矩阵是一个非稀
疏矩阵.
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图 2 613单元AO系统斜率响应矩阵
Fig. 2. Slope response matrix of the 613-actuator AO
system.

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

100

200

300

400

500

600

图 3 613单元AO系统复原矩阵
Fig. 3. Reconstruction matrix of the 613-actuator AO
system.

当AO系统单元数较大时, 传统的复原方法运
算量较大, 现有的计算系统将难以满足大运算量的
要求, 因而我们运用迭代算法波前复原算法替代传
统波前复原算法, 复原关系如下:

RT
xyRxyv = RT

xyg, (3)

其中, RT
xy为矩阵Rxy的转置矩阵, RT

xyRxy为迭代

矩阵, v 和 g的定义与 (2)式相同. 从 (2)式和 (3)式
可以看出, 迭代算法波前复原算法通过迭代法求解
加到变形镜驱动器上的电压值 [13], 从而省去了对

094207-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 9 (2015) 094207

斜率响应矩阵Rxy求广义逆矩阵. 图 4给出了 613
单元AO系统迭代矩阵的非零元素分布情况, 其
中白色部分表示非零元素, 黑色部分表示零元素,
可以看出 613单元AO系统的迭代矩阵是一个稀疏
矩阵.
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图 4 613单元AO系统迭代矩阵
Fig. 4. Iterative matrix of the 613-actuator AO sys-
tem.

从 (2)式和 (3)式可得, 传统复原算法的运算复
杂度主要与复原矩阵R+

xy有关, 而迭代算法波前
复原算法的运算复杂度主要与迭代矩阵RT

xyRxy和

斜率响应矩阵Rxy有关. 从图 2、图 3和图 4可得,
613单元AO系统的斜率响应矩阵Rxy和迭代矩阵

RT
xyRxy中, 大部分元素为零, 而复原矩阵R+

xy是一

个非稀疏矩阵. 对于单元数较多的AO系统, 运用
迭代算法进行波前复原时, 应用稀疏矩阵向量乘的
技术, 可远远降低算法的运算量和所占的存储空
间 [14,15]. 迭代矩阵RT

xyRxy和斜率响应矩阵Rxy的

稀疏度越高, 两矩阵所占的存储空间就越小, 运用
迭代算法进行波前复原的运算复杂度也就越低.

3 高斯函数指数对迭代矩阵和斜率响
应矩阵稀疏度的影响

变形镜的面形影响函数一般近似为高斯或超

高斯函数 [12,16]:

Vi(x, y)

= exp[lnω(
√
(x− xi)2 + (y − yi)2/d)

α], (4)

其中Vi(x, y)为变形镜第 i个驱动器施加单位控制

电压后变形镜的面形影响函数, (xi, yi)为变形镜
上第 i个驱动器的位置, α为变形镜高斯函数指数,
ω为变形镜驱动器交连值, d为变形镜驱动器间距.

变形镜的面形可认为是各个驱动器加电压后产生

的面形的线性叠加.
基于 613单元AO系统, 设驱动器间距为归一

化间距, 具体间距根据实际系统而定, 变形镜驱动
器交连值为 0.09, 在 [0, 5]范围内按 0.1的抽样率选
取变形镜高斯函数指数 [12,16,17].

针对 613单元AO系统, 分析变形镜高斯函数
指数对迭代矩阵RT

xyRxy和斜率响应矩阵Rxy稀疏

度的影响. 图 5给出了迭代矩阵RT
xyRxy的稀疏度

随高斯函数指数变化的曲线, 图 6给出了斜率响应
矩阵Rxy的稀疏度随高斯函数指数变化的曲线. 从
图中可以得到以下结论: 迭代矩阵和斜率响应矩阵
的稀疏度随高斯函数指数的增大而增大, 即高斯函
数指数越大, 迭代矩阵和斜率响应矩阵越稀疏, 反
之亦然. 这是由于当高斯函数指数较小时, 驱动器
加单位电压时对整个镜面的影响范围较大, 高斯函
数指数较大时, 驱动器加单位电压时对镜面的影响
范围较小.
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图 5 高斯函数指数与迭代矩阵稀疏度的关系

Fig. 5. Influence of Gaussian function index on sparse-
ness of the iterative matrix.
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图 6 高斯函数指数与斜率响应矩阵稀疏度的关系

Fig. 6. Influence of Gaussian function index on sparse-
ness of the slope response matrix.
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为了清楚显示迭代矩阵和斜率响应矩阵的稀

疏度与高斯函数指数的关系, 图 7给出了它们的稀
疏度随高斯函数指数变化的曲线.
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/
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%

图 7 (网刊彩色)迭代矩阵与斜率响应矩阵稀疏度对比
Fig. 7. (color online) Comparison of sparseness be-
tween iterative matrix and slope response matrix.

从图 7可以看出, 迭代矩阵和斜率响应矩阵的
稀疏度随着高斯函数指数的增大呈增大趋势, 在
(0, 0.5)区间内, 两个矩阵的稀疏度增大幅度较为
明显, 当高斯函数指数大于 1时, 两矩阵稀疏度均
已超过 90%, 之后随高斯函数指数的增大, 迭代矩
阵和斜率响应矩阵的稀疏度增长较为缓慢.

综合图 5、图 6和图 7可得, 高斯函数指数越
大, 迭代矩阵和斜率响应矩阵的稀疏度越高, 迭代
算法的优势就会越明显. 因而在理想情况下, 高斯
函数指数越大越好, 但对于一个实际的AO系统,
变形镜高斯函数指数的取值范围还要根据系统的

拟合能力和系统的稳定性等多方面因素来确定.

4 613单元AO系统最优高斯函数指
数取值范围

由上一节分析可知, 高斯函数指数的大小对迭
代矩阵和斜率响应矩阵的稀疏度有直接影响, 而
AO系统的稳定性和校正能力与高斯函数指数的大
小直接相关.

4.1 高斯函数指数的大小对AO系统校正
能力的影响

AO系统的校正能力主要体现在校正后残余波
前RMS值的大小, 残余波前的RMS值越小, AO系

统的校正能力越好. 由于AO系统对高阶像差和低
阶像差的校正能力不同, 本节对 1到 65阶Zernike
像差分别进行校正, 研究AO系统对每一阶像差
的校正能力. 设各阶像差的初始RMS值均为 1
µm [18], 校正后残余波前的RMS值如图 8所示. 从
图中可以看出, 高斯函数指数取值在 0或 2.1附近
时, 变形镜对低阶像差的校正能力较好; 高斯函数
指数取值在 (1.5, 3) 区间内时, 变形镜对于高阶像
差的校正能力较好, 高斯函数指数取值过大或者过
小都会影响变形镜对高阶像差的校正效果.
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图 8 高斯函数指数和 Zernike阶次对残余波前RMS值
得影响 (µm)
Fig. 8. Influence of Gaussian function index and the
number of Zernike polynomials on RMS of residual
wavefront µm).

为了可以更清楚的显示高斯函数指数的取值

对低阶像差和高阶像差的校正能力的影响, 图 9给
出了高斯函数指数取不同值时, 变形镜对四组不同
Zernike像差校正效果的曲线. 从图中可以明显看
出, 高斯函数指数的取值在区间 (2.0, 2.4)内时, 变
形镜对低阶像差和高阶像差的综合校正能力最强.
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图 9 (网刊彩色)残余波前RMS值与高斯函数指数的关系
Fig. 9. (color online) Influence of Gaussian function
index on RMS of residual wavefront.
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4.2 高斯函数指数对大气湍流波前校正能

力的影响

上一小节分析了高斯函数指数对不同阶次

Zernike像差的校正能力, 但实际过程中, 需要校正
的像差既含低阶成分, 又含高阶成分, 因而本节就
变形镜对大气湍流像差的校正能力进行研究.

一般情况下, 大气湍流引起的像差符合Kol-
mognov统计规律 [18], 本节基于 613单元AO系统,
运用前 65阶Zernike多项式生成符合Kolmognov
统计规律的大气波前, 研究变形镜的校正能力, 如
图 10所示. 其中, 校正前大气湍流像差RMS值的
平均值为6.68 µm.
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图 10 校正后大气湍流波前RMS值与高斯函数指数的
关系 (500组结果均值)
Fig. 10. Influence of Gaussian function index on RMS
of residual wavefront induced by atmospheric turbu-
lence (the mean value of 500 groups).
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图 11 大气湍流波前 65阶Zernike像差分布 (500组结果
均值)
Fig. 11. The first 65 Zernike polynomial coefficients of
atmospheric turbulence induced wavefront (the mean
value of 500 groups).

从图 10可以看出, 变形镜对大气湍流波前的
校正效果与图 9中对低阶像差的校正效果类似, 当

高斯函数指数取值在区间 (0, 0.5)和 (1.9, 2.4)时,
变形镜的校正能力较好. 出现这种情况的主要原因
是符合Kolmognov统计规律的大气湍流像差中, 高
阶像差的分量较小, 低阶像差的分量较大. 图 11给
出了对应大气湍流像差前 65阶 zernike系数分布
图, 图中的结果为 500组结果的平均值. 可以看出
大气湍流像差中, 像差阶次越高, 像差分量相对
越小.

4.3 高斯函数指数对AO系统稳定性
的影响

AO系统是否能稳定工作的的一个重要判据
是斜率响应矩阵的矩阵条件数的大小. 斜率响应
矩阵的矩阵条件数越小, AO系统的稳定性越好.
图 12给出了斜率响应矩阵条件数随变形镜高斯函
数指数变化的曲线. 由于斜率响应矩阵条件数较大
时, AO系统几乎不能稳定工作, 而高斯函数指数过
小或者过大时, 斜率响应矩阵条件数过大, 因而在
作图时, 去除了高斯函数指数过小和过大的情况.
一般情况下, 斜率响应矩阵的条件数越小, AO系统
的工作稳定性越高. 从图 12中可以看出, 高斯函数
指数在区间 (0.5, 0.7)和 (1.7, 2.3)内时, 斜率响应
矩阵的条件数相对较小, AO系统可稳定工作.
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图 12 高斯函数指数与斜率响应矩阵条件数的关系曲线

Fig. 12. Influence of Gaussian function index on con-
dition number of slope response matrix.

综合以上分析, 对于一个特定的AO系统, 变
形镜高斯函数指数的取值有一个最优范围, 过大或
者过小都会影响AO系统的性能. 从图 12可得高
斯函数指数的取值区间为 (0.5, 0.7)和 (1.7, 2.3),根
据图 10得出的高斯函数指数的取值区间为 (0, 0.5)
和 (1.9, 2.4), 取交集可得高斯函数指数的取值区间
为 (1.9, 2.3), 再根据图 9和图 8所得出的高斯函数
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指数的取值区间 (2.0, 2.4), 可以得出, 高斯函数指
数的最优取值范围为 (2.0, 2.3). 综合迭代矩阵和斜
率响应矩阵的稀疏度, 在高斯函数指数的最优取值
范围内, 其值越大越好.

5 结 论

本文基于 613单元AO系统, 研究了变形镜高
斯函数指数对迭代矩阵和斜率响应矩阵稀疏度的

影响, 对AO系统稳定性和校正能力的影响, 并且
给出了高斯函数指数的最优取值范围. 研究结果显
示, 迭代矩阵和斜率响应矩阵的稀疏度随高斯函数
指数的增大而增大, 随之减小而减小. 针对 613单
元AO系统, 高斯函数指数的最优取值范围为 (2.0,
2.3), 并且当高斯函数指数为 2.3时, 迭代矩阵和斜
率响应矩阵的稀疏度达到最高. 本文仅给出了仿
真条件下高斯函数指数的取值范围, 实际AO系统
中, 还需结合变形镜的生产制造工艺等多方面因素
给出.

感谢中国科学院光电技术研究所的姜文汉院士对论文

工作的帮助与指导.
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Abstract
Among all kinds of wavefront reconstruction algorithms in adaptive optical systems, the standard and mostly used

algorithm is the direct gradient wavefront reconstruction algorithm. As the number of sub-apertures in Shack-Hartmann
wavefront sensor and the actuators for deformable mirror increases, the reconstruction matrix in direct gradient wavefront
reconstruction algorithm takes too much space and the number of multiplication in the algorithm increases sharply. So,
the iterative algorithm is adopted in wavefront reconstruction for the high-resolution adaptive optical system. The
number of multiplication and the required space of the iterative algorithm are directly related to the sparseness of both
iterative matrix and slope response matrix. In an adaptive optical system, the sparseness of these two matrixes is
connected with the system parameters. Therefore, it is necessary to study how to choose the proper parameters for an
adaptive optical system when it uses iterative wavefront reconstruction algorithm. In this paper, the sparseness of slope
response matrix and iterative matrix are analyzed based on a 613-actuator adaptive optical system. The influence of the
Gaussian function index of deformable mirror on the sparsenesses of slope response matrix, iterative matrix, stability
and correction qualities of the adaptive optical system are also studied under the condition of constant actuator spacing
and coupling coefficient. A larger Gaussian function index results in a lower sparseness of the slope response matrix
and the iterative matrix. Too large or too small a Gaussian function index will degrade the stability and the correction
quality of an adaptive optical system. Finally, the optimal range of the Gaussian function index is provided by balancing
the sparseness of slope response matrix, the correction quality, and the stability of the adaptive optical system.

Keywords: Gaussian function index, iterative matrix, slope response matrix, sparseness
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