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利用Lagrange方程得到了次Bjerknes力作用下气泡的体积振动方程, 并探讨了次Bjerknes力作用下不
同参数对气泡体积振动振幅和振动初相位的影响, 研究了振动初相位差为π和 0的气泡对在液体中形成的散
射声场特征. 结果表明: 次Bjerknes作用力下, 相邻气泡半径、气泡间距、多方指数均能影响气泡的体积振动
振幅, 气泡对的均衡半径、气泡间距和驱动频率则对气泡振动初相位产生明显影响; 相距很近、相位相差为π
的两个气泡的散射声压与气泡体积振动振幅、气泡间距、驱动频率和振动初相位有关, 随声场距离成反比减
小, 与声场位置有关, 其平均散射声功率是单个孤立气泡的 1

6
(kd12)

2; 半径相同、相距很近、相位相同的两个
气泡的散射声压与气泡振动初相位、体积振动振幅、气泡间距、驱动频率有关, 随声场距离成反比减小, 其平均
散射声功率是单个孤立气泡的 4倍.

关键词: 次Bjerknes力, 体积振动振幅, 振动初相位, 散射
PACS: 43.20.+g, 43.35.+d, 47.55.dd DOI: 10.7498/aps.65.014301

1 引 言

液体中的气泡会对声波产生散射, 例如海洋中
气泡云、超声造影剂等. Carstensen和Foldy [1]的

实验表明: 含气泡液体比起不含气泡的液体具有更
高的声阻尼特性, 正如那些广泛散布在液体中的气
泡, 体积非常小以至于不可见, 也能拥有一个相当
的声场效应; 当大量的小气泡出现时, 液体将接近
于不透明的声场, 液体中的小杂质, 例如悬浮粒子,
与由气泡引起的衰减相比可以忽略不计. 因此, 在
水下声场中, 气泡是一个相当重要的因素. 关于水
中气泡对声波的耗散、散射, 已有许多学者进行了
研究 [2−19]. Flynn [9]研究了热传导、声散射对气泡

振动的影响; 钱祖文 [10]研究了气泡群的多次散射

问题; Ye [15]研究了造影气泡的散射和对声波的衰

减, 他发现当频率高于共振频率时, 通过造影气泡
的散射能够使液体高度各向异性; Kapodistrias和
Dahl [18]用实验方法研究了中心频率为 120 kHz的

5个循环脉冲下未饱和水中溶解的单气泡对声场的
散射, 实验结果和理论结果符合得较好; Church [19]

利用等效媒质法研究了气泡参数变化对其散射特

性的影响. 这些研究的前提条件是: 忽略气泡之
间的相互作用, 认为气泡之间无相互作用力. 但
是研究表明: 声波在含气泡液体的传播中, 必须
考虑气泡间的相互作用力, 特别是液体中含气量
较高时 [20−22]. 综上所述, 一定条件下气泡之间的
相互作用力将对声场产生重要影响. 由于声场作
用使得相邻气泡之间出现的相互作用力也称为次

Bjerknes力, 是由于驱动声场作用于气泡引起气泡
振动, 而使得相邻气泡之间产生的相互吸引或排
斥 [21]. 次Bjerknes力的作用下, 会使液体中的气
泡产生不同于孤立气泡的声学现象 [20−24]. 本文
研究了次Bjerknes力作用下的气泡的体积振动, 讨
论了次Bjerknes 力对气泡体积振动振幅和振动相
位的影响, 并研究了次Bjerknes力作用下两个气泡
在液体中的散射声场、平均散射声功率, 并将结果
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与单个气泡的散射声场做了比较. 结果表明, 次
Bjerknes力能够对气泡的散射声场产生较大影响.
本文结果为液体中存在相互作用的气泡群的振动

和对声场的散射提供了理论基础.

2 次Bjerknes力作用下气泡体积振动
方程

1959年, Devin [2]利用Lagrange方程推导了孤
立气泡在绝热过程中的体积振动方程:

ρ/(4πR0)v̈ + bv̈ +
γP0

V0
v = −PA ejωt, (1)

式中, v为气泡体积改变量; R0为气泡均衡半径;
PA为驱动声场声压幅值; ρ为液体密度; ω为驱动
声场的角频率; V0为气泡的初始体积; γ为气泡内
气体的等压热容量与等容热容量之比; b 为耗散

系数,

b =
δ
√
3γρP 0

4πR2
0

, (2)

δ为阻尼常数. (1)式是很多单泡理论的基础公式,
很多声学工作者在 (1)式的理论基础上开展了空化
理论的研究, 得到了很多重要结论 [10,20]. 为了研究
次Bjerknes力对气泡体积振动的影响, 考虑两个相
距d12的气泡 1, 2, 其均衡半径分别为R10 和R20,
由于每个气泡都可以看作一个振动系统, 如果体积
改变量较小, 可以用一个二次线性微分方程来描述
气泡系统的振动. 假设液体为不可压缩液体, 气泡
的Lagrange方程可以表示为如下形式:( d

dt

)(∂L
∂v̇

)
− ∂L

∂v
+ bv̇

= −
[
PA ejω(t−R0/c) + Prad

]
, (3)

(3)式中L为含气泡液体系统的拉格朗日函数, 定
义为含气泡液体系统的势能减去系统的动能, Prad

为相邻气泡振动所产生的声压, c为液体中的声速,
v̇代表 v对时间做一阶微分. 由于气泡 i做体积振

动, 引起液体中任一距气泡 i中心 r处的液体质点

的振动速率为 [22]

ui =
v̇i

4πr2
; (4)

气泡 i做体积振动在液体中产生的压强 [9]为

Prad =
ρ

4πr
v̈. (5)

如果液体中只有两个气泡, 且不考虑液体的表面张
力, 整个含气泡液体系统的势能等于压缩两个气泡

所做的功,

Ep=−
∫ v1

0

(P1−P0)dv1−
∫ v2

0

(P2−P0)dv2, (6)

式中, Ep为系统的势能; v1, v2分别为气泡 1, 2的
体积改变量; P1, P2分别为气泡 1, 2表面的瞬时压
强 [2]. 如果考虑液体的表面张力, 沿用Devin 的推
导方法, 可得系统的势能为

Ep =
nP0

2V10

(
1 +

2σ

P0R10
− 2σ

3nP0R10

)
v21

+
nP0

2V20

(
1 +

2σ

P0R20
− 2σ

3nP0R20

)
v22 . (7)

当液体中只有两个气泡时, 液体中任一点
(图 1 )的振速可表示为

u = u1 + u2 =
v̇1

4πr21
+

v̇2
4πr22

. (8)

P
d12

r1

r2

2

θ

r



图 1 两个做体积振动的气泡在声场中的相对位置

Fig. 1. Relative positions of interacting bubbles.

系统的动能可表示为

Ek =
1

2
ρ

∫
u24πr2i dri. (9)

将 (7), (9)式分别代入 (3)式并做相应的微分, 可分
别得气泡1, 2的体积振动方程:( ρ

4πR10
+

ρ

8πd12

R10

R20

)
v̈1 + bv̇1

+
nP0

V10

(
1 +

2σ

P0R10
− 2σ

3nP0R10

)
v1

= − PA ejω(t−R10/c) − ρ

4πd12
v̈2, (10)( ρ

4πR20
+

ρ

8πd12

R20

R10

)
v̈2 + bv̇2

+
nP0

V20

(
1 +

2σ

P0R20
− 2σ

3nP0R20

)
v2

= − PA ejω(t−R20/c) − ρ

4πd12
v̈1. (11)

与无相互作用的单泡体积方程 (1)相比, 有相
互作用的单泡方程多出一个修正项, 对于气泡 1来
说, 修正项为 ρ

8πd12

R20

R10
, 也就是说次Bjerknes力

的作用体现在这个修正因子上. 当两个气泡之间距
离过大时, 次Bjerknes力可忽略不计, (10), (11)式
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便恢复到 Devin的单泡体积振动方程 (1). 微分方
程 (10)和 (11)的解为

v1 =
P ′

A1√
ω2b2 +

( ρ

4πR10
+

ρ

8πd12

R20

R10

)2

(ω2
10 − ω2)2

× ej[ω(t−R10/c)−φ1], (12)

v2 =
P ′

A2√
ω2b2 +

( ρ

4πR20
+

ρ

8πd12

R10

R20

)2

(ω2
20 − ω2)2

× ej[ω(t−R20/c)−φ2], (13)

式中, φ1和φ2为气泡 1, 2的振动初相位; P ′
A1和

P ′
A2分别为气泡1, 2的合成声压振幅; ω10和ω20分

别为气泡 1, 2的共振圆频率. 令 v′1, v′2 为气泡 1, 2
的体积振动振幅, 可得

v′1 =
P ′

A1√
ω2b2+

( ρ

4πR10
+

ρ

8πd12

R20

R10

)2

(ω2
10−ω2)2

,

tgφ1 =
ωb( ρ

4πR10
+

ρ

8πd12

R20

R10

)
(ω2

10 − ω2)

,

v′2 =
P ′

A2√
ω2b2+

( ρ

4πR20
+

ρ

8πd12

R10

R20

)2

(ω2
20−ω2)2

,

tgφ2 =
ωb( ρ

4πR20
+

ρ

8πd12

R10

R20

)
(ω2

10 − ω2)
,

ω2
10 =

nP0

V10

(
1+

2σ

P0R10
− 2σ

3nP0R10

)
ρ

4πR10
+

ρ

8πd12

R20

R10

,

ω2
20 =

nP0

V20

(
1+

2σ

P0R20
− 2σ

3nP0R20

)
ρ

4πR20
+

ρ

8πd12

R10

R20

. (14)

3 次Bjerknes力对气泡体积振动的
影响

3.1 次Bjerknes力对气泡体积振动振幅
的影响

为了研究声场下次Bjerknes力对大气泡的
体积振动的影响, 对 (12)式进行数值模拟. 模
拟条件为: 气泡 1的均衡半径R10 = 50 µm,
ρ = 1000 kg/m3, δ = 0.1, σ = 0.0725 N/m,
n = 1.33, P0 = 1.05 × 105 Pa, 驱动声场压强振
幅PA = 1.5×105 Pa (图 2 —图 11的模拟条件均采

用以上参数). 从图 2和图 3可以看出, 在气泡 1均
衡半径一定的情况下, 两个气泡之间的距离、气泡2
的均衡半径的变化均能引起气泡1体积振动振幅的
改变, 原因是上述两者的改变能够引起次Bjerknes
力的改变, 而次Bjerknes力的改变会引起气泡体积
的改变. 在上述模拟条件下, 气泡间距越小, 气泡 2
半径越大, 气泡1体积振动振幅越大.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
-5

-4
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R20=50 mm
R20=100 mm
R20=150 mm

t/10-5 s

v
/
1
0

-
1
3
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3

图 2 (网刊彩色) 气泡 1体积改变量和R20的关系

Fig. 2. (color online) Relationship between volume
change of bubble 1 and R20.
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图 3 (网刊彩色) 气泡 1体积改变量和 d12的关系

Fig. 3. (color online) Relationship between volume
change of bubble 1 and d12.

图 4是R10 = 50 µm, R20 = 100 µm, d12 =

200 µm条件下, 不同n值对气泡1体积改变量的影
响. n值不同, 代表不同的热力学过程. 从图 4可以
看出, 不同的热力学过程对气泡体积改变量会产生
较大影响, n = 1代表等温过程, n = 1.4代表绝热

过程, n = 1.8代表既非等温又非绝热的一般过程.
在不同的热力学过程中, 能量转换是不一样的, 所
以不同的热力学过程使得最终气泡体积振动的振

幅存在较大差异.
图 5是R10 = 50 µm, R20 = 100 µm, d12 =

200 µm条件下, 气泡1的体积改变量随驱动频率的
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变化关系. 可以看出, 不同的驱动频率会影响单个
气泡振动的体积振动振幅, 驱动频率越大, 同样条
件下气泡间的次Bjerknes力就越大, 相应的气泡 1
的体积振动振幅越大.

t/10-5 s

0 1 2 3 4 5
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-4

-2

0
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n/⊲

n/⊲
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1
0

-
1
3
 m

3

图 4 (网刊彩色) 气泡 1体积改变量和 n的关系

Fig. 4. (color online) Relationship between volume
change of bubble 1 and n.

t/10-5s

0 1 2 3 4 5 6
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

v
/
1
0

-
1
2
 m

3

f=80000 Hz

f=20000 Hzf=40000 Hz

图 5 (网刊彩色) 气泡 1体积改变量和驱动频率的关系
Fig. 5. (color online) Relationship between volume
change of bubble 1 and frequency.

3.2 次Bjerknes力对气泡振动初相位
的影响

次Bjerknes力对气泡振动的影响很大一部分
体现在对气泡振动初相位的影响上, 对于无相互
作用的孤立气泡而言, 当驱动频率一定时, 其振
动初相位为常数, 对于存在相互作用力的气泡而
言, 气泡的振动初相位会随着气泡间距、相邻气
泡的均衡半径而发生变化. 图 6是R10 = 100 µm,
f = 40 kHz的条件下,气泡1的初相位φ1随气泡间

距和气泡2的均衡半径的变化. 可以看出,在气泡2
均衡半径一定的情况下, 气泡 1的初相位随着气泡
间距逐渐减小. 这是因为气泡间距越大, 气泡间的

相互作用力越小, 气泡的振动初相位越接近于孤立
气泡的振动初相位. 当两个气泡间距一定时, 气泡
2半径越大, 气泡1的振动初相位越大. 相邻气泡的
均衡半径越大, 其作为次级辐射声源对气泡 1影响
越大, 使得气泡 1的共振频率减小, 从而使得气泡 1
的振动初相位增加. 同样, 气泡的振动初相位也会
随声场驱动频率而发生改变, 当驱动频率等于气泡
共振频率时, 振动初相位发生突变. 从图 7的模拟
结果中可以看到, 气泡之间的次Bjerknes力会使得
气泡的共振频率减小, 这也与文献 [10, 24]的结论
一致.
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图 6 (网刊彩色) 气泡 1振动初相位φ1和 d12的关系

Fig. 6. (color online) Relationship between pulsation
initial phase φ1 of bubble 1 and d12.
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图 7 (网刊彩色) 气泡 1振动初相位φ1和驱动频率的关系

Fig. 7. (color online) Relationship between pulsation
initial phase φ1 of bubble 1 and frequency.

4 次Bjerknes力下两个气泡的散射
声场

气泡之间的相互作用会影响单个气泡的振动

状态和散射声场, 多个气泡散射声场的计算是非常
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复杂的, 它取决于各个气泡的振动状态、均衡半径、
振动初相位和气泡之间的距离等因素. 为了计算
简单, 只计算两个气泡振动相位差为π和 0这两种
情况.

4.1 振动相位相差π的气泡对的散射声场

两个气泡均衡半径分别为R10和R20, 振动相
位差为π, 假设气泡1的振动初相位为φ1, 则气泡 2
的相位为φ1−π, 如果两个气泡相距很近且R10和

R20相差不大, 那么对于远场P点 (图 1 )而言, 其
散射声压为

Py =
ρ

4πr1
v̈1 +

ρ

4πr2
v̈2

≈ jρv′1ω3d12 ej[ω(t− r
c )−φ1]

4πrc
cos θ, (15)

(15)式中 θ角和 r如图 1所示. 从 (15)式可以看出,
相位相差π的两个气泡的散射声压随距离成反比

减小, 而且散射声场与 θ角有关, 会随着 θ角的不同

出现散射声压极大值和极小值. 为了计算两个相
位差为π的气泡的散射声能量, 先计算它们的声强.
两个气泡的散射声强为

Iy =
1

T

∫ T

0

Re(P )Re(u), (16)

(16)式中的Re表示取实部, u为液体中质点的振

速, 可由 (4), (5)和 (15)式联立解得

uy = −v′1ω
3d12 cos θ
4πrc2

(
1 +

c

jrω

)
ej[ω(t− r

c )−φ1].

(17)

将 (15)和 (17)式代入 (16)式, 可得两个相距d12、相

位差为π的气泡做体积振动时, 其散射声强为

Iy =
ρv

′2
1 ω6d212

32π2r2c3
cos(2φ1)cos2θ, (18)

散射声功率为

wsy =

∫∫
IydS =

ρv′
2
1ω

6d212
24πc3

cos(2φ1). (19)

4.2 均衡半径相同、振动初相位相同的气泡

对的散射声场

如果两个气泡均衡半径相同、振动初相位相同

为φ1, 对于远场P点的声压为

P =
ρ

4πr1
v̈1 +

ρ

4πr2
v̈2

= − ρv′1ω
2 ej[ω(t− r

c )−φ1]

2πr
cos

(ωd12
2c

cos θ
)
. (20)

在这种情况下, 远场声压的表达式比较复杂, 只能
分情况讨论. 如果两个气泡之间距离非常小, 使得
ωd12
2c

≪ 1, 则 (20)式可化简为

P = −ρv′1ω
2

2πr
ej[ω(t− r

c )−φ1]. (21)

从 (21)式可以看出, 对于半径相同、同相位振
动、相距很近的两个小气泡的散射声场而言, 声压
只与距离声场的位置成反比, 在这种条件下, 两个
气泡之间的次Bjerknes力为吸引力, 使得两个小气
泡在振动过程中同步振动, 产生的散射声压无干
扰, 声压振幅加倍.

将 (21)式联立 (4), (5)式, 可求得液体中任一
点的振速为

u = −v′1ω
2

2πrc

(
1 +

c

jrω

)
ej[w(t− r

c )−φ1]. (22)

两个半径相同、振动相位相同、相距很近的小气泡

做体积振动的散射声功率为

wst =

∫∫
IdS =

ρv′
2
1ω

4

2πc
cos(2φ1). (23)

4.3 次Bjerknes力对气泡散射声场的影响

为了研究次Bjerknes力对气泡散射、散射能量
的影响, 可以将气泡对的散射声场与孤立气泡做一
对比. 假设一个半径为R10 (与气泡对半径相同)、
振动初相位为φ0的孤立气泡在圆频率为ω的声场

中做体积振动, 所产生的压强为

P = −ρv′1ω
2

4πr
ej[w(t− r

c )−φ0]. (24)

(24)式中φ0是均衡半径为R10的孤立气泡振动时

的初相位角, 其表达式如下:

φ0 =

arctg

 ωb
nP0

V10

(
1+

2σ

P0R10
− 2σ

3nP0R10

)
−ω2

ρ

4πR10

 .

(25)
半径相近、振动相位相差π、相距很近的气泡

对在相同的驱动频率、相同的位置上产生的压强与

孤立气泡产生的压强之比为
Py

P
= − jωd12

c
ej(φ0−φ1) cos θ. (26)

半径为R10、振动相位相同、相距很近的气泡对

在相同的驱动频率、相同的位置上产生的压强与孤

立气泡产生的压强之比为
Pt

P
= 2 ej(φ0−φ1). (27)
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图 8是半径相近、振动相位差为π的气泡对在
声场中 θ = 0, r位置处的Py/P随小距离气泡间距

(200 µm 6 d12 6 1000 µm)的变化. 可以看出, 两
个振动相位相差为π的气泡在声场中振动, 气泡振
动状态相反, 一个压缩, 一个扩张, 气泡之间的作
用力为排斥力, 所形成的正压相区和负压相区相
互抵消, 散射声压与单个孤立气泡相比, 几乎为零,
如图 8中黑色曲线所示, 驱动频率为 40 kHz的声
场中, 气泡的共振尺寸为 100 µm. 因此, 半径分别
为 90 µm, 80 µm的一对气泡, 其散射声压是单个
孤立气泡的 1/100左右. 从图 8中红色曲线可以看
出, 当气泡对的半径分别为 100 µm, 90 µm时, 其
散射声压是单个孤立气泡的 1/25 左右, 并且在气
泡间距为 333.8 µm处出现正负声压的突变. 这说
明次Bjerknes力是排斥力, 会抑制气泡对声场的散
射, 抑制程度与气泡对的半径、驱动声场的频率和
气泡间距有关. 在随气泡间距的变化中, 当气泡对
的共振频率大于 (小于)驱动频率时, Py/P ≈ 0; 当
气泡对在某个气泡间距下的共振频率等于驱动频

率时, 则在气泡对发生共振时, 次Bjerknes力发生
突变, 使得散射声压出现正负声压的突变.
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图 8 (网刊彩色) Py/P 与 d12的关系

Fig. 8. (color online) The curves of Py/P and d12.

图 9给出的是频率与Py/P的关系, 模拟条件
为d12 = 500 µm. 从图 9可以看出, 半径相近、振
动相位为π的气泡对的散射声压随驱动频率的

变化分为三个区域. 以R10 = 100 µm的一对气
泡为例, 气泡 1在d12 = 500 µm处的共振频率为
fd = 40.890 kHz, 而同样半径的孤立气泡的共振
频率为 fs = 42.891 kHz. 所以, 当驱动频率远小于
气泡对的共振频率 (20 kHz < f < 40.89 kHz)时,
Py/P < 0且趋于 0; 当驱动频率位于气泡对共振
频率与孤立气泡共振频率之间 (40.89 kHz < f <

42.891 kHz)时, Py/P > 0; 当驱动频率大于孤立气
泡共振频率 (f > 42.891 kHz)时, Py/P < 0.

综合图 8和图 9可以得出以下结论: 半径相同、
振动相位相差为π的气泡对, 其在液体中某点的散
射声压与孤立气泡在该点的散射声压截然不同, 气
泡之间的相互作用力能够明显影响气泡对的散射

声压, 影响因素取决于气泡对的半径、气泡间距和
驱动频率. 若驱动频率 f > fd > fs或 f < fd < fs

时, Py/P ≈ 0, 当 fd > f > fs时, Py/P > 0; 驱
动频率等于共振频率时, 则为正、负声压的突变点,
Py/P的绝对值取决于气泡对的均衡半径. 其原因
为: 当驱动声压接近气泡对和孤立气泡的共振频率
时, 会引起气泡的共振, 引起次Bjerknes力的突变,
使得气泡的振动相位差从π变为−π, 从而使得散
射声压从负值迅速转变为正值.
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图 9 (网刊彩色) Py/P 与驱动频率的关系

Fig. 9. (color online) The curves of Py/P and fre-
quency.
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Fig. 10. (color online) The curves of Pt/P and d12.

图 10和图 11分别是半径相同、振动相位相同
的气泡对在声场中 θ = 0, r位置处的散射声压与
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同样条件下的孤立气泡在声场中散射声压的比值

Pt/P随气泡间距、驱动频率的变化, 图中模拟参数
同上. 通过数据分析可以看出, 均衡半径相同、振动
相位相同、相距很近的气泡对在声场中振动时, 气
泡之间的次Bjerknes力始终为吸引力, 使得散射声
压与孤立气泡相比, Pt/P ≈ 2, 这说明气泡之间的
吸引力能够明显改变气泡对的散射声压, 影响因素
仍然取决于气泡对的半径、气泡间距和驱动频率.
驱动频率 f > fd > fs或 f < fd < fs时, Pt/P ≈ 2;
当驱动频率 fd > f > fs时, Pt/P < 0; 当 fd = f

时, 次Bjerknes的突变使得两个气泡的振动初相位
从φ1变为−φ1, 两个气泡的振动状态从收缩迅速
变为扩张, 从而使得散射声压从正值迅速转变为
负值.
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图 11 (网刊彩色) Pt/P 与驱动频率的关系

Fig. 11. (color online) The curves of Pt/P and fre-
quency.

半径为R10的孤立气泡引起液体中任一点的

振速为

u1 = −v′1ω
2

4πrc

(
1 +

c

jrω ) ej[w(t− r
c )−φ0]. (28)

散射功率按照上面的方法计算得

wsd =

∫∫
IdS =

ρv′
2
1ω

4

8πc
cos(2φ0). (29)

在一定的驱动频率下, 考虑次Bjerknes力后,
两个气泡的散射功率 (一组相位相差为π, 另一组
相位相同)与相同半径的孤立气泡的散射功率的比
值计算如下:

wsy
wsd

≈ ω2d212
6c2

=
1

6
(kd12)

2, (30)

wst
wsd

≈ 4. (31)

(30)式中, k为声波波数. 从 (30)式可以看出, 当
两个气泡之间相位相差为π时, 两个气泡振动状态

正好相反, 一个在扩张, 一个在压缩, 两个气泡之
间的次Bjerknes力为排斥力, 在这种情况下, 两个
气泡的散射功率比起单个孤立气泡来说明显减小

(kd12 < 1); 从 (31)式可以看出, 当两个气泡之间振
动相位相同时, 两个气泡之间振动同步, 振动状态
相同, 两个气泡之间的次Bjerknes力为吸引力, 在
这种情况下, 两个气泡的散射功率比单个孤立气泡
来说增加了4倍.

5 结 论

含气泡液体中, 空化的发生大多是以多个气泡
和气泡云的形式出现, 因此, 气泡之间的相互作用
使得泡群中气泡的动力学特征和气泡的散射声场

明显不同于孤立气泡. 本文通过Lagrange方程, 得
到了气泡在次Bjerknes作用力下的体积振动方程
的普遍表达式, 通过数值模拟发现气泡之间的次
Bjerknes力对气泡体积振动振幅和初相位均有影
响. 次Bjerknes力作用下, 不同的热力学过程、相
邻气泡均衡半径、气泡间距、驱动频率的改变都会

引起气泡体积振动振幅和初相位的改变.
次Bjerknes力对气泡的散射声场产生较大影

响, 相距很近、振动相位差为π的两个气泡在液体
中的散射声压与气泡间距、振动初相位、驱动频率

有关,随声场距离成反比减小,并具有指向性. 某一
点的散射声压与孤立气泡的散射声压相比, 若气泡
对的共振频率大于 (小于)驱动频率, 则Py/P ≈ 0;
若气泡对的共振频率等于驱动频率, 则在气泡对共
振时, 次Bjerknes 从排斥力转变为吸引力, 使得气
泡对的相位差从π变为−π, 散射声场出现正、负声
压的突变.

均衡半径相同、振动相位相同、相距很近的两

个气泡, 其散射声压与气泡间距、振动相位有关, 随
声场距离成反比减小; 若气泡对的共振频率大于
(小于)驱动频率, 则Pt/P ≈ 2; 若气泡对的共振频
率等于驱动频率, 则在气泡对共振时, 每个气泡的
初相位从φ1变为−φ1, 使散射声压出现突变.

次Bjerknes力对气泡的散射声功率产生较大
影响, 若气泡对的均衡半径相近, 气泡间距很小, 振
动相位差为π, 其平均散射声功率是单个孤立气泡
的平均散射声功率的

1

6
(kd12)

2; 若气泡对的均衡半
径相同, 气泡间距很小, 振动相位相同, 其平均散射
声功率是单个孤立气泡的平均散射声功率的4倍.

通过上面的讨论可以看出, 当两个气泡之间
相距较近时, 必须考虑两个气泡之间的次Bjerknes
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力, 它会对气泡的振动和声波的传播产生很大影
响, 在含有大量气泡的液体中, 我们也可以考虑控
制气泡的均衡半径、气泡间距、驱动频率等因素来

改变液体中气泡对声波的散射.

感谢王成会副教授的讨论.
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Abstract
The interaction of bubbles must be taken into consideration in the investigation of sound wave in the liquid containing

gas bubbles, particularly in the case where the gas content is high. The force between two air bubbles due to the secondary
sound fields radiated by the bubbles is called the secondary Bjerknes force, which makes the dynamics and scattering
of bubbles different from a single bubble’s. In order to investigate the influence of secondary Bjerknes force on bubbles’
pulsation and scattering, we obtain the universal expression of bubbles’ pulsation under the secondary Bjerknes force
by Lagrange’s equation. The influences on volume amplitude and initial phase of different parameter under the second
Bjerknes force are discussed, and the scattering of bubbles with phase differences of π and 0 is studied. The results show
that the radius of neighbouring bubble, distance between two bubbles, polytropic coefficient and the phase can change
the volume amplitude of pulsation under the secondary Bjerknes force. The mean radius of bubbles, distance and the
frequency of sound have a significant effect on initial phase; the scattering of two bubbles of small distance and phase
difference of π is directional and decreases with distance r, which is related to the volume amplitude, initial phase and
distance between two bubbles. The mean scattering power of bubble pairs of phase difference π is 1

6
(kd12)

2 of single
bubble’s. The scattering of two bubbles with small distance and same phase also decreases with the distance r and
relates to the volume amplitude, initial phase and distance between two bubbles. The mean scattering power of bubble
pairs of same phase is 4 times as bigger as the mean scattering power of single bubble. It is expected that the mean
radiuses, driving frequency and distance between bubbles can be used to change the scattering of bubbles.
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