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一维非线性声波传播特性∗
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针对一维非线性声波的传播问题进行了有限元仿真和实验研究. 首先推导了一维非线性声波方程的有限
元形式, 含有高阶矩阵的非线性项导致声波具有波形畸变、谐波滋生、基频信号能量向高次谐波传递等非线性
特性. 编制有限元程序对一维非线性声波进行了计算并对仿真得到的畸变非线性声波信号进行处理, 分析其
传播性质和物理意义. 为验证有限元计算结果, 开展了水中的非线性声波传播的实验研究, 得到了不同输入
信号幅度激励下和不同传播距离的畸变非线性声波信号. 然后对基波和二次谐波的传播性质进行详细讨论,
分析了二次谐波幅度与传播距离和输入信号幅度的变化关系及其意义, 拟合出二次谐波幅度随传播距离变化
的方程并阐述了拟合方程的物理意义. 结果表明, 数值仿真信号及其频谱均与实验结果有较好的一致性, 证
实计算方法和结果的正确性, 并提出了具有一定物理意义的二次谐波随传播距离变化的简单数学关系. 最后
还对固体中的非线性声波传播性质进行了初步探讨. 本研究工作可为流体介质中的非线性声传播问题提供理
论和实验依据.

关键词: 非线性声波, 二次谐波, 有限元
PACS: 43.25.–x, 43.58.Ry DOI: 10.7498/aps.65.104301

1 引 言

有限振幅波动等非线性强声问题在军事、工

业、农业、生物医学等许多方面都有相应的应用研

究, 内容包括次声武器、机场驱鸟、工业吹灰、生物
组织谐波成像、非线性超声检测甚至人工降雨等不

同范畴. 但人们对这一非线性问题的理论研究和认
识还十分不足. 人们对Euler得到的流体中的非线
性声波方程研究后发现, 非线性声波的振动和传播
特征与线性声波有明显不同 [1−3]. 一些科学家对此
类非线性声波方程进行计算并得到了一维非线性

声波的解析解 [4,5],但对于更复杂的高维问题,人们
暂时还没有更好的研究方法.

一维非线性波动方程形式上相对简单, 虽然科
学家们通过不同的方式获得了多种形式的解析解,
但却只适用于不同的情况. Blackstock通过数学方

法将Fubini解和Fay解联系起来得到了更普遍的
解, 但它的物理意义并没有得到很好的诠释. 摄动
法是解决非线性问题中常用的方法之一, 但利用摄
动法对此方程进行展开时 [6]只能展开少数几项, 这
导致该方程的摄动解只在相关区域才具有相应的

精度. 有关此类非线性方程的理论与数值模拟研究
相对少见, 一些商业数值计算 (有限元)软件中没有
适合的偏微分方程形式可以选择, 并且由于非线性
的有限元计算易引起数值发散, 所以难以得到满意
的结果. 同时, 利用软件求解不利于对物理问题的
深入理解. 这些困难限制了人们对非线性声波传播
性质的认识.

本文从一维非线性纵波方程出发, 推导出该方
程的有限元形式, 得到的方程中的非线性项内包括
三阶矩阵系数, 所以方程的求解相对复杂. 非线性
项显示数值仿真的非线性声波具有波形畸变、谐波
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滋生等性质. 另外, 本文还对二次谐波的传播性质
进行了研究. 并将数值仿真结果与实验对比, 两者
有良好的一致性, 对发现和理解非线性声波的传播
特性有一定帮助, 可为此类非线性问题的深入研究
提供依据.

2 一维非线性声波的有限元理论

不同坐标 (拉格朗日坐标和欧拉坐标, 也可称
物质坐标和空间坐标)下流体中的非线性声波方程
有着不同的形式, 其中物质坐标下的平面波方程相
对简单, 较容易利用有限元法进行计算, 其方程可
写作 [3,5]

∂2u

∂t2
=

c2

(1 + ∂u/∂x)B/A+2

∂2u

∂x2
, (1)

其 中B/A被 称 为 非 线 性 参 数, 将 (1 +

∂u/∂x)−B/A−2作泰勒级数展开并只取前两项:

(1 + ∂u/∂x)−B/A−2 = 1− (B/A+ 2)
∂u

∂x
+ . . . .

(2)

将 (2)式代入方程 (1)即可得到
∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
− c2β

∂u

∂x

∂2u

∂x2
= 0, (3)

其中 c为声波的传播速度, u为质点的振动位移, x,
t分别表示质点坐标和时间, β = −(B/A+ 2) 为介

质的非线性系数, 与介质属性有关. 方程 (3)和各
向同性固体中的一维纵波非线性声波方程形式完

全一致, 需要说明的是固体中定义的非线性系数与
流体中并不相同, 数值上相差一倍 [3,7,8].

对方程 (3)进行研究, 可以得到非线性声波的
传播特性, 设初始条件和边界条件分别为

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, x ∈ [0, L]. (4a)
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= f(t),
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0, (4b)

L为计算区域长度, f为声源. 边界条件实际为与
压强 (或应力)有关的函数, 根据加权余量法, 非线
性方程 (3)可等效为∫ L

0

v
( 1

c2
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− β

∂2u

∂x2

∂u

∂x

)
dx = 0. (5)

v是权函数, 对x偏导的部分运用分部积分法展开

并将右侧设置为自由边界 (∂u/∂x = 0), 这样方程
(5)可改写为∫ L

0

1

c2
∂2u

∂t2
vdx+

∫ L

0

∂u

∂x

∂v

∂x
dx

+
1

2

∫ L

0

β
(∂u
∂x

)2 ∂v

∂x
dx

= −
(∂u
∂x

v
)∣∣∣

x=0
− 1

2
β
(∂u
∂x

)2

v
∣∣∣
x=0

. (6)

将 [0, L]的区域划分为n个单元进行计算, 共有
n+ 1个节点, 对于一维单元, 每个节点只有一个自
由度, 为位移ui, 是时间的函数. 声源设置在左侧
节点处 (编号为1), 最右侧节点 (编号n+ 1)为自由
边界. 只考虑声波在右侧发生反射之前的声场. 为
简单起见, 位移可以用一维拉格朗日插值来表示:

u =

n+1∑
i=1

Niui, (7)

其中

Ni =



0, x < xi−1,
x− xi−1

li−1
, xi−1 < x < xi,

li − (x− xi)

li
, xi < x < xi+1,

0, x > xi+1

为节点 i对应的单元插值函数, xi为节点 i的坐

标, li为第 i个单元的长度, 为简单起见, 令所有
单元长度均为 l, 并取权函数为位移插值函数, 即
vj = Nj

[9].
将边界条件、权函数和形函数代入方程 (6), 由

于共有n+ 1个权函数, 可得方程组:∫ L

0

1

c2
Nj

n+1∑
i=1

Ni
∂2ui

∂t2
dx

+

∫ L

0

∂Nj

∂x

n+1∑
i=1

∂Ni

∂x
uidx

+
1

2

∫ L

0

β
∂Nj

∂x

( n+1∑
i=1

∂Ni

∂x
ui

)2

dx

= − f(t)Nj −
1

2
βf2(t)Nj . (8)

将 (8)式写为矩阵形式:

Mü+Ku+ uTBu = F , (9)

其中:

Mij =
1

c2

∫ L

0

NiNj dx, (10a)

Kij =

∫ L

0

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
dx, (10b)

Bijk =
β

2

∫ L

0

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x

∂Nk

∂x
dx, (10c)
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Fi =

−f(t)− 1

2
βf2(t), i = 1,

0, i = 2, 3, 4 · · · , n+ 1.
(10d)

其中B为相对复杂的三维矩阵, 它描述了方程的
非线性性质, 本文称之为非线性刚度矩阵; 其与前
后的位移矩阵相乘后得到一维矩阵, 形式上与方程
(9)中其他项如Ku一致. (10d)式包含声源信息,
只在声源加载的节点上有效, 该式中的平方项为高
阶小量, 可略去, 不影响结果的正确性. 若非线性
刚度矩阵B为零, 非线性方程退化为线性方程.

利用中心差分方法 [10], 对时间微分展开后并
考虑边界条件, 方程 (9)可写为

M

∆t2
(ut+∆t + ut−∆t − 2ut)

+Kut + uT
t But = Ft. (11)

这样, 在相应的时刻、相应位置上位移加上源信号
即可运算下一时刻的位移

ut+∆t = M−1∆t2(−Kut − uT
t But − Ft)

− ut−∆t + 2ut, (12)

此即为所求的位移.

3 实 验

为验证数值计算的正确性, 我们开展了水中
的非线性实验研究. 实验系统如图 1所示, Ritec-
5000-SNAP系统可以产生高能量的连续波激励, 非
常适于开展非线性实验研究. 我们在实验中采用了
10个周期的 2 MHz主频的电脉冲串激励, 信号经
可调衰减器后输入给激励探头E, 激励探头实际输
出声脉冲串大约为 11周. 声脉冲串信号在水中向
前传播并被接收换能器R接收, 可以通过移动激励
探头位置改变接收探头与激励探头之间的距离. 接
收信号在示波器上被采集后通过接口传输给计算

机, 也可以将接收信号传输给Ritec系统后再与计
算机相连.

实验选用的激励和接收探头主频都在 2 MHz
左右, 但接收探头在4 MHz左右也存在较高的响应
幅度, 所以接收探头可以同时接收到基频和二次谐
波信号.

需要说明的是实验测量中的声波信号可以

近似认为是平面波. 换能器直径为 2 cm, 频率为
2 MHz, 由此计算的近远场临界距离为 13.33 cm,

而实验测量的最远距离为 15 cm, 略大于临界距离,
基本发生在近场范围内.

理论上近场内测得的声波信号会有因干涉形

成的声压极小值点, 即在这些点会几乎测量不到
声压. 但在实验中, 我们在近场的不同位置进行反
复实验, 并未发现这些极小值点, 其原因经分析有:
1) 实验采用了脉冲波而不是理论计算采用的连续
波, 所以不会出现极小值的声压零点; 2)换能器探
头表面辐射声波是不均匀的, 中间强, 周围弱, 使得
干涉效应减弱, 声压极值会被进一步弱化 (极小值
变大, 极大值变小); 3)非线性实验信号传播过程中
发生畸变, 其相位和幅度均有较大程度的变化, 谐
波产生也造成声场更加复杂, 明显影响这些极值.

Ritec 5000 Snap

1     

R E

图 1 实验系统

Fig. 1. Experimental configuration.

4 非线性声波传播与二次谐波特性

实验结果和利用有限元仿真计算的流体中的

非线性声波都有波形畸变, 谐波滋生等特征, 这些
性质可以通过数值计算结果加以归纳, 利用实验对
计算结果进行验证, 形成的结果可为理论研究提供
指导.

有限元计算时采用水作为声传播介质, 其密
度为 1 g/cm3, 声速实验测得为 1491 m/s, 信号频
率为 2 MHz, 空间步长为 9.375 µm, 时间步长为
5.2 ns, 非线性参数B/A = 5, 计算可得水的非线性
系数β为−7, 该非线性系数与一些流体非线性声
学中的数值 (β = 3.5) [2]不太相同, 方程 (3)对应的
非线性系数数值上为非线性流体声学中非线性系

数的两倍 [8], 这是由于方程形式上不同造成的.
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对方程 (12)进行离散化计算可得数值计算结
果, 为与实验信号对比, 有限元计算的激励源取 11
周正弦波, 在距离声源不同位置计算得到的声信号
如图 2所示, 其中图 2 (a), 图 2 (b)和图 2 (c)为距离
声源 2, 4和 6 cm处的声信号. 可以看出,随着声波
的传播, 波形畸变加剧. 对上述仿真计算得到的声
信号进行快速傅里叶变换可以得到相应位置信号

的频谱, 频谱图里包含了二次谐波, 如图 2 (d), 更
高阶次的谐波本文未做讨论. 从频谱图中可以发
现, 基频信号幅度随传播距离增加而减小, 而二次
谐波幅度却随传播距离增加而增大 (距离声源较近
范围内, 暂不讨论传播距离更远的情况). 这说明随
着非线性声波的传播, 基频信号不断传递能量给高
次谐波, 这正是非线性声波的典型特征. 需要说明
的是时域波形信号和频谱都相对 2 cm处的接收信
号做了归一化处理.

14 15 16 17 18 19
-1.0

-0.5

0

0.5
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图 2 (网刊彩色) 不同接收位置的仿真信号 (a), (b), (c)
及其频谱 (d)
Fig. 2. (color online) Simulated signals (a), (b), (c)
received at different positions and its spectrums (d).

相应条件下的实验信号及其频谱如图 3所示,
其中图 3 (a), 图 3 (b)和图 3 (c)为距离声源 2, 4和
6 cm处接收的信号. 实验信号中也同样呈现波形

畸变随传播距离增加而加剧的现象, 并且变化趋势
也与有限元模拟的结果类似. 对实验信号进行快
速傅里叶变换可以得到相应位置接收信号的频谱

(图 3 (d)). 同样, 实验信号频谱图里也包含了高次
谐波, 随非线性声波传播距离增加, 基频信号和二
次谐波信号的幅度分别减小和增大, 数值仿真结果
与实验结论基本完全一致.
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图 3 (网刊彩色) 换能器在不同位置接收的实验信号 (a),
(b), (c) 及其频谱 (d)
Fig. 3. (color online) Experimental signals (a), (b), (c)
received at different positions and its spectrums (d).

文献 [11]表明, 输入信号能量增加会使非线性
现象更明显. 通过改变输入信号的幅度, 在相同位
置接收, 可以发现: 当输入信号较弱时, 不能引起
明显的波形畸变, 高次谐波成分较低. 增大输入信
号幅度, 波形畸变程度加剧, 非线性信号中谐波成
分得到加强. 我们对此进行了验证. 在有限元计
算和实验中, 均将三次输入信号幅度之间的比例设
置为 3 : 2 : 1, 在距离声源 7 cm处接收的数值模
拟信号及其频谱如图 4所示. 波形信号中由上至下
的输入信号幅度比例为 3 : 2 : 1, 但由于非线性传
播过程中基频信号向谐波信号传递能量, 波形信号
(图 4 (a))和频谱信号中基信号幅度的比约为 2.5 :
1.8 : 1, 略小于3 : 2 : 1. 图中的数值均相对输入信
号幅度最小时做了归一化. 相应的实验信号及其频
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谱如图 5所示, 除谐波幅度数值上与计算信号略有
差异外, 理论计算与实验结果都符合得很好.

47 48 49 50 51 52

0

2

4

6

8

10
(a)

1 2 3 4 5
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

(b)

/ms

/MHz

图 4 (网刊彩色) 不同输入信号幅度激发的非线性数值仿
真信号 (a)及其频谱 (b)
Fig. 4. (color online) Simulated signals (a) and its
spectrum (b) excited with different input signal am-
plitudes.

对不同传播距离处和不同输入信号强度情况

下得到的非线性声波信号进行分析可以得到谐波

的传播性质, 非线性谐波特别是二次谐波的传播性
质对测量介质非线性系数有重要作用.

在距离声源不太远的范围内, 波形畸变随传播
距离增加而加剧, 基波幅度减小, 谐波成分趋于丰
富, 二次谐波幅度随传播距离近似成正比增加. 对
不同位置接收的实验信号进行频谱分析, 取其幅
度并对声源信号幅度 (实验中对距声源较近的接收
信号)进行归一化处理, 可以获得基波信号和二次
谐波信号幅度随传播距离的变化趋势, 如图 6所示.
可以看出, 有限元法得到的基频和二次谐波信号的
幅度随传播距离变化结果和实验信号符合得较好,
它们的变化趋势与Blackstock桥函数解 [4]结果也

基本一致, 说明计算结果的正确性. 需要说明的是
文献 [4]中的解是振动速度形式, (相对)振动速度
解在数值上应为 (相对)位移解的 2倍. 图中实验数

据已剔除如换能器、电路等其他非线性因素引入的

影响.
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图 5 (网刊彩色) 不同输入信号幅度激发的非线性实验信
号 (a)及其频谱 (b)
Fig. 5. (color online) Experimental signals (a) and
its spectrums (b) excited with different input signal
amplitudes.

在距离声源较近处, 二次谐波幅度随传播距离
近似成正比增加, 这与方程的摄动解相符合. 然后,
随传播距离增加, 二次谐波幅度随传播距离又逐渐
减小, 这样就存在二次谐波幅度最高时对应的传播
距离 (本文称其为二次谐波极幅距离). 我们利用数
值计算研究了大量不同输入条件下的二次谐波极

幅距离, 发现其与输入信号幅度、频率、声速、非线
性系数都存在一定关系, 利用数值拟合, 二次谐波
极幅距离与这些参数的关系为

LMX2 =
Rc2L

βA0f2
, (13)

LMX2, A0, f分别为二次谐波极幅距离, 输入信号
位移振幅和输入信号频率. R 为一常系数, 即使计
算采用了不同的非线性介质, 计算表明其值约为
0.07. 然后又利用数值计算对二次谐波的位移振幅
进行拟合, 得到了二次谐波幅度随传播距离的变
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化关系

AF2 =
C1x

x2 +D1x+D2
, (14)

其中C1, D1, D2为待定系数, 将二次谐波幅度对传
播距离求导得

∂AF2

∂x
=

C1(x
2 +D1x+D2)− C1x(2x+D1)

(x2 +D1x+D2)2

=
−C1(x

2 −D2)

(x2 +D1x+D2)2
. (15)

(15)式为零时说明二次谐波幅度达到极值 (经分
析, 该值为极大值), 即x =

√
D2时, x = LMX2 =

0.07c2L/βA0f
2 =

√
D2, 这样可以确定待定系数

D2, 其所表示的物理意义是二次谐波幅度随传播
距离有极大值出现. (15)式为无穷时说明二次谐波
幅度变化极快, 幅度 -距离图像中, 对应激波在此处
产生, 而激波产生的距离 [5]为

x = xSHW =
2c2L
βωV0

=
2c2L

βA0ω2
.

此时x2 +D1x +D2 = 0, 由于D2已知, 从而可以
求得待定系数D1, 其表示激波的产生.
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图 6 基波信号 (a)和二次谐波 (b)信号归一化幅度随传
播距离的变化

Fig. 6. Normalized amplitude of basic frequency (a)
and the second harmonic wave (b) received at different
propagation distance.

另外, 摄动解在传播距离趋向零的时候可以认
为是精确解, 即x → 0时,

A2|x→0 =
1

8
kβxA2

0 =
C1x

x2 +D1x+D2
=

C1x

D2
,

这样可以确定选定常数C1. 二次谐波幅度 (15)式
中的待定参数全部确定, 并且完全由非线性谐波
的物理意义确定的, 说明该公式含有一定的物理
意义.

二次谐波幅度随输入信号幅度平方的变化特

性与其随传播距离变化基本一致, 这在非线性方程
的摄动解中也有体现, 本文不再对计算和实验结果
做过多讨论.

5 讨 论

流体和固体介质中的一维非线性纵波声波方

程具有相同的形式, 但摄动解和其他解却有不同的
传播性质, 这说明非线性方程的解还需要进一步的
研究和验证.

利用摄动法求解非线性声波方程 (1), 可以得
到二次谐波幅度与传播距离及输入信号幅度平方

成正比的关系 [5,8],但流体中的解析解,数值解和实
验结果都显示二次谐波幅度随传播距离先增加后

减小, 这说明在摄动求解时, 非线性方程如果只展
开少数项的摄动方程, 其解存在一定局限性, 应只
在相应范围具有一定精度.

许多文献都利用二次谐波幅度与传播距离及

输入信号幅度平方成正比的关系对介质的非线性

系数进行测量 [11−14], 但这些实验结果都是在传播
距离不太长的情况下测得的, 所以这并不影响结果
的正确性, 但如果声波在介质中的传播距离不十分
短, 这也许会造成测量结果不准确.

在固体中的非线性声波实验中, 也发现了二次
谐波相对幅度随输入信号幅度增加反而减小的现

象, 这个现象还未在相关文献和实验中报道过, 这
对于固体中的非线性超声评估是一个值得注意的

问题, 相关研究内容作者将另择文讨论.

6 结 论

本文利用有限元法计算了一维非线性平面声

波方程, 得到了非线性声波在传播过程中的畸变、
谐波滋生、能量由基频信号向高次谐波信号传递等

传播特征, 并开展了非线性声波的实验测量, 仿真
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信号及其特征与实验符合得较好, 证实了有限元方
法的正确性. 固体介质中的非线性超声实验显示固
体中的非线性声波传播性质与流体相似, 流体中非
线性二次谐波性质可为固体中的非线性谐波性质

研究提供参考.
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Abstract
The propagations of one-dimensional nonlinear acoustical waves are studied numerically and experimentally in

this paper. The finite element method (FEM) is used to simulate the propagations of nonlinear acoustic waves. The
FEM equation of one-dimensional nonlinear acoustic wave is derived according to the theory of nonlinear acoustics.
A three-dimensional matrix appearing in the nonlinear FEM equation represents the nonlinear part of the nonlinear
acoustic equation and indicates the complex propagation characteristics of nonlinear acoustic waves. However, there is
no corresponding matrix in the linear FEM equation. The matrix correlates with the nonlinear properties of propagating
waves such as wave distortion, high order harmonic wave generation and transformation of energy from basic frequency
to high order harmonic frequency, etc. Then, an FEM program is coded to compute the propagations of the one-
dimensional nonlinear acoustic waves. The results show that the nonlinear acoustic waves are distorted obviously during
propagation. After fast Fourier transform processing the original wave signal, the basic frequency signals and high order
harmonic signals both appear in the frequency-region signals. To prove the correctness of the FEM results, nonlinear
acoustic experiments in water are carried out under different conditions. In the first experiment, the distance between
the transmitting and receiving transducers is kept unchanged, but the transmitting transducer is excited with different
energies. So with propagation distance fixed, the influences of different exciting energies on the nonlinear properties
of acoustic waves are obtained from this experiment. In the second experiment, with the exciting energy fixed, the
influences of different propagation distances on the nonlinear properties of acoustic waves are obtained by changing the
distance between the transmitting and receiving transducers. Then the numerical results and the experimental results
are compared and analyzed carefully. The result shows that the waveforms and the spectra of simulated nonlinear waves
are in good agreement with those of experimental signals. These results prove the correctness of the proposed numerical
method. It is also noticed that the propagation properties of basic frequency wave and the second order harmonic waves
are different. The amplitude of basic frequency wave decreases gradually, but the amplitude of second order harmonic
wave first increases and then decreases after propagating some distance. The amplitude of the second harmonic wave
changes with propagation distance and energy of the input source amplitude. The relationship between the amplitude
of second harmonic wave and the propagation distance is numerically fitted. We find a fitting equation of the relation
between high order harmonic acoustic wave and propagation distance, which also brings clear physical meaning for the
high order harmonic waves. Finally, the properties of nonlinear acoustic wave propagation in solid are preliminarily
discussed. This study provides theoretical and experimental evidence for the nonlinear acoustic wave traveling in liquid.

Keywords: nonlinear acoustics wave, the second order harmonic wave, finite element method
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