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玻色-爱因斯坦凝聚体中的双孤子
相互作用操控∗
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1)(湖南工业大学理学院, 株洲 412007)

2)(郑州科技学院基础部, 郑州 450064)

( 2016年 1月 4日收到; 2016年 2月 22日收到修改稿 )

考虑周期性驱动线性势, 利用Darboux变换法解析地研究了玻色 -爱因斯坦凝聚体 (BEC)中的双孤子相
互作用, 得到了 S-波散射长度的临界值. 结果表明: 当S-波散射长度高于临界值时, BEC中的两个亮孤子相
互吸引并融合; 而当S-波散射长度低于临界值时, 两个亮孤子保持局域稳定. 此外, 在外部势阱的驱动下, 两
个稳定的亮孤子产生周期性振荡行为.

关键词: 玻色 -爱因斯坦凝聚, 孤子, S-波散射长度
PACS: 05.45.Yv, 03.75.Mn, 03.75.Lm DOI: 10.7498/aps.65.110502

1 引 言

实验成功地在玻色 -爱因斯坦凝聚体 (BEC)
中观察到亮孤子 [1], 使得有关物质波孤子的研究
成为当前BEC研究领域的热点之一 [2−9]. 亮孤子
的波包由BEC中的原子组成, 所以亮孤子在将来
BEC的实际应用中占主要地位 [10]. 最近研究表明
BEC中亮孤子在量子信息 [11]、原子干涉仪 [12−16]、

原子激光 [17]等方面有潜在的应用价值. 例如, 文
献 [11]预言可通过调节原子间相互作用强度来控
制亮 -亮孤子碰撞融合和分裂行为, 并产生宏观贝
尔态. Helm等 [14]发现囚禁于环势阱中的BEC中
亮孤子的分裂和融合可用来实现Sagnac干涉仪.
此外, 在谐振势阱和Rosen-Morse 势垒组成的复
合势阱中, 亮孤子的碰撞分裂现象也可应用于干
涉仪 [15]. 而稳定传播的亮孤子可用来实现原子
激光 [11].

理论上, BEC可由Gross-Pitaevskii (GP)方

程 [18−32]来描述. BEC中原子间相互作用强度可
由S-波散射长度来表示. 当S-波散射长度大于 (小
于)零时, 表示原子间相互排斥 (吸引)作用. S-波
散射长度的大小甚至正负都可通过Feshbach共振
技术来调节 [33]. 研究表明: 原子间相互作用对
BEC中的双孤子相互作用性质有重要影响 [34−38,].
当原子间相互作用强度较弱时, 两个亮孤子可保持
局域稳定 [36]. 而原子间相互作用较强时, 随着原
子间相互作用强度的增加, 两个亮孤子相互吸引,
并可产生融合行为 [37]. 这表明原子间相互作用存
在一个临界值, 当原子间相互作用强度低于临界值
时, 两个孤子保持局域稳定; 当原子间相互作用强
度高于临界值时, 两个亮孤子之间产生相互吸引
作用. 获得原子间相互作用强度的临界值对指导
BEC中的孤子实验非常重要. 基于此, 考虑周期性
驱动线性势阱, 利用Darboux变换法解析地研究了
BEC中的双孤子相互作用, 得到了原子间相互作
用强度的临界值 (给出对应的S-波散射长度绝对值
的临界值). 进一步研究发现, 当S-波散射长度的绝
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对值低于临界值时, 两个亮孤子在势阱中产生一个
稳定的周期性振荡行为.

2 模 型

基于平均场理论, BEC的性质可用GP方程来
描述 [39−45]:

i~∂Ψ(r, T )
∂T

=

[
− ~2

2M
∇2 + Vext +G|Ψ |2

]
Ψ, (1)

其中M代表原子质量; Ψ是描述BEC的宏观波函
数,满足

∫
dr|Ψ(r)|2 = N , N表示原子数目. 非线

性系数G = 4π~2as/M , as是S-波散射长度, Vext

是外部势阱, 选取

Vext(X,Y, Z, T )

=
M

2

[
ω2
⊥(Y

2 + Z2) + ω2
iX

2

+
F~ω⊥ω cos(ωω⊥T/2)

M
X

]
, (2)

其中a⊥ =
√
~/Mω⊥, ωi和ω⊥分别代表谐振势阱

的轴向和横向囚禁频率, ω是线性驱动频率, F是常
数. 为研究准一维BEC中的亮孤子,考虑ω⊥ ≫ ωi,
并设 [10]

Ψ =

√
N√
πa⊥

ϕ(X,T )

× exp
(
− iω⊥T − Y 2 + Z2

2a2⊥

)
. (3)

把 (3)式代入 (1)式中可得

i~∂ϕ(X,T )
∂T

=

[
− ~2

2M

∂2

X2
+ 2~ω⊥asN |ϕ|2 + Mω2

i

2
X2

+
F~ω⊥ω cos(ωω⊥T/2)

2
X

]
ϕ. (4)

随后, 引入变量X = a⊥x, T = 2t/ω⊥, ϕ =

ψ/
√
a⊥

[10], 代入方程 (4), 可得

iψt = − ψxx + 2g|ψ|2ψ +
ω2
i

ω2
⊥
x2ψ

+ Fω cos(ωt)xψ, (5)

其中, g = 2Nas/a⊥. 本文中考虑BEC中原子间为
相互吸引作用 (as < 0), 轴向囚禁频率ωi = 0, 即
BEC被囚禁于周期性驱动线性势阱中.

3 达布变换法和BEC的双孤子解

为研究BEC中双孤子的动力学性质, 使用
Darboux变换法 [46−54]求解非线性方程 (5), 构造
Lax对

Φx = UΦ = λJΦ+ PΦ, (6a)

Φt = V Φ =
n∑

j=0

Vjλ
n−jΦ. (6b)

其中λ为谱参数,

Φ =

ϕ1
ϕ2

 , J =

1 0

0 1

 ,

P =

0 p

q 0

 , V =

v11 v12

v21 −v11

 . (7)

而 p =
√
gψQ, q = −√

gψQ̄, v11 = 2iλ2 +

ig|ψ|2+2F sin(ωt)λ, v12 = 2i√gψQλ+ i√gψxQ+

F sin(ωt)√gψQ, v21 = −2i√gψQ̄λ + i√gψxQ̄ −
F sin(ωt)√gψQ̄. 其中Q = exp[−iF sin(ωt)x −
iF 2(2ωt − sin 2ωt)/(4ω)]. Lax对满足: Ut − Vx +

[U, V ] = 0. 为求解Lax对 (6)式,选取方程 (5)的一
个初始平面波解

ψ0 =
√
gQ exp(2ig2t), (8)

再将 (6)式的解代入Darboux变换关系式 [46]

ψN = ψ0 + 2
N∑

n=1

(λn + λn)
ϕ1[n, λn]ϕ2[n, λn]

Φ[n, λn]TΦ[n, λn]

Q
√
g
,

(9)

其中,

Φ[n, λ] = (λI − S[n− 1]) · · · (λI − S[1])Φ[1, λ],

Sl1l2 [n
′] = − λn′δl1l2 + (λn′ + λn′)

× ϕl1 [n
′, λn′ ]ϕl2 [n

′, λn′ ]/(|ϕ1[n′, λn′ ]|2

+ |ϕ2[n′, λn′ ]|2),

n′ = 1, 2, · · · , n − 1, n = 2, 3, · · · , N , l1, l2 = 1, 2.
当N = 2时, (5)式的解为

ψ2 = ψ0(1 + 2F1/F2), (10)

其中

F1 = (λ01 + λ02)
2(h1 + h2)(k1 + k2)

− 4λ01λ02[h1k1 + h2k2
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+ 2h3k3 + 2
√
λ201 − 1

√
λ202 − 1

× sinφ1 sinφ2,

F2 = 2λ02(λ
2
02 − λ201)(h1 + h2)

× (k3 + i
√
λ202 − 1 sinφ2)

+ 2λ01(λ
2
01 − λ202)

× (k1 + k2)(h3 + i
√
λ201 − 1 sinφ1),

h1 = cosh θ1 − cosφ1,

h2 = (2λ201 − 1) cosh θ1 + 2λ01

×
√
λ201 − 1 sinh θ1 − cosφ1,

k1 = cosh θ2 − cosφ2,

h3 = − λ01 cosh θ1 −
√
λ201 − 1 sinh θ1

+ λ01 cosφ1,

k1 = cosh θ2 − cosφ2,

k2 = (2λ202 − 1) cosh θ2 + 2λ02

√
λ202 − 1 sinh θ2

− cosφ2,

k3 = − λ02 cosh θ2 + λ02 cosφ2

−
√
λ202 − 1 sinh θ2.

这里

φi = 4g2t
√
λ20i − 1,

θi =2
√
λ20i − 1[−(2gF cosωt)/ω + gx],

λi = λ0ig,

(i = 1, 2, λ0i是大于1的常数).

4 结果分析

作为一个典型的例子, 考虑BEC由2000个 7Li
原子形成. 根据当前实验条件, 横向囚禁频率选
取为ω⊥ = π × 100 Hz, 从而无量纲化后的单位
长度和单位时间对应实际中的长度和时间分别是

5.4 µm和6.4 ms.
为研究原子间相互作用对BEC性质的影响,

首先选取as = −2.55aB (aB是玻尔半径), 考虑势
阱的驱动强度较弱 (F = 0.1), 同时势阱做快速变
化 (ω = 20), 谱参数λ01 = 2.0和λ02 = 2.5, 然后
根据 (10)式绘出图 1 . 在 t = 0时刻 (初始时刻),
如图 1所示, BEC中出现两个亮孤子, 分别位于
x ≈ 1.0和x ≈ −8.0处. 随着时间推移到 t = 2和

t = 4, 两个孤子的宽度、幅度和位置均没有发生变
化. 这表明: 在原子间相互作用较弱时, BEC中的
双孤子可以保持局域稳定.

接下来增加原子间相互作用强度, 选取
as = −5.1aB, 其他参数与图 1一致, 根据解 (10)
式绘出图 2 . 在 t = 0时刻 (初始时刻), 如图 2所
示, BEC中两个亮孤子分别位于x ≈ 0.5(右孤子)
和x ≈ −4.2(左孤子)处. 与图 1相比, 两个孤子的
幅度均增加, 而宽度均减小, 这是因为原子间相互
作用强度增大导致的 [10]. 随着时间推移到 t = 2,
左右两孤子的位置分别位于x ≈ −4.0和x ≈ 0.1

处. 两个孤子之间的距离在变小, 这表明随着原子
间相互吸引作用强度增大, 两个孤子之间也呈相互
吸引作用, 并产生一个相向运动.此外, 与初始时刻
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图 1 BEC中稳定的亮孤子

Fig. 1. The stable and location bright solitons in BEC.

-8 -4 0 4

0

4

8

0

2

4

6

8

0

4

8

12

x

 t/

 t/

 t/

|Ψ
2
|2

|Ψ
2
|2

|Ψ
2
|2

图 2 BEC中双孤子之间的相互吸引作用
Fig. 2. The attractive interaction between the two
bright solitons in the BEC.
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相比, 左孤子的幅度减小, 而右孤子的幅度增加.
这表明在孤子的相向运动过程中原子从左孤子转

移到了右孤子. 随着时间进一步推移到 t = 4, 左右
孤子的位置分别位于x ≈ −3.8和x ≈ −0.7处, 并
且左孤子中的原子几乎全部转移到右孤子中, 从而
可实现两个孤子的融合.

综合图 1和图 2中的结果表明, S-波散射长度
的绝对值存在一个临界值. 为获得这个临界值,
保持谱参数和势阱参数与图 1一致, 计算了不同
S-波散射长度下两孤子之间距离随时间的变化, 如
图 3所示. 当 |as| 6 3.32aB时, 两孤子之间的距离
都不随时间变化, 而当 |as| > 3.32aB时, 两孤子之
间的距离随时间的增加而变小, 表明孤子之间呈相
互吸引作用, 两个孤子产生了相向运动. 这是因为
BEC中的亮孤子由原子组成, 当原子之间为相互
吸引作用时, 周期性驱动线性势阱中的亮孤子也呈
相互吸引. 在 |as| 6 3.32aB时, 原子间吸引力非常
弱, 从而亮孤子之间的吸引力也非常弱, 不足以驱
使亮孤子产生相向运动; 随着S-波散射长度绝对值
的增大, 原子间相互吸引力也增大, 从而亮孤子之
间的吸引力也增大, 吸引力大于临界值后驱使亮孤
子产生相向运动. 所以在此得到S-波散射长度绝对
值的临界值约为 |as| = 3.32aB.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

3
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8

9

t

as=-2.81aB

as=-3.06aB

as=-3.32aB

as=-3.57aB

as=-3.83aB

as=-4.08aB

as=-4.34aB
as=-4.59aB

图 3 不同 S-波散射长度下两个孤子之间的距离随时间
演化

Fig. 3. The evolution of distance between two bright
solitons with different S-wave scattering length.

为了研究周期性驱动线性势对BEC中双孤子
动力学性质的影响, 增加驱动强度 (F = 0.5)并
降低驱动频率 (ω = 0.8),同时选取S-波散射长度
as = −1.275aB, 谱参数保持和图 1一致, 相应的孤
子动力学行为如图 4所示. 在慢变化的周期势驱动
下, 两个亮孤子随着时间的推移都产生了一个周期

性的振荡. 并且由于原子间相互吸引作用较弱, 所
以在传播过程中两个孤子的宽度、幅度及两个孤子

之间的距离都未发生变化.
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图 4 BEC中的双孤子的周期性振荡行为
Fig. 4. The periodic oscillation of two bright solitons
in the BEC.

5 小 结

考虑BEC被囚禁于周期性驱动线性势中, 使
用Darboux变换法求解了一维无量纲化的GP方
程. 然后根据得到的解析解数字计算了BEC中孤
子相互作用性质, 获得了S-波散射长度的绝对值的
临界值. 当S-波散射长度的绝对值小于临界值时,
两个亮孤子保持局域稳定; 当S-波散射长度的绝对
值大于临界值时, 两个亮孤子产生相互吸引作用并
相向运动. 在孤子相向运动过程中还出现了原子转
移, 并最终可实现两个亮孤子融合, 这使得BEC在
原子输运及量子信息方面有潜在的应用价值. 此
外, 在外部势阱的周期性驱动下, 两个亮孤子都产
生了一个稳定的周期性振荡行为. 相关结果可为
BEC中的孤子实验提供指导.
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Abstract
Considering the periodically driving linear potential, we study the interactions between two solitons in Bose-Einstein

condensate (BEC). By using Darboux transformation, the double bright soliton solution of Gross-Pitaevskii equation
is obtained. Then we numerically calculate the properties of interaction between the two bright solitons in BEC, and
obtain a critical value of the S-wave scattering length (SL). It is shown that, when the SL is more than the critical
value, the attractive interaction and the atom transfer between two bright solitons can be observed. While the SL is less
than the critical value, two bright solitons can keep stable and localized. Furthermore, the stable periodic oscillations
of two solitons can be observed by slowly changing the potential. These results will be conducive to the BEC soliton
experiments.
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