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针对水下低频声源的方位估计问题, 基于基元紧密排列的二维矢量阵, 建立了一种超指向性波束形成方
法. 根据矢量基元差分运算构建各阶多极子模型, 获得了几乎与频率无关的模态函数, 并经加权计算可在低
频条件下实现超指向性波束, 以解决阵列孔径对波束性能的限制. 同时, 结合输出信噪比最大准则所得波束,
分析了超指向性波束形成算法的稳定性与波导的影响程度, 探索模态阶数与阵列参数的选取原则. 通过阵列
性能的仿真计算与实际阵列的测量数据表明, 该算法可在小尺寸阵列孔径下获得良好的阵列波束, 兼具了水
下线型超指向性阵和环形超指向性阵的优点, 可有效实现水下低频声源的水平方位估计; 且波束性能可通过
调节模态阶数与基元间距以达到最佳, 并受水下声波导多途与频散效应影响有限.

关键词: 超指向性矢量阵, 低频声源方位估计, 多极子模态
PACS: 43.60.Fg, 43.58.Fm, 43.30.Wi DOI: 10.7498/aps.65.134303

1 引 言

随着船舶减震降噪技术的提高, 水下声探测
逐渐向低频段发展, 然而声呐基阵的阵增益、角分
辨能力与基阵孔径之间的矛盾严重制约着低频声

探测技术的应用 [1,2]. 相对于常规阵列, 基元紧密
排列的超指向性阵列可在单空间点获取更多声场

信息, 突破了基阵孔径对阵增益与角分辨力的限
制 [3]. 理论上已证明n个无指向性传感器排列的超

指向性阵, 其指向性因子最高可达n2 [4]. 因此, 基
于超指向性阵理论, 开展具有高阵列增益、高角度
分辨力特点的小尺寸阵列波束形成技术研究成为

实现水下基阵低频声探测的有效途径.
虽早在 20世纪 40年代超指向性波束形成原理

便已提出 [5,6], 但直到近 20年, 得益于传感器制作
工艺及电子运算能力的提高, 超指向性阵及其波束
形成技术才得以实现, 并由此应用至水声和音频、
通信、雷达及生物医学等领域 [7−12]. 因工作频段
原因与实际可操作性, 超指向性阵波束形成技术
在高频、超高频领域中应用较为成熟, 而在中、低
频的水声领域, 却仍处于研究阶段. 目前超指向性
基阵布阵方式主要有三种: 基于差分原理的线型
阵 [13,14]、基于相位模态原理的环形阵 [15,16]和基于

本征波束分解方法的环形阵 [17]. 基于差分原理的
线型阵, 其原理稳定可靠, 易于实现, 同时也由此
建立了许多用以降低电噪声和基元不匹配影响的

优化算法 [18−20]; 但作为端射阵, 其主响应方向固
定, 无法用于导向, 故应用受到较大限制. 基于相
位模态原理的环形阵则将基元的接收信号函数展
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开为傅里叶级数形式, 可获得任意形状的超指向性
波束; 但其算法较为复杂, 且空间采样及级数截取
易引入一定误差 [3,17]. 相较于上述两种超指向性
阵, 基于本征波束分解方法的环形阵通过噪声协方
差矩阵特征值计算, 获得解析的最优波束; 但其鲁
棒性随着基阵工作频率的降低而下降 [3]. 虽然基于
阵列增益、指向性图、前后波瓣比及主瓣宽度等参

数最优准则 [21]是设计超指向性阵的主要参考; 然
而, 对于复杂多变的水声波导, 其频散效应、多途效
应及环境的随机性等因素都将严重影响超指向性

阵及其波束形成技术的有效性和可靠性, 特别是对
于几百赫兹的低频频段与浅海海域情况, 其波导影
响更为显著 [22]. 故对于水下波导中的低频声探测,
建立超指向性基阵及其波束形成技术时, 算法的适
应性与可靠性也是主要考虑因素之一.

以上所指超指向性基阵皆为多基元情况, 而单
一的矢量传感器, 可以说是最为简单的超指向性阵
列, 已在水下探测中得到了较为广泛的研究和应
用 [23,24]. 相对于标量声压传感器, 矢量传感器可
拾取包含更多信息的振速矢量场, 具有天然的 “8”
字形指向性, 可有效抑制水中各向同性噪声的影
响 [25]. 显然, 以矢量传感器为基元, 建立高阶超指
向性基阵及其波束形成算法将具有更好的目标方

位估计性能和噪声抑制能力 [23,26], 更适用于复杂
海洋环境下的声源定位. 同时, 相较于水声中超指
向性矢量阵的初步探索 [27,28], 矢量传感器为基元
的超指向性阵及其波束形成技术已在空气声学中

得到了相对广泛的研究 [29,30], 进一步验证了矢量
阵的高方位分辨能力.

根据以上论述, 相较于在高频领域的广泛研究
与应用, 以矢量传感器为基元、适应于水下低频声
探测的超指向性阵列及其稳健的波束形成技术研

究较少. 为此, 本文综合考虑现有水下超指向性阵
列及其波束形成方法的优势, 基于矢量传感器与多
极子理论 [26], 建立可满足水下低频声探测要求的
超指向性声矢量阵波束形成算法. 全文结构大致
如下: 首先, 由差分原理, 构建多极子形式的模态
函数, 获得矢量传感器为基元且适应于低频情况的
波束形成算法, 建立超指向性声矢量阵模型; 其次,
针对最大信噪比准则所得波束, 分析本文算法的性
能, 阐述其在水下低频探测时的优势, 解决阵列孔
径与阵增益、角分辨力之间的矛盾; 然后, 根据差分
近似误差与浅海波导环境的影响分析, 对算法的适

应性和可靠性进行研究, 说明本文所建超指向性基
阵及其波束形成技术在实现水下低频环境中声源

方位估计的适应性; 最后给出结论.

2 理论模型

2.1 矢量基元下的多极子理论

针对水下声源的水平方位估计问题, 考虑置于
xy平面内的二维声矢量阵, 如图 1所示.
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d

图 1 超指向矢量阵几何示意图

Fig. 1. The schematic diagram of superdirective vector
sensor array.

对于该基阵, 其基元间距 d与波数之间满足

kd ≪ 1, 且每一基元可同时实现空间声压和水平振
速矢量的测量. 为避免矢量信号计算的复杂性, 令
矢量基元内部坐标与阵列坐标一致. 若远场简谐
平面波以 θ方向入射至该基阵时, 作为参考基元的
0号基元, 其声压响应为 p0, 则位于空间坐标 (g, h)

处的第 j号 (j = 1, 2, · · · , 8)基元接收的声压和水
平振速分量可表示为

pj(g, h) = p0 exp[ik(g cos θ + h sin θ)], (1a)

vjx(g, h) = p0V cos θ

× exp[ik(g cos θ + h sin θ)], (1b)

vjy(g, h) = p0V sin θ

× exp[ik(g cos θ + h sin θ)], (1c)

其中, V 为振速信号的幅度常数, 由尤拉方程 [2]计

算得到; 而矢量通道与声压通道共点接收声场信
息, 且各通道相对参考点的时延差相同. 忽略灵敏
度差异, 矢量通道相对声压通道只有指向性区别,
令x通道与 y通道指向性分别为

D1x(θ) = cos θ, D1y(θ) = sin θ.
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上述指向性D1x(θ)与D1y(θ)为偶极子形式,
也可由声压场的一阶差分近似得到, 即分别等效于
∂p/∂x与∂p/∂y. 为更直观地由差分原理建立多极
子形式的波束, 现以二阶差分进行说明. 在不失一
般性的同时, 以图 1阵列配置为例, 声压场的二阶
差分形式可构成如下四阶极子形式:

M2p = [p2(d, d)− p8(d,−d)]

− [p4(−d, d)− p6(−d,−d)]

= (2ikd)2p0 sin θ cos θ

= p0D2p(θ)/F2(k), (2)

其中, F2(k) = 1/(2ikd)2为在kd ≪ 1条件下所引

入的幅度补偿因子, 由此可获得近似频率无关的四
级子波束D2p(θ) = sin θ cos θ.

考虑声压场与水平振速场的表达式, 方程 (2)
可化为

M2p = p0D2p(θ)/F2(k)

= p0D1x(θ)D1y(θ)/F2(k)

= (2d)2
∂2p

∂x∂y

=
(2d)2

V

∂vx
∂y

=
(2d)2

V

∂vy
∂x

. (3)

由该方程可以看出, 由于振速矢量本身具有偶极子
指向性, 故振速通道的差分计算将降低差分的阶
数, 从而理论上减小高阶差分运算的误差; 或者以
相同个数的矢量基元进行差分计算时可直接构建

更高阶多极子形式, 即

M3x = (v2x − v8x)− (v4x − v6x)

= p0V Dx(θ)D2p(θ)/F2(k), (4a)

M3y = (v2y − v8y)− (v4y − v6y)

= p0V Dy(θ)D2p(θ)/F2(k). (4b)

为便于后文高阶多极子的表述, 将上述差分所
构建的多极子线性关系表示为 f( )函数的形式:

Mnp = f(pi, · · · , pj). (5)

同时, 考虑到声压与振速分量表述形式的相似性,
有

Mn+1x = f(vix, · · · , vjx)

= V D1x(θ)f(pi, · · · , pj), (6a)

Mn+1y = f(viy, · · · , vyj)

= V D1y(θ)f(pi, · · · , pj). (6b)

根据方程 (5)的表述, 由差分原理与波束形成
的乘积定理可得图 1所示阵列下声压通道所构成
的其他高阶多极子形式为

D3p(θ) = cos2 θ sin θ = F3(k)M3p

= F3(k)f(p0, p1, p2, p3, p4, p5), (7a)

D4p(θ) = cos2 θ sin2 θ

= F4(k)M4p

= F4(k)f(p0, p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8),

(7b)

其中, 幅度补偿因子Fn(k) = 1/(2ikd)n; 同理, 根
据方程 (6a)和方程 (6b), 水平振速矢量通道所构成
的高阶多极子波束可表述成

D4x = D1x(θ)D3p(θ) = F3(k)M4x/V, (8a)

D4y = D1y(θ)D3p(θ) = F3(k)M4y/V, (8b)

D5x = D1x(θ)D4p(θ) = F4(k)M5x/V, (8c)

D5y = D1y(θ)D4p(θ) = F4(k)M5y/V. (8d)

从上述多极子模型的推导可以看出, 经过补充
一定的相位因子, 即可获得几乎与频率无关的波
束; 而由各阶多极子作为子波束加权合成的总波
束,同样几乎与频率无关, 表明经多极子理论所建
立的波束形成算法可有效适用于水下低频声源的

方位估计. 为将所获得的多极子模型推广至任意阵
列形式, 同时为便于下文任意波束算法的建立, 根
据方程 (3)所示的差分与振速偏导之间的关系, 可
将矢量传感器为基元下的各多极子模型归类为

∂m+nvx
∂xm∂yn

(2d)m+n

=
p0V

Fm+n(k)
Dx(θ) cosm θ sinn θ, (9a)

∂m+nvy
∂xm∂yn

(2d)m+n

=
p0V

Fm+n(k)
Dy(θ) cosm θ sinn θ, (9b)

其中, 常数V 的定义与前文相同, 而Fm+n(k) =

1/(2ikd)m+n.

2.2 超指向性波束形成算法

为根据前节多极子理论建立适应于水下低频

超指向性声矢量阵的波束形成算法, 现考虑二维平
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面内的任意波束B(k,θ), 其在 [k1, k2] × [−π,π]内
的正交完备基函数{φl(k, θ)}下可展开成

B(k, θ) =

∞∑
l=0

clφl(k, θ), (10)

其中, cl表示φl(k, θ)对应的级数展开系数, 其值为

cl = ⟨φl, B⟩

=

∫ k2

k1

∫ π
−π

φl(k, θ)B(k, θ)dθdk. (11)

针对水下声基阵的低频工作频段, 合理假定
所需超指向性波束B(k, θ) = B(θ), 且取φl(k, θ)在

k1 < k < k2范围内满足φl(k, θ) = QAl(θ), Q为常
数, 令其值为1, 则方程 (10)可表示为

B(θ) =

∞∑
l=0

clAl(θ). (12)

为有效减小无穷级数的截取误差, 本文采用希尔伯
特空间的正交基函数作为所需波束B(θ)的模态函

数, 即

A0(θ) = 1, A2ℓ−1(θ) = sin(ℓθ),

A2ℓ(θ) = cos(ℓθ),

其中, 模态函数以 2π为周期, 且可保证级数随着模
态阶数的增加而数值上快速收敛.

根据方程 (9a)和方程 (9b)所示,由多极子理论
所形成的波束图具有三角函数形式, 即可通过多极
子模型来构建B(θ)的模态函数A0(θ), A2ℓ−1(θ)和

A2ℓ(θ); 同时将参考基元的声压通道视为 0阶多极
子, 可得

wp +

m+n=L−1∑
m=0
n=0

[
(2d)m+n

p0

∂m+nvx
∂xm∂yn

]
wx,mn

+

m+n=L−1∑
m=0
n=0

[
(2d)m+n

p0

∂m+nvy
∂xm∂yn

]
wy,mn

= c0 +
L∑

ℓ=1

c2ℓ−1(θ) sin(ℓθ) + c2ℓ(θ) cos(ℓθ), (13)

其中, wp为声压通道的加权系数, wx,mn为对应
∂m+nvx
∂xm∂yn

项的系数, wy,mn同理; L为B(θ) 级数截

取下最高模态阶数, 也表示矢量传感器为基元时多
极子波束的最大阶数, 其值与阵列形状所建立的
多极子形式及实际工程的限制情况有关. 对于如
图 1所示的矢量阵而言, L值理论上最高可取至5.

为与模态函数A0(θ), A2ℓ−1(θ)和A2ℓ(θ) 对应,
方程 (13)中偏导所示的多极子项可进行级数展开,
即

(2d)m+n

p0

∂m+nvx
∂xm∂yn

= ac
x(m,n)TBc + as

x(m,n)TBs, (14a)
(2d)m+n

p0

∂m+nvy
∂xm∂yn

= ac
y(m,n)TBc + as

y(m,n)TBs, (14b)

其中, 上标T表示矩阵转置, Bc和Bs分别为以

cos(lθ)(l = 0, 1, · · · , L)为元素的 (L + 1) × 1维列

向量和以 sin(lθ)(l = 1, · · · , L)为元素的L× 1维列

向量; ac
x, as

x, ac
y和as

y分别为相应级数展开系数所

构成的列向量, 以ac
x与as

x为例, 有

ac
x =[
ac
x(0,m, n) · · · ac

x(l,m, n) · · · ac
x(L,m, n)

]T
,

as
x =[
as
x(1,m, n) · · · as

x(l,m, n) · · · as
x(L,m, n)

]T
,

其元素ac
x(l,m, n)表示x通道接收信号在x方向m

次偏导 y方向n次偏导后对 cos(lθ)的贡献量, 其他
同理. 根据二项式原理, 可获得 cos(lθ)和 sin(lθ)与
∂m+nvx/∂x

m∂yn及∂m+nvy/∂x
m∂yn之间的关系,

其结果如附录中所示. 同时, 对于不同的m与n奇

偶数组合情况, 偏导表示的多极子项皆以单一的
cos(lθ)或 sin(lθ)形式进行表述. 因此, 以 cos(lθ)和
sin(lθ) 项进行划分, 则方程 (13)可转换成如下矩阵
形式:Ac

x Ac
y

As
x As

y

wx

wy


=

 Cc 0(L+1)×(L+1)

0L×L Cs

Bc

Bs

−

 wp

0L×1

 , (15)

其中, Bc和Bs如上文定义, 矩阵Cc和Cs分别为

B(θ)级数展开系数所组成的对角矩阵, 其对角线
上元素由所设计波束确定; 0p×q表示元素皆为 0的
p × q维块矩阵; 系数矩阵Ac

x = [ac
x(m,n)], Ac

y =

[ac
y(m,n)], As

x = [as
x(m,n)], As

y = [as
y(m,n)], 即

分别由向量ac
x, as

x, ac
y和as

y为列组成; wp, wx和

wy则分别表示声压加权列向量、x方向振速加权列
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向量与 y方向振速加权列向量, 具体形式为

wp =
[
wp 0 · · · 0

]T

1×(L+1)
,

wx =
[
wx,00 · · · wx,mn · · · wx,(L−1)0

]T

1×[L(L+1)/2]
,

wy =
[
wy,00 · · · wy,mn · · · wy,(L−1)0

]T

1×[L(L+1)/2]
.

虽然矩阵方程 (15)形式上并非为方阵, 即待求
未知量个数要大于线性方程; 但考虑到三角函数关
系 cos2 θ = 1 − sin2 θ及振速矢量偏导数之间的等

价关系:
p0V

(2d)m+n−1Fm+n−1(k)
cosm θ sinn θ

=
∂m+n−1vx
∂xm−1∂yn

=
∂m+n−1vy
∂xm∂yn−1

. (16)

通过化简, 则矢量加权矩阵中仅需计算 2L个未知
量, 并通过 c0值求解出wp.

综合上述推导, 可通过不同矢量基元的差分运
算, 获得等价于振速矢量偏导的各阶多极子模型,
从而由相应的模态展开计算得到对应的系数矩阵

Ac
x, Ac

y, As
x和As

y; 再根据矩阵方程 (15)求解出各
基元加权系数, 获得任意所需指向性波束. 因此
本方法具有基于相位模态原理的环形阵 [15,16]的优

点; 并且该波束形成理论也兼具了线型阵 [13,14]的

优势, 即波束形成算法理论上可靠易行. 同时, 在
阵列模型和算法的建立中, 采用矢量传感器为基
元, 有效提高了可形成多极子的阶数, 减小了差分
与级数截取的误差.

3 算法对比验证

3.1 算法验证与模态阶数分析

基于本文多极子理论所建立的超指向性波束

形成算法, 理论上可获得任意形状的波束; 但考虑
到水下复杂环境中声源方位估计的实际困难, 为使
接收范围内的环境因素影响达到最小, 声能量集中
于导向方向, 现依据阵列输出信噪比最大准则建立
所需超指向性波束 [1], 并以此为基础对本文超指向
性波束形成算法进行验证. 选取波束为

B(θ, ϑs) = 0.5 +

L∑
l=0

βl cos[l(θ − ϑs)], (17)

其中, ϑs为导向角度, β为常数, 取阶数上限L与上

文B(θ)中模态最高阶数相同. 从方程 (17)中可以

看出, 相较于其他类型的波束表达类型, 该波束表
述形式更易于矩阵方程 (15)的求解. 当β = 1时,
不同L值下, 波束近似表达式为

B(θ, ϑs) = 0.5 +
L∑

l=0

cos[l(θ − ϑs)]

≈sin[(L+ 0.5)(θ − ϑs)]

sin[0.5(θ − ϑs)]
. (18)

其形状如图 2所示, 可以看出, 相较于波束主瓣而
言, 波束旁瓣值较小, 声场能量集中于主瓣, 且该波
束在较低阶数下便具有较窄的主瓣宽度; 虽然宽度
随着阶数上限值L的增加而减小, 但减小程度逐渐
下降, 即四阶与五阶的主瓣宽度差要小于三阶与四
阶的差值.

-50 0 50 100 150 200 250
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

B

θ/(O)

图 2 (网刊彩色) 不同阶数限制下的波束图
Fig. 2. (color online) The beam patterns of different
order.

对于主瓣宽度, 也可由半功率点波束宽度进
行定量描述, 显然将得到与图 2相同的结论. 对于
β = 1的情况, 可计算得半功率宽度为

BW0.5 =
5.6

2L+ 1
. (19)

由此可以看出, 该矢量传感器阵所形成的波束
具有良好的角分辨能力, 且该分辨能力随着阶数L

的增加而提高. 另外, 对于常规线阵波束, 阵列对
于信源的分辨力与在所测方向附近阵列导向矢量

的变化率直接相关, 即相同基元个数情况下, 分辨
力随信号的入射方向变化, 基阵对非零方向入射目
标的分辨能力下降; 而该矢量传感器阵所形成的波
束的分辨力不随入射角的变化而变化, 因而具有更
好的测向能力, 进一步体现了本文算法所构建波束
的优势.

为验证本文超指向性波束形成算法对输出信

噪比最大准则所得波束的实现能力, 依照图 1所示
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的几何结构, 利用同振式二维矢量水听器作为基元
且按小于六分之一波长间距排列, 构成小尺寸平面
矢量阵, 如图 3所示.

图 3 (网刊彩色) 小尺寸九元矢量平面阵
Fig. 3. (color online) The actual 3× 3 uniform rectan-
gular array.

在此小尺寸平面矢量阵基础上, 考虑到水下低
频的发展方向,取理论计算与测量频率f为170 Hz,
则不同模态阶数L时的理论波束与实测波束如

图 4所示.
根据图 4所示, 三阶与四阶情况下的理论结果

与实测结果基本吻合, 五阶情况下的理论结果与实
测结果则存在稍许偏差; 但三者皆充分表明了本文
超指向性波束形成算法的有效性, 即可在低频环境
下由小尺寸平面矢量阵形成超指向性波束, 所形成
的波束具有极窄的主瓣和量级较低的旁瓣, 有效解
决了基阵尺寸与指向性增益的矛盾.

对于五阶模态时波束的偏差, 可由加权因
子wx和wy进行解释. 根据差分原理, 块矩阵
Ac

x, Ac
y, As

x 和As
y中的元素将包含幅度补偿项

1/Fm+n(k) = (2ikd)m+n用以获得与频率无关的

任意波束, 而所求加权向量wx和wy则将包含

F1(k), F2(k) · · ·FL−1(k). 对于理想阵列而言, 该
加权因子并不会导致实测与理论波束差异的产生.
然而对于实际阵列, 加权因子所含高阶Fl(k)项作

用至各基元上时, 由于kd ≪ 1的规定, 将使基元不
一致性的影响极大地增加, 继而使得理论波束与实
测波束之间存在差异. 为降低基元不一致性的影
响, 需对该小尺寸基阵进行详细校准; 但相比于空
气声学等领域和水声高频情况, 水下声基阵的低频
校准难度较大, 代价昂贵. 为此, 相较于不易实现

的水下低频精确校准, 可采取适当降低模态阶数的
方法.
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图 4 (网刊彩色) 本文超指向性波束算法下的理论波束与
实测波束 (a) 三阶情况; (b) 四阶情况; (c) 五阶情况
Fig. 4. (color online) The theoretical beam patterns
and the actual synthesized ones: (a) 3rd order; (b) 4th
order; (c) 5th order.

3.2 阵增益与基元间隔影响分析

在建立小尺寸基阵的超指向性波束形成算法

时, 需假设kd ≪ 1. 对于本文的水下低频探测而
言, 该假设皆已满足; 同时, 对于离散型阵列, 基元
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间距d的变化将影响阵列的性能. 考虑到除主瓣宽
度、角分辨能力等上文所讨论的参数外, 阵列增益
也是描述基阵性能的重要参量, 因此从阵列增益的
角度, 分析基元间距的选择标准以及本文超指向性
阵的优势.

与常规阵列相同, 超指向性矢量阵的阵列处理
增益可定义为基阵输出信噪比与阵列中单个无指

向性基元输入信噪比的比值, 即

AG =
|WH(k, θ)R(θ)|2

WH(k, θ)ΓNW (k, θ)
, (20)

其中, R(θ)和W (k, θ)分别为各基元接收信号所构

成的矢量以及相应基元加权值所构成的矢量; 而作
为接收噪声的协方差矩阵ΓN , 其元素则为对应通
道的相关系数.

对于水下低频环境中的小尺寸基阵, 其接收信
号中的噪声可大致分为两类: 根据海洋环境建模的
三维各向同性噪声场, 以及基元自噪声等因素所产
生的时空互不相关白噪声. 对于各向同性噪声场,
本文采用球面上有限个均匀分布的点声源进行逼

近, 其相关系数可由以kd为自变量的贝塞尔函数

给出; 而对于时空互不相关白噪声, 则采用高斯噪
声进行模拟, 并且当白噪声作为背景干扰时, 阵列
增益可看作是白噪声增益, 为阵列敏感度的重要量
度. 现以模态阶数L = 3与L = 5为例, 考虑图 1所
示的阵列形状, 其阵列增益与白噪声增益随基元间
距d变化情况如图 5所示.

从仿真计算结果可以看出, 本文所建立的小尺
寸基阵具有较高的阵列增益. 以基元间距λ/6的
五阶模态情况为例, 其阵列指向性增益约为 13 dB,
相较于常规阵列, 本文超指向性矢量阵尺寸可降
低 90%, 具有明显优势; 而当基元间距继续减小时,
阵列增益将有所提高, 但相应的白噪声增益会显
著下降. 当白噪声增益越低时, 阵列对基元相位
误差等因素的变化越敏感, 即表明阵列更易受基
元不一致性的影响. 因此, 获得更高阵列增益与获
得更加稳定的小尺寸阵列彼此相互矛盾, 其基元
间距的选择还需综合阵列增益和基阵工艺的情况

进行考虑.
同时, 通过不同阶数下阵列增益和白噪声增益

的比对, 可见小尺寸基阵的阵列增益随着模态阶数
增加而提高, 而白噪声增益则下降, 其更进一步表
明了高阶模态的优势, 但也说明了高阶模态的阵列

更易受基元不一致性等参数的影响, 即高阶模态下
对基阵工艺与阵列的校准要求更高.
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图 5 (网刊彩色) 不同模态阶数下增益随基元间距的变化
(a) 阵列增益; (b) 白噪声增益
Fig. 5. (color online) The array gain and white noise
gain versus inter-sensor spacing: (a) The array gain;
(b) the white noise gain.

4 算法稳健性分析

4.1 差分算法的稳健性分析

基元间距d的选择需根据阵列增益与白噪声

增益进行考虑, 以使得阵列性能达到最佳; 同时, 由
基元差分计算可以看出, 基元间距d也将导致超指

向性波束形成算法具有一定误差. 为确定超指向性
算法的稳健性, 现对差分近似误差与基元间距的关
系进行研究. 根据差分原理, 定义差分近似值与理
论值的比为该误差的量度, 即

en(θ) =

sinn

[(
kd

2

)
cos θ

]
(
kd

2

)n

cosn θ
. (21)

其中, n为差分计算的阶数. 由该方程可以看出,
差分近似误差与kd的大小及入射波的角度 θ有关.
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以 θ = 0◦时为例, 不同差分阶数n下, 该误差随基
元间距d的变化如图 6所示.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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/
d
B

n/

n/

图 6 (网刊彩色) 不同阶数下的差分误差分布
Fig. 6. (color online) The finite difference approxima-
tion error for each difference order.

根据图 6所示, 差分近似误差随着基元间距的
增加而增大; 且高阶差分所受影响程度要大于低价
差分的情况, 即高阶模态更不稳定, 更易引起算法
上误差的产生. 但从数值上而言, 当d/λ 6 0.2时,
所计算的任意阶数误差皆影响有限.

为更直观地分析基元间距d与差分算法对波

束形成算法稳健性的影响, 现考虑矢量基元下差分
原理所构成的多极子波束. 相对于理论上的多极子
波束, 在此处将实际差分原理所得多极子波束称之
为伪多极子波束. 以伪偶极子和伪四极子情况为
例, 分析多极子波束与伪多极子的差异. 当基元分
布如图 1所示时, 根据方程 (5), 偶极子与伪偶极子

波束之间的对应关系为

D1px(θ) = cos θ

↔ F1(k)M1px = F1(k)f(p1, p5), (22a)

D1py(θ) = sin θ

↔ F1(k)M1py = F1(k)f(p3, p7). (22b)

与伪偶极子相似, 根据方程 (6a)和 (6b), 描
述四极子与伪四阶极子波束对应关系的方程可

表示为

D2xx(θ) = Dx(θ) cos θ

↔ F1(k)M2xx/V = F1(k)f(vx1, vx5)/V, (23a)

D2yx(θ) = Dy(θ) cos θ

↔ F1(k)M2yx/V = F1(k)f(vy1, vy5)/V, (23b)

D2xy(θ) = Dx(θ) sin θ

↔ F1(k)M2xy/V = F1(k)f(vx3, vx7)/V, (23c)

D2yy(θ) = Dy(θ) sin θ

↔ F1(k)M2yy/V = F1(k)f(vy3, vy7)/V. (23d)

上述方程在kd ≪ 1时, 理论上恒成立; 而对于
实际阵列, 二者所描述的波束存在一定偏差. 取基
元间距d由 0.01λ变化至 0.5λ, 计算相应的伪多极
子波束, 其结果分别如图 7和图 8所示.

根据图 7和图 8所示的伪多极子波束图, 当基
元间距增加时, 伪偶极子及伪四极子的第二种情况
与第三种情况存在着明显变化, 其波束主瓣幅度下
降且逐渐呈现分裂现象; 而伪四极子中的第一种情
况与第四种情况受影响程度相对较小.
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图 7 (网刊彩色) 不同基元间距下的伪偶极子波束图 (a) 对应D1px(θ); (b) 对应D1py(θ)

Fig. 7. (color online) The dipole beam patterns as a function of the inter-sensor spacing: (a) Corresponding
to D1px(θ); (b) corresponding to D1py(θ).
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图 8 (网刊彩色) 不同基元间距下的伪四极子波束图 (a) 对应D2xx(θ); (b) 对应D2yx(θ); (c) 对应D2xy(θ); (d) 对应
D2yy(θ)

Fig. 8. (color online) The quadru-pole beam patterns as a function of the inter-sensor spacing: (a) Corresponding
to D2xx(θ); (b) corresponding to D2yx(θ); (c) corresponding to D2xy(θ); (d) corresponding to D2yy(θ).

在超指向性波束形成中, 由于不同基元和不同
多极子波束需进行加权, 因此各阶伪极子对总波束
的影响也将被减弱或增强. 为此, 考虑本文信噪比
最大原则下所得波束, 如方程 (17)所示, 其在不同
基元间距下的变化如图 9所示.

从图 9中可以看出, 随着基元间距的增加, 其
主瓣幅度逐渐下降直至趋于与旁瓣相同, 但变化相
较于图 8 (a)和图 8 (d)更为缓慢, 表明了随基元间
距剧烈变化的伪多极子影响经加权后得到减弱, 也
进一步说明基于多极子理论建立的超指向性波束

具有较高的稳健性. 当基元间距d = 0.3λ时, 波束
主瓣幅度下降为 0.01λ时的一半, 且并未出现较大
旁瓣; 而当基元间距小于 0.2λ时, 超指向性波束并
未出现较大畸变, 基本可满足水下低频声探测的
需要.
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图 9 (网刊彩色) 不同基元间距下超指向性波束的变化
Fig. 9. (color online) The synthesized superdirective
beam pattern as a function of the inter-sensor spacing.
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同时, 虽然作为低频接收的水听器相较于高频
换能器而言尺寸较大, 但由于水下低频声探测频段
主要为几百赫兹, 其基元间距皆可到达上述差分计
算要求, 形成良好的多极子波束. 因此本文水下低
频超指向性波束形成算法具有较强的稳健性, 而基
元间距的合理选择则更应从阵列增益与白噪声增

益中进行考虑.

4.2 水下声波导影响分析

相比于空气声环境和电磁波传播环境, 水下声
环境更加复杂, 特别是浅海低频情况, 波导效应更
加明显, 频散效应和多途效应将使得接收信号的幅
度和相位产生畸变. 考虑到多极子理论对相位差的
要求, 此处对水下声波导的影响进行研究, 分析本
文所建立的超指向性声矢量阵及其波束形成算法

的可靠性与适用性.
由于较少阶数的波导模态即可有效表示声场,

故采用简正波理论 [2]对浅海低频环境中的阵列信

号进行模拟以充分考虑波导边界的影响. 对于中

心频率为 f0的窄带声信号, 假设波导中共存在MW

阶波导简正波, 忽略时间因子, 则参考基元接收声
压场可表示为

p0(r, z) =

MW∑
nW=1

−i
ρ(zs)

√
8πknWr

ZnW(zs)ZnW(z)

× exp
[
− i

(
knWr − π

4

)]
=

MW∑
nW=1

BnW , (24)

其中, ZnW(z)为对应第nW阶简正波本征值knW的

本征函数. 考虑二维阵列中极坐标为 (rm, γm)的m

号基元 (m = 1, 2, · · · , M), 根据方程 (1a)和方程
(24), 可得各基元相对于参考基元所接收到的声压
场, 即

pm(r, z) =

MW∑
nW=1

BnW

× exp[iknWrm cos(θ − γm)]. (25)

若采用矩阵表述形式, 则有

X(f) =


1 · · · 1

exp[ik1r1 cos(θ − γ1)] · · · exp[ikMWr1 cos(θ − γ1)]
... . . . ...

exp[ik1rM cos(θ − γM )] · · · exp[ikMWrM cos(θ − γM )]




B1

B2

...

BMW

S(f). (26)

由方程 (26)可以看出, 各基元所接收到的声压
场为各阶简正波叠加的形式, 即波导所产生的影
响. 考虑如图 10所示的环境参数和几何参数, 当
f0 = 400 Hz时, 其声场能量传播损失以及相对于
平面波的声场相位变化则如图 11所示.

0
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20

z/m
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zs

c1=1500 m/s

c2=1650 m/s

α2=0.2 dB/λ

ρ1=1 g/cm3

ρ2=1.5 g/cm3

r/km

图 10 Pekeris波导示意图

Fig. 10. The sketch map of Pekeris waveguide.

由图 11可以看出, 声场能量由于不同阶简正
波相互叠加干涉而产生起伏; 且相对于声场能量,
声压场的相位变化更加剧烈. 因此, 对于水下声阵
列而言, 一般需补充波导所产生的影响, 即不同接
收位置处信号幅度和相位的变化; 但考虑到本文中
小尺寸基阵, 其最大尺度不超过半波长, 而在波导
效应影响最剧烈的参数设定情况下, 在半波长范围
内声压场幅度变化量不超过 0.8 dB, 而相位相对于
平面波的畸变小于 3%, 即波导所导致的幅度和相
位变化影响有限, 反而表明了小尺寸超指向性阵在
水下低频声探测中的优势, 即避免了波导的复杂影
响. 同时, 由于声压场与振速矢量场的相似性, 所
得结论也同样适应于矢量基元.

为更加直观地体现海洋波导对本文波束形成

算法的影响, 利用波导中所接收的矢量信号来建立
多极子模型并实现超指向性波束. 考虑本文所采用

134303-10

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 13 (2016) 134303

的波束B(θ), 与前文平面波的波束图相比, 浅海波
导下的波束如图 12所示.
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图 11 Pekeris波导下的声场能量变化及相位相对变化
(a) 传播损失曲线; (b) 声压场的相位相对变化
Fig. 11. The sound field energy and relative phase in the
Pekeris waveguide: (a) The transmission loss; (b) the
relative phase.
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图 12 (网刊彩色) 波导影响下的波束比对
Fig. 12. (color online) Beam pattern in the Pekeris
waveguide, the theoretical one is also illustrated for
comparison purpose.

根据图 12所示的计算结果, 二者波束形状基
本相同, 波导的作用主要表现在旁瓣和零点的抑制

上, 波导模型下波束图中的旁瓣幅度略有增加, 且
凹点表现稍差于理想自由空间中平面波的情况; 但
总体而言, 由于基元间距较小及声源频段较低, 波
导效应对小尺寸矢量阵及其超指向性波束的影响

较弱, 即基于多极子理论所构建的超指向性波束形
成算法可很好地实现浅海波导中的低频声源方位

估计, 具有较高的可靠性和适应性.

5 结 论

本文提出了一种基于多极子理论的超指向性

声矢量阵波束形成算法, 经理论分析与实际验证,
表明本文波束形成算法可有效解决阵列孔径与阵

列增益等参数之间的矛盾, 基阵既具有小尺寸孔径
又可获得超指向性波束, 从而实现对水下低频声源
的方位估计. 与其他水下超指向性阵列波束形成
算法相比, 由于采用离散矢量基元差分来构建多极
子所表征的模态, 本文波束形成算法兼具了线型阵
易于实现的优点, 又如同环形阵可形成任意波束;
并且所形成波束受频率影响较小, 因而可有效适用
于水下低频情况. 同时, 结合阵列性能, 研究了波
束形成算法的可靠性和适应性, 指出模态阶数越高
时, 波束指向性性能越好, 但波束越易受基元的不
一致性影响, 即需较准确的阵列校准; 基元间距则
影响着阵增益与阵列白噪声增益, 阵增益随着基元
间距的减小而提高, 但阵列白噪声增益也随之增
加, 阵列敏感度也越高. 因此需根据所需阵列性能,
对阵列模态阶数与基元间距进行合理取值. 虽然离
散基元的差分运算和海洋波导作用将导致常规阵

列性能下降, 然而由于本文基元间距较小以及基阵
工作频段的优势, 差分近似误差及海洋波导效应对
本文模型影响有限. 综上所述, 本文所建立的超指
向矢量阵波束形成算法突破了阵列孔径对波束性

能的限制, 为实现水下低频声源方位的测量提供了
一种可靠手段.

附录A 振速矢量偏导数的化简

根据Euler公式, cos θ及 cosm+1 θ可以表示为

cos θ =
1

2
[exp(iθ) + exp(−iθ)], (A1)

cosm+1 θ =
1

2m+1
[exp(iθ) + exp(−iθ)]m+1. (A2)
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由二项式式定理, 方程 (A2)可转化为

cosm+1 θ =
1

2m+1

m+1∑
q=0

m+ 1

q


× exp[i(m− 2q + 1)θ]. (A3)

当m为奇数时, 则方程 (A3)可展开成三部分, 即

cosm+1 θ

=

[
1

2m+1

(m−1)/2∑
q=0

m+ 1

q

 exp[i(m− 2q + 1)θ]

+

 m+ 1

(m+ 1)/2

+

m+1∑
q=(m+3)/2

m+ 1

q


× exp[i(m− 2q + 1)θ]

]
. (A4)

其中, 对于方程 (A4)第三项, 令 l = m+ 1− q, 且考虑求和
数值与符号无关, 有

m+1∑
q=(m+3)/2

m+ 1

q

 exp[i(m− 2q + 1)θ]

=

0∑
l=(m−1)/2

 m+ 1

m+ 1− l

 exp[−i(m− 2l + 1)]

=

(m−1)/2∑
q

m+ 1

q

 exp[−i(m− 2q + 1)]. (A5)

因此, 对于m为奇数的情况, 方程 (A4)可化为

cosm+1 θ =
1

2m

(m−1)/2∑
q=0

m+ 1

q

 cos(m− 2q + 1)θ

+
1

2m+1

 m+ 1

(m+ 1)/2

 . (A6)

同理, 基于上述二项式定理, 由Euler公式可得:

(2d)mFm(k)

p0V

∂mvx
∂xm

= cos θ cosm θ

=



1

2m

m/2∑
q=0

m+ 1

q

 cos[(m− 2q + 1)θ] m为偶数,

1

2m

(m−1)/2∑
q=0

m+ 1

q

 cos[(m− 2q + 1)θ]

+
1

2m+1

 m+ 1

(m+ 1)/2

 m为奇数;

(A7)
(2d)nFn(k)

p0V

∂nvx
∂yn

= cos θ sinn θ

=



1

(2i)n
n/2∑
l=0

(−1)l

n+ 1

l


cos[(n− 2l + 1)θ] n为偶数,

1

2(2i)n−1

(n−1)/2∑
l=0

(−1)l
n!(n− 2l + 1)

l!(n− 2l + 1)!

sin[(n− 2l + 1)θ] n为奇数.

(A8)

而根据方程 (A7)与方程 (A8), 则可得振速矢量的任意m,
n阶偏导数数, 即

(2d)m+nFm+n(k)

p0V

∂m+nvx
∂xm∂yn

= cos θ cosm θ sinn θ

=



1

2m

m/2∑
q=0

m+ 1

q

 cos[(m− 2q + 1)θ] m为偶数,

1

2m

(m−1)/2∑
q=0

m+ 1

q

 cos[(m− 2q + 1)θ]

+
1

2m+1

 m+ 1

(m+ 1)/2

 m为奇数;

×



1

(2i)n 2
n/2−1∑
l=0

(−1)l

n

l

 cos[(n− 2l)θ]

− 1

(2i)n

 n

n/2

 n为偶数,

1

(2i)n−1

(n−1)/2∑
l=0

(−1)l

n

l

 sin[(n− 2l)θ] n为奇数;

(A9)
(2d)m+nFm+n(k)

p0V

∂m+nvy
∂xm∂yn

= cosm θ sinn θ sin θ

=



1

2m−1

m/2−1∑
q=0

m+ 1

q

 cos[(m− 2q)θ]

+
1

2m

 m

m/2

 m为偶数,

1

2m−1

(m−1)/2∑
q=0

m

q

 cos[(m− 2q)θ] m为奇数;

×



1

(2i)n
n/2∑
l=0

(−1)l

n+ 1

l


× sin[(n− 2l + 1)θ] n为偶数,

1

(2i)n+1
2

(n−1)/2∑
l=0

(−1)l

n+ 1

l


× cos[(n− 2l + 1)θ]

− 1

(2i)n+1

 n+ 1

(n+ 1)/2

 n为奇数.

(A10)
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当方程 (A9)与方程 (A10)中各项进行乘积运算

时, 由三角函数关系式易得到, cos θ cosm θ sinn θ与

cosm θ sinn θ sin θ可仅由正弦函数或余弦函数表示.
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Abstract
With the advances of ship noise reduction technology, the working frequency of the passive sonar must be reduced

in order to detect a target. For the conventional array, it requires a large array aperture, comparable to the wavelength,
in order to achieve an acceptable angular resolution. Arrays of small physical size with high angular resolution are thus
attractive for low-frequency direction-of-arrival estimation of underwater sound source. In this paper, we consider a 3×3
uniform rectangular array which consists of vector sensors with inter-sensor spacing much smaller than the wavelength.
A broadband super-directive beamforming method is proposed for this vector sensor array, which extracts multi-pole
modes of different orders from the spatial differentials of the sound field. By normalizing the amplitudes of the multi-pole
modes, frequency invariant mode functions can be obtained, which are used to build the desired beam pattern, despite the
Rayleigh limit on the achievable angular resolution. Vector sensors are used to replace the pressure difference operation,
thus to achieve a desirable beam pattern, the order of spatial differential will be reduced. In other words, for the same
array configuration, using the vector sensors provides higher directivity than using the pressure sensor. To concentrate
on the sources, and to minimize all hindrances from around circumference, a suitable beam pattern is constructed as
an example to analysis. To verify the algorithm, a prototype is built and tested in a water tank. Comparisons are
carried out between the actually synthesized beam patterns and the theoretical ones. The experimental results show
good agreement with the theoretical results, and that the directivity increases with the multi-pole mode order increasing,
at the expense of lower robustness. The performances for different values of ka are also investigated, where k is the wave
number and a denotes the inter-sensor spacing. Simulation results show that when the inter-sensor spacing is no more
than one-sixth of the incident wave length, the error introduced by the approximations for muti-pole mode extraction
can be neglected. It should be noted that this result of the inter-sensor spacing still applicable when considering array
gain, showing that the array is insensitive to uncorrelated noise while preserving a relatively high array gain. Finally,
the influence of the underwater acoustic waveguide on the array performance is analyzed. Simulations and experimental
tests show that due to the small array aperture, the waveguide effects on the array performance are limited.

Keywords: super-directive vector array, direction-of-arrival estimation for low-frequency underwater
sound sources, multi-pole modes
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